AT?2 Vektorrechnung (Kg) 2. Marz 2007

Ubungen (V4)

Gegeben ist das in Ubung (V2), Aufgabe 5.c) bestimmte Parallelogramm ABCD mit

A=

1)

2)

5)

Wir betrachten das Tetraeder ABCE. (Warum bilden diese 4
Punkte ein Tetraeder?)

6)

7)

(2,1,0), B=(3,0,—1), C = (4,1,2), D = (3,2,3).

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Diagonalen dieses Parallelogramms und be-
statigen Sie, dass er die Diagonalen halbiert.

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks sind die Geraden durch eine Ecke und den
gegeniiberliegenden Seitenmittelpunkt. Bestimmen Sie Parameterdarstellungen fiir
die drei Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC.

Bestétigen Sie an diesem Dreieck, dass sich die drei Seitenhalbierenden in einem
einzigen Punkt schneiden. Dies ist der Schwerpunkt S des Dreiecks ABC. Zeigen
Sie, dass sein Ortsvektor gegeben ist durch

(ﬁ:%((ﬁJr@Jr@).

Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' auf einer der Diagonalen des
Parallelogramms ABC'D liegt.

Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e(A4, B,C') durch die Punkte
A, B, C an. Stellen Sie fest, welche der Punkte D, E = (—1,2,1), F = (0,1,2) in
der Ebene e liegen.

Berechnen Sie die Schwerpunkte aller Begrenzungsflachen des
Tetraeders ABCE.

Stellen Sie Parameterdarstellungen auf fiir die Schwerelinien
des Tetraeders, d. h. fiir die Verbindungsgeraden der Ecken
des Tetraeders mit den Schwerpunkten der gegeniiberliegen-
den Begrenzungsflachen.

Zeigen Sie, dass sich alle 4 Schwerelinien in einem einzigen
Punkt schneiden. Dies ist der sog. Schwerpunkt des Tetra-
eders.
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1) Parameterdarstellungen fiir die beiden Diagonalen sind

2
Xecg(AC) = OX=0A+r-AC= |1 | +r 0) fir ein r € R,

3 0
X € g(B,D) «— OX=0B+s-BD=| 0 | +s]|2 fiir ein s € R,
-1 4
Schnitt g(A,C) N g(B, D):
2 2 0 2r 1
1]14+r10] = +s5| 2| <= —2s = -1
0 2 4 2r —4s —1
— _1 1-2=-1 << = _1
r=g,8=3, = r=s=g.

Damit schneiden sich beide Diagonalen in einem Punkt; der zugehorige Parame-
terwert ist jeweils 1/2, so dass der Schnittpunkt der Mittelpunkt M 4¢ zwischen A
und C bzw. Mgp zwischen B und D ist.

Dieser Mittelpunkt Mo zwischen den beiden Punkten A, C' hat den Ortsvektor

oTAC:m+§m 04+t (¢ - —A>:%m+%w
= L(04+00).

Damit hat der Mittelpunkt zwischen zwei Punkten als Ortsvg:}{tor gerade das arith-
metische Mittel der Ortsvektoren der beiden Punkte. Aus Ubung (1), Aufgabe 6
wissen wir:

Diese Formel fiir den Mittelpunkt zweier Punkte gilt allgemein!

Im vorliegenden Beispiel ergibt sich explizit Mac = (3,1,1) = Mpp.
2) Wir bestimmen zunéchst die Seitenmittelpunkte

711
A'=Mpc=(=,=,=
BC (27272)7
B' = Mac = (3,1,1),
51 1
/:M = (=, —.—— ).
C AB (2727 2)
Als Parameterdarstellungen erhélt man dann
. 3/2
Xecg(AA) & OX=0A+r AA = ~1/2 | fireinre R,
1/2
% 3
Xecg(B,B) < OX=0B+s-BB'=[ 0 | +s 1 fir ein s € R,
-1 2
N 4 —3/2
XegC,C) = 0X=0C+t-CC"=|1]|+t|-1/2| fireinteR.
2 —5/2
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3) Schnitt g(4, A’) N g(B, B'):

3y = 1
2 3/2 3 0 2
Ll+r|=12|=[0 |+s|1] & |-ir— s=-1
0 1/2 —1 2 1 _
/ 57”—28——1
T = % r = % 2
= |t+ s= 1| < s= 2 = r=s=z.
1 1 2

Die beiden Seitenhalbierenden g(A, A’) und g(B, B’) schneiden sich also und der
Schnittpunkt S = Sapc hat den Ortsvektor

o . (2\ 4 (32 3
OS=0A+Z2.44=[1 52 ) =23
3 0 1/2 1/3

Man kann zwei andere Seitenhalbierende zum Schnitt bringen und feststellen, dass
diese denselben Schnittpunkt haben. Es ist jedoch einfacher, zu iiberpriifen, dass
der gefundene Punkt S auch auf der dritten Seitenhalbierenden liegt:

Seg(C,C") < C8=t-CC fireinte R

1 —3/2
— | -1/3 | =t| —-1/2 | fireint e R.
~5/3 5/2

Als Losung lasst sich unschwer ¢ = 2/3 erkennen.
Berechnet man nun das arithmetische Mittel der Ortsvektoren von A, B und C, so
ergibt sich wie behauptet

9
%((ﬁuo_éﬂﬁ):% 2| =09,
1

In Ubung (V5), Aufgabe 1 ¢) werden wir zeigen:
Diese Formel fiir den Schwerpunkt gilt in jedem Dreieck!

4) Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' ist der Schnittpunkt der drei Seitenhalbieren-
den, er liegt also insbesondere auf der Seitenhalbierenden AMpc. Nun ist Mpc der
Mittelpunkt der Diagonalen BC' des Parallelogramms'), liegt also (nach Aufg. 1)
auch auf der Diagonalen AD. Dies bedeutet: Die Seitenhalbierende AMp¢ ist mit
der Diagonalen AD identisch, folglich liegt der Schwerpunkt des Dreiecks auf dieser
Diagonalen.

1) Hier haben wir den Punkt D des Parallelogramms gegeniiber von A gelegt. Fiir die
anderen Félle argumentiert man entsprechend.
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5) Eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e(A4, B,C') durch drei gegebene Punkte
A, B, C erhélt man durch

X €e(A,B,C) <~ OX =0A+r-AB+s- AC fiir geeignete r,s € IR.

In unserem konreten Fall also

2 1 2
X€e(A,B,C) « OX=|1|+r|-1]+s[0]. (%)
0 ~1 2

Bereits ohne Rechnung kann man entscheiden, dass D in der Ebene e liegt, weil
ABCD zusammen ein Parallelogramm bilden.

Um zu iiberpriifen, ob ein Punkt (etwa E) in dieser Ebene liegt, muss man un-
tersuchen, ob sein Ortsvektor sich in der Form (x) darstellen ldsst, d. h. ob die
Gleichung

-1 2 1 2
2 |=(1])+r| -1])+s|0 (%)
1 0 -1 2

(mindestens) eine Losung (r, s) hat. Die Vektorgleichung (k) ist ein lineares Glei-
chungssystem von 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten (7, s):

r+2s=-3 r = -1 r=-—1
. — 1| = |—142s=-3| — |2s=-2
_7’+28: 1 1+282 1 282 O

Die letzten beiden Gleichungen fiir s widersprechen einander: Es gibt also keine
Losung! Damit liegt der Punkt F nicht in der Ebene e.
Fiir F' erhélt man mit einer entsprechenden Rechnung ebenfalls: F' liegt nicht in
der Ebene e. Fiir den Punkt D hitte man eine eindeutige Losung r = —1, s = 1
erhalten.

6) Die Punkte ABCE bilden ein Tetraeder, da die 4 Punkte nicht in einer Ebene
liegen: E lag nicht in der Ebene durch A, B, C.
Der Schwerpunkt Sapc des Dreiecks ABC' ist bereits bestimmt: Sapc = S =
(3,2,%). Mit der Formel aus Aufgabe 3) erhélt man ebenso leicht die anderen
Schwerpunkte: Sapg = (3, ,0), Sace = (g, %,1), Spce = (2,1, g)

7) Die Schwerelinie durch den Eckpunkt E werde mit sg bezeichnet; eine Parameter-
darstellung fiir sie ist

-1 4
sg:a=0FE+r-ESapo=| 2 | +r| —4/3 (reR).
1 —2/3

Entsprechend die anderen Parameterdarstellungen

SA: rt=0A+s- ASBCE— (seR),

2/3

2

—8/3

Sc - :c_eru CSABE—

43
Sp: w—@—i—t BSACE( +t 4/3 (tGR),
4
(1 +u (ue R).
2

2

AT?2 Vektorrechnung (Kg) Ubungen (V4) — Losungen



8) Die 4 Schwerelinien schneiden sich in einem einzigen Punkt, dem Schwerpunkt S =
Sapcr des Tetraeders; dieser hat die Koordinaten

1
Sapce = (2,1, §)~
In allen 4 Parameterdarstellungen aus der vorangehenden Aufgabe hat S den Pa-
rameterwert

; 3
rTr =8 = = U= —.
4
In Analogie zur Formel aus Aufgabe 3) fiir den Schwerpunkt eines Dreiecks gilt

jetzt fiir den Schwerpunkt eines Tetraeders:

(OA+ OB + OC + OF).

OSaBcE =

1
4
(Priifen Sie dies nach!) In Ubung (V4), Aufgabe 5) werden wir allgemein zeigen:

Diese Formel fiir den Schwerpunkt gilt in jedem Tetraeder!
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