AT2 Mathematik (Kg)

Ubungen (V5)

1) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme

20. Marz 2007

r+2y+ z=1] [ 22 + y — 22=—6
a) x4+ 4y +3z2=1 |, b) y+ z= 01,
| 2z — 2y + 2=T | | 3z —2z= 1
[ 32 + 4y + 22=0] [ —z 4+ y + 2=0
c) r+ y+ z=0]|, d) rT—y+ z2=2
| 4x + 4y =0 r+y =1
2) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme
4 + 3y — 3z — 8u=—-10 T —y+ z— u= 0
r— y+ z+4+4du= 13 r+y— z— u= 6
2) —4dr — 2y + z+ 3u= -3 |’ b) rT—y— z+ u=-2
| 3x — y— 22— Tu= —6 20 +y — 2z + 3u= 0
3) Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme:
[z — y+ z= 6 [ 3z — y+z2= 1
a) | 2z +4y — z=-3 |, b) | 2z +4y — z2=-2 |,
| —r — 2y +32= 9 |z + 3y =—1
[ 22 + 3y — 4z= -2 [ 2 — y+22=9
¢c) | —x +4y + z=-10 |, d) | —z +2y — 2=6 |,
T+ y+oz= 0 i y+ z=4
dr — 2y + z= 2 -z + y— z2=-4
e) | —12x + 6y — 3z2=—6 |, f) 3r+ y+2z2= 3
—8x + 4y — 2z=—4 —4dxr —4dy +2z2= 6
Bestimmen Sie — wenn moglich — Parameterdarstellungen fiir die Losungsmengen.
Was stellen die Losungsmengen geometrisch dar?

4) Bestimmen Sie den Rang der Koeffizientenmatrix und die Lésungsanzahl der fol-
genden Gleichungssysteme. Bestimmen Sie ggf. eine Parameterdarstellung fiir die
Losungsmenge.

[+ y+ =z =3 T+ y+ z = 3
y+ z4+u=3 y+ z4+u= 3
a) r— y— z4+u=0|’ b) r— y— z4+u= 0]’
|z + 2y + 22 +u=6 r— 2y + 224+ u=-2
[ 2+ y+ z4+ u=10 T — y+ z2— u= 1
o) -+ 2y = 3 d) 2c + y — 2z + 3u= 10
—2y + 3z = 5|’ —x — 2y + 3z — du=-9
i 3z — du=-7 3z - z+ 2u=11
5) Losen Sie die nachfolgenden linearen Gleichungssysteme. Uberlegen Sie sich vor

der Rechnung, welche Moglichkeiten es fiir den Rang r gibt und was dies fiir die

Losbarkeit bzw. Losungsanzahl bedeutet.

6z — 3y + 2z=—6 T+ y+2z= 5

-3z + 9y + 42= 18 —3r — 4y + z=-1
a) 12y + 8z2= 24 |’ b) 20 — y— z= 0|’

3r — 6y + 6z2= 12 r— 2y —3z= 2
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z+ y— 22— u=-1 T — y+ z—u=3

c) r— y+ z+ u= 3|, d)| 2z + y— z+u=9 |,
| 3z + 3y — 3z — 3u=-7 —r + 3y — 2z —u=0
r 1 T+ y=> T -2y —3z+ u= 4

T — y+z= 4

e) y Dl z—u=31],¢ |22+ y— z+2u=-2|,

P =1

[ 22+ 3y — . y+ z=4 3r — y — 4z + 3u= 3
x =2y — 2z=2 9w~ g4 2 _ o

r+ 2y + z=1 )
) 20 + 3y + 3z=4 |’ i)
z+ 3y + z2=0
6) Auf einer Kleinkunstbiihne tritt ein Rechenkiinstler auf. Er fordert die Zuschauer
auf, sich drei Zahlen (z,y,z) zu denken und ihm nur die Summen (A, B,C) von
je zweien dieser Zahlen zu nennen. Er nennt dann unmittelbar die drei gedachten
Zahlen.
a) Stellen Sie das lineare Gleichungssystem auf, das der Rechenkiinstler 16sen muss.
Losen Sie es fiir
1)A=6,B=9,C=11,
2) A=13, B=17,C =18.
b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem fiir beliebige A, B, C' und ermitteln Sie
so eine Losungsformel zur Bestimmung von x, y, 2.
c) Der Rechenkiinstler verrit seinen ‘Trick’: Er addiert A+ B 4 C und halbiert das
Ergebnis. Von diesem Wert subtrahiert er dann jeweils eine der Zahlen A, B, C' und
erhélt dabei die drei gedachten Zahlen z,y, z. Vergleichen Sie mit Ihrer Losungs-
formel aus b).
d) Der Rechenkiinstler d&ndert die Fragestellung. Die Zuschauer sollen von den ge-
dachten Zahlen (z,y, z) je zwei addieren und die dritte subtrahieren. Wie berechnet
man jetzt aus den mitgeteilten Ergebnissen P, @), R die gedachten Groflien?

dr + 2y — 2z = 6
Ty — 5z +4dw= 2
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Ubungen (V5) — Lésungen
1) Alle Gleichungssysteme sind eindeutig losbar. Die Losungsvektoren sind jeweils:

2 3 0 1
o (1) w(=1) (8] (o)
1 4 0 1

2) Wieder sind alle Gleichungssysteme eindeutig 16sbar. Die Losungsvektoren sind:

T 3 T %
vyl | -1 vyl _

a) z | 1’ b) z | | -1
U 9 U -9

2 2
3) a), ¢) und f) sind eindeutig l6sbar. Die Losungsvektoren sind ( -1 ) fir a), ( -2 )

3 0
1
fir ¢) und | —2 | fiir f).

1
b) Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die Gauf-Elimination

ergibt
3-1 1 1 3-1 1 1 3-1 1 1
-2 4-1}-2]«<{010-1|-4]«<|010-1|-4
1 3 0|-1 0 10 -1 | —4 0 0 0 0

Die letzte Gleichung 0 = 0 ist selbstverstédndlich erfiillt. Die iibrigen Gleichun-
gen 16st man ‘von unten nach oben’ auf. Die erste dabei aufzulésende Gleichung
10y — z = —4 enthélt zwei Variable, man kann daher auswéhlen, nach welcher man
auflésen will. Hier bietet sich z an.

10y —2=—-4 <= 2=10y +4.

Die letzte Gleichung besagt, dass y beliebige Werte annehmen kann, dann jedoch
z = 10y 4+ 4 gewidhlt werden muss, z ist also durch y bestimmt. Man 16st nun die
noch verbleibende Gleichung nach der noch wverbleibenden Variablen z auf (nicht
etwa nach z oder y!):

3r—y+ (10y+4)=1 <= 32=-9y—-3 <= z=-3y—1.
Die Losungsvektoren haben also die Gestalt
y | = Y mit beliebigem y € R.
z 10y + 4

Die Losungsmenge ist daher unendlich. Indem man den Losungsvektor zerlegt in
die Vielfachen von y und die ‘y-freien’ Teile, erhédlt man die folgende Parameter-
darstellung fiir die Losungsmenge:

x x —3y—1 -1 -3
y)lel «— [y ] = y = o)+y|l 1] (WeR).
z z 10y + 4 4 10
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Die Losungsmenge IL ist also eine Gerade, und zwar die Gerade durch den Punkt

-3
(—1,0,4) mit dem Richtungsvektor ( 1 )
10
d) ist unlésbar, denn die Gauf-Elimination ergibt

1-1 219 1-12] 9 1 -1 2
-1 2-1]6 < (0 111 <10 11
0 1 14 0 11| 4 0 00

Die letzte Gleichung enthélt einen Widerspruch 0 = —11, so dass keine Losung
existieren kann.

e) Hier reduziert sich das Gleichungssystem durch Gauf-Elimination auf eine einzige
Gleichung, die erste: 4 — 2y 4+ 2z = 2. Diese kann man nun nach einer der drei
Variablen auflésen, z. B.

e —2y+2=2 < 2= 4o +2y+2.

Dies zeigt, dass x und y beliebig gewédhlt werden konnen, wihrend z dann gleich
—4x+2y-+2 sein muss, damit das Gleichungssystem erfiillt ist. Die Losungsvektoren
sind daher von der Form

T € 0 1 0
Yy | = Y =10]|+z[ O |+y|1 (x,y € R).
2 —dx + 2y + 2 2 —4 2

Dies stellt eine Parameterdarstellung einer Ebene dar: Die Losungsmenge ist die
Ebene durch den Punkt (0,0, 2) mit den (linear unabhéngigen) Richtungsvektoren

(4)= (1)

4) a) GauB-Elimination ergibt:

1 1 10] 3 1 1 10 3 1110] 3
o 1 11}3}|,_.,10 1 11 31.,10111}3
1-1-11] 0 0-2-21|-3 00033
1 2 2116 0 1 11 3 000O0| O

Der Rang der Koeffizientenmatrix ist » = 3. In der letzten Nullzeile steht auch
auf der rechten Seite 0: Das Gleichungssystem ist 16sbar. Die Auflésung ‘von unten
nach oben’ ergibt der Reihe nach

u=3 <= u=1,
Yytr+l=3 & y=2—2z,
r+2—-2)+2=3 <= z=1.

und damit die folgende Parameterdarstellung fiir die Losungsmenge

x T 1 0
Y vyl _[2—-2z] |2 —
el = || = ; =lo T2l | (z€e R).
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Die Losungsmenge ist damit eine Gerade, und zwar die durch den Punkt (1,2,0,1)

0
mit Richtungsvektor v = _i
0
b),c) Hier ist der Rang jeweils r = 4, so dass beide Gleichungssysteme eindeutig
1 1
2 2
16sbar sind. Die Lésungsvektoren sind | ( | fiir b) und | g [ fiir c).
1 4
d) GauB-Elimination ergibt:
1-1 1-1 1 1-1 1-1 1 1-1 1-1|1
2 1-2 3] 10 0 3—-4 5 0 3—-4 5|8
1-2 34|97 lo-3 4-5|=8]"10 0 0 0]o
3 0-1 2] 11 0 3—-4 5| 8 0 0 0 010

Das Gleichungssystem ist losbar; der Rang ist » = 2, die Anzahl der freien Para-
meter daher n —r =4 — 2 = 2, die Lésungsmenge also eine Fbene. Eine Parame-
terdarstellung ist gegeben durch

11/3 1/3 —2/3
8/3 4/3 -5/3
0 + z 1 +u 0
0 0 1

el «—

ISERNINSIR
fues

Zunéchst die Voriiberlegungen vor Beginn der Gau-Umformungen.

a),b),h): Es ist n = 3, m = 4 und folglich r < n =3 < m = 4. r < m bedeutet,
dass am Ende der GauB-Umformungen mindestens eine Nullzeile in der Koeffizi-
entenmatrix auftritt. Es muss also mindestens eine Bedingung fiir die Losbarkeit
iiberpriift werden.

c),d),f),g),i): Hier ist n = 4, m = 3 und folglich r < m = 3 < n = 4. r < n bedeutet,
dass das System — wenn es 16sbar ist (!) — unendlich viele Losungen haben muss,
da mindestens ein freier Parameter in der Darstellung der Losungsmenge auftritt.
Diese 5 Gleichungssysteme sind also auf keinen Fall eindeutig 16sbar!

Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir e), denn auch hier ist r < n, da m = 2,
n =3 und r < 2 ist.

Im folgenden sind die GauBBumformungen und die sich daraus ergebenden Ergeb-
nisse aufgelistet:

6 -3 2
0 1510
0 12 8
0 -9 10

6 -3 2

—6
30
24
30

0 3 2 6
0 00 0
0 016 | 48

Das Gleichungssystem ist 16sbar; der Rang ist » = 3 = n, also gibt es genau eine

Ubungen (V5) — Losungen
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Losung; diese ist ( 0 )

3

1 1 2 ) 1 1 2 )
b) -3 -4 1] -1 o 0-1 7 14
2-1-1 0 0-3-5|—-10
1 -2 -3 2 0-3-5| -3

1 1 2] 5 1 1 2 )

L(0-1 7|14} 01 7 14

0 026 |52 0 026 52

0 02645 0 0 0| -7

1 1-1-1}-1 1 1-1-1| -1 1 1-1-1}-1
1-1 1 1 3 1< 0-2 2 2 4 | < 0-2 2 2 4
-3 3-3-3| -7 0 6 -6 —-6]|—10 0 0 0 0] -2

Das Gleichungssystem ist wiederum unldsbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist

r=2.
1-1 1-11]3 1-1 1-113
d) 2 1 -1 119 | <~ 0 3-3 3|3
-1 3-2-11]0 0O 2-1-213
1-1 1-11]3 1-1 1-113
— 0O 1-1 111 — 0O 1 -1 111
0 2-1-213 0O 0 1—-4]1

Dieses Gleichungssystem ist 1osbar (keine Nullzeile). Der Rang ist r = 3, die Dimen-
sion des Losungsraumes daher d = n — r = 1: Die Losungsmenge ist eine Gerade.
Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

el +u (ue R).

feues

ISERS I
|

O N

=W o

¢) 1-1 1 4y (1-1 1 4
2 3-1] -1 0 5-3]-9
Dieses Gleichungssystem hat den Rang r = 2 = m; es ist 16sbar; die Dimension des

Losungsraumes ist d =n —r =3 — 2 = 1, die Losungsmenge also eine Gerade. Als
Parameterdarstellung erhalten wir:

. 11/5 —2/5
L: <y>: —9/5 | +2| 3/5 | (zemR).
< 0 1

AT?2 Vektorrechnung (Kg) 6 Ubungen (V5) — Loésungen



110 015 110 015
f) 001-113]«< 1011 0|4
011 04 001-1|3

Hier bestand die GauBBumformung aus einem simplen Zeilentausch. Der Rang ist
r = 3 = m; das System ist 16sbar und die Losungsmenge ist d = n —r = 1-
dimensional. Eine Parameterdarstellung fiir die Gerade ist

T T 4 1
Y vyl _ |1 -1
el = || = s | Tul 3 (ue R).
1-2-31 4 1-2-31 4 1-2-31 4
g) 2 1-12|-2]«<10 5 50|—-10]«< 10 5 50|-10
3-1-4 3 3 0 5 50| -9 0 0 00 1
Dieses System ist unlosbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist r» = 2.

Gleiches gilt fiir i).
h) dagegen ist losbar; der Rang ist r = 3. Wegen r = n ist die Losung eindeutig:

(1)

Tz +y = A
6) Das zu losende Gleichungssystem lautet | z + z = B |. Dieses Gleichungs-
y+z=0C

system soll fiir die angegebenen Werte von A, B, C' bzw. fiir beliebige A, B, C' gelost
werden. Dazu verwendet man das Gauf’sche Eliminationsverfahren. Da die Umfor-
mungsschritte im Gauf3-Verfahren unabhdngig von der rechten Seite sind, kénnen
wir alle drei Aufgaben auf einmal erledigen, indem wir in der Matrixform mehrere
rechte Seiten gleichzeitig behandeln (bzw. die sich aus der allgemeinen Form mit
den Parametern A, B, C ergebenden Formeln benutzen):

110 613 A 1 10| 6113 A
(1 01 9|17 B><—> 0-11| 3| 4/ B-A
01 1]11]18|C 0O 1 1|11 )18 C
1 10} 6|13 A
<1 0-11 3| 4 B-A
0 02|14|22|C+B-A

Jetzt muss man die Gleichungen fiir die verschiedenen rechten Seiten von unten
nach oben auflésen:

1)22=14 <= 2=7, —y+7=3 <= y=4, 24+4=6 < = =2;
2)22=22 <= z=11, —y+1l=4 <<= y=7, z+7=13 < z=06.
Diese beiden Rechnungen sind natiirlich iiberfliissig, wenn wir nun die Aufgabe bei
beliebiger rechter Seite 16sen. Dies ist moglich, da die Koeffizientenmatrix den Rang
3 hat! Die Auflosung ergibt:

2:=C+B-A & z=-424+84¢
—-y—4+2+$=B-4 = y=+4-2+¢,
r+4-24+5 =4 = r=+4+2-%.
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Setzt man die speziellen Werte aus 1) und 2) in diese Auflésungsformeln ein, so
ergeben sich die oben konkret berechneten Losungen.

c) Die Formeln des Rechenkiinstlers sind leichter zu verwenden, aber mit den eben
berechneten Formeln gleichwertig. Zum Beispiel

_A+B+C A_A+B+C 4 A+B+C
T T2 Ty Ty T AT T T e Ty
Genauso iiberpriift man die Formeln fiir y und z.
r+y—z=P
Fiir d) lautet das Gleichungssystem xr —y+ 2z = @ | und GauB-Elimination
-r+y+z=R
ergibt
1 1-1|P 1 1-1 P
1-1 1|Q |~ |0-2 2|Q-—P
-1 1 1|R 0 2 0| R+P
Die Auflosung ist wieder moglich (Rang 3) und ergibt
_P+R _Q+R _P+Q
VST T Ty T T

Die gedachten Zahlen x,y,z erhélt man also, indem man je zwei der genannten
Zahlen P, (), R mittelt.
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