AT2 Vektorrechnung (Kg) 22. Mai 2007

1)

Ubungen (V7)

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'.

a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Seitenhalbierender.

[Ergebnis: Der Schnittpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhiltnis 2 : 1, wobei die
langere Seite beim Eckpunkt liegt.]

b) Folgern Sie, dass sich in einem beliebigen Dreieck alle drei Seitenhalbierenden in dem-
selben Punkt schneiden. Dies ist der sog. Schwerpunkt S des Dreiecks.

c) Zeigen Sie, dass fiir den Schwerpunkt S (und jeden beliebigen Punkt O) die folgende
Berechnungsformel gilt

O?:%(O_AJFO?JFR‘).

a) Zeigen Sie, dass ein Viereck ABCD mit 2 Paaren paralleler Seiten ein Parallelogramm
ist (Definition siche Ubung (V2), Aufgabe 5).

b) Zeigen Sie, dass sich die Diagonalen eines beliebigen Parallelogramms gegenseitig halbie-
ren.

c) Zeigen Sie, dass ein Viereck ABCD, dessen Diagonalen sich gegenseitig halbieren, ein
Parallelogramm sein muss.

Ein Trapez ist ein ebenes Viereck mit einem Paar paralleler Seiten. Sei ABC'D ein solches
Trapez, wobei DC =k - AB sei. (Welche geometrische Bedeutung hat k7)

a) In welchem Verhiltnis teilt der Diagonalenschnittpunkt die beiden Diagonalen?

b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis am Spezialfall £ = 1. (Was bedeutet dieser geometrisch?)

Gegeben sei ein beliebiges Tetraeder ABCD. Unter einer Schwerelinie eines Tetraeders
versteht man eine Gerade durch eine Ecke und den Schwerpunkt des gegeniiberliegenden
Dreiecks.

a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Schwerelinien.

[Ergebnis: Der Schnittpunkt zweier Schwerelinien teilt diese im Verhéltnis 3 : 1.]

b) Folgern Sie, dass sich alle vier Schwerelinien in einem einzigen Punkt schneiden, dem
sog. Schwerpunkt S des Tetraeders.

c) Zeigen Sie, dass fiir diesen Schwerpunkt S (und jeden beliebigen Punkt O) gilt:

08 = E(WHO?JFRWO_D)).
Gegeben ist ein beliebiges Tetraeder ABCD.
a) Verbindet man die Mittelpunkte einander gegeniberliegender (d. h. sich nicht schneiden-
der) Kanten (also Map mit Mcp, Mac mit Mpp und Map mit Mpe), so schneiden sich
diese Geraden in einem einzigen Punkt. Welcher ist es?
b) Zeigen Sie, dass die benachbarten Kantenmittelpunkte Mapg, Mpc, Mcp, Mpa ein Par-
allelogramm bilden und daher in einer Ebene liegen. Fiir welche anderen 4 benachbarten
Kantenmittelpunkte gilt dies ebenso?
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Ubungen (V7) — Lésungen

1) Da ABC ein Dreieck ist, sind die drei Punkte nicht kollinear (d. h. sie liegen nicht alle
auf einer Geraden). Dies bedeutet, dass die Vektoren @ = AB , U= AC linear unabhéngig
sind. Wir wihlen als affines Koordinatensystem der Ebene, in der ABC' (und alle gesuchten
Punkte) liegen, den Ausgangspunkt A und die linear unabhéngigen Richtungsvektoren i, ¥.
a) Wir untersuchen die Seitenhalbierenden g(A, Mpc) und g(B, Mac). Dazu stellen wir
zunéchst Bedingungen dafiir auf, dass ein Punkt X zu diesen Geraden gehort:

X € g(A, Mpe) < AX = r-AMpc (reR).
X €g(B,Mac) < AX =AB+s-BMac (s€R).
Als néchsten Schritt stelle man in diesen Parameterdarstellungen die rechten Seiten als

Linearkombinationen der zugrundegelegten linear unabhéngigen Vektoren , ¥ dar. Dabei
orientiere man sich an einer kleinen Skizze.
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Nun ist der gesuchte Schnittpunkt dadurch charakterisiert, dass er zu beiden Geraden
gehort, also beide obigen Darstellungen fiir AX gelten. Dies ergibt die folgende Vektor-
gleichung:

F=(1-s)-d+2-7 (rs€R).

X € g(A, Mpc) Ng(B, Mac) < H:g.ﬁ+ :

Da u, ¢’ linear unabhéngig sind, kann man in dieser Vektorgleichung nun Koeffizientenver-
gleich durchfithren und erhilt das folgende lineare Gleichungssystem fiir 7, s:

[ Y L e

Dies bedeutet, dass sich die beiden Seitenhalbierenden in einem Punkt S schneiden, und
dass dieser beide Seitenhalbierende im Verhéltnis % : % = 2 : 1 teilt. Der groflere Abschnitt
liegt dabei auf Seiten der jeweiligen Ecke.

b) Da die Uberlegungen von a) fiir jedes beliebige Dreieck und je zwei ebenfalls beliebi-
ge Seitenhalbierende darin gelten, muss auch die dritte Seitenhalbierende die anderen im
genannten Verhéltnis teilen, also in demselben Punkt S schneiden: Alle drei Seitenhalbie-
renden schneiden sich in einem Punkt.

c¢) Den Schnittpunkt S erhélt man, indem man einen der gefundenen Parameterwerte in die
zugehorige Parameterdarstellung einsetzt:
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Dies formt man wie folgt zum gewiinschten Ergebnis um:
1
AS = 5 (4B + AC)

1 1
— m+m:m+§@+m = §<3m+m+m
1 1
= 08 = §<m+m+m+m+m = g(m+(ﬁ+o?).

2) a) Da ABCD ein Viereck bilden, kénnen keine drei Punkte auf auf einer Geraden liegen,
also miissen die Vektoren u = AB und v = AC' unterschiedliche Richtung haben: sie sind
linear unabhéngig.

Wegen der Parallelitit der Seiten gilt DC = r.AB = rw und BC = s.AD = s.v mit
geeigneten Koeffizienten r,s € IR. Wir erhalten daraus 2 verschiedene Darstellungen fiir

eine der Diagonalen:
@:ﬁ—i—m:u—i—s.v,
E:E—i—m:v—i—r.u:r.u—i—v.

Da u, v linear unabhéngig sind, folgt daraus durch Koeffizientenvergleich 1 = r (Koeffizi-
enten von u) und s = 1 (Koeffizienten von v). Dies bedeutet aber gerade DC = AB und
BC = AD: ABCD ist ein Parallelogramm.

b) Sei ABC'D das Parallelogramm. Das bedeutet, dass die vier Punkte nicht auf einer Ge-
raden liegen und AB = DC und AD = BC ist. Wir wihlen als affines Koordinatensystem
den Punkt A und die Vektoren @ = AB , U= AD. Diese Vektoren sind linear unabhéngig,
denn andernfalls ldgen die Punkte A, B, D auf einer Geraden. Wegen DC = AB lige dann
auch C auf dieser Geraden, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir stellen zunichst Parameterdarstellungen fiir die beiden Diagonalen auf:

X €g(A,C) = AX =r-AC fiir ein r € R,
X e€g(B,D) < AX =AB+s-BD fireinsc R.

Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von u, v dar:

XeylA Q) = R:r-ﬁ:r-(ﬁ—i—m):r-u—kr-v,
Xe€g(B,D) — AX =AB+s-BD=u+s-(BA+ AD)
=u+s-(—ut+v)=(1-9)-ut+s-v.
Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider

Parameterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (u, v
sind linear unabhéngig!):

reutr-v=(1-s)-u+s-v < [: B 128]
D L P L IR
r = 1l-—r 2r = 1 R

Dies bedeutet, dass sich beide Diagonalen schneiden, und zwar im (gemeinsamen) Mittel-
punkt beider Diagonalen.

c) Sei ABCD das Viereck und S der Diagonalenschnittpunkt. Nach Voraussetzung ist er
der Mittelpunkt beider Diagonalen, d. h. AS = %E und BS = %@ Letzteres ergibt

AS = AB + %ﬁ Vergleicht man beide Darstellungen fiir AS so erhilt man
AC =2AS8 =2AB+BD = AB+ AB+BD = AB + AD.
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Damit gilt AC = AB + AD und dies ist nach Ubung (V2), Aufgabe 5 eine der Charakteri-
sierungen von Parallelogrammen.

3) Die Gleichung DC =k-AB zeigt zunéchst an, dass das Paar paralleler Seiten durch die
Vektoren AB und DC gegeben ist. k gibt dabei das Langenverhéltnis von DC 7u AB an.
a) Wir wihlen als affines Koordinatensystem den Punkt A mit den linear unabhéngigen

Richtungsvektoren 4 = AB und 7 = AD. Als Parameterdarstellungen der beiden Diagona-
len erhalten wir

g(A4,C):  AX =r-AC (re R),
g(B,D): AX=AB+s-BD (sc€R).

Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von i, ¢’ dar:

g(A,C): AX=r-AC =r-(AD + DC)
=r(U+k-d)=kr-d+r-9v,
g(B,D): AX =AB+s-BD=1i+s-(BA+ AD)
=U+s-(—u+v)=(1-s)-d+s-7.
Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider

Parameterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (@, ¢
sind linear unabhéngig!):

kr-d+r-v=(1-3s)-U+s U < [k: z 1;8]
[kr = 1—1"] [(k—i—l)r = 1] 1
— — < r=s=-——.
ro = S T = s E+1

Die Diagonalen schneiden sich also in einem Punkt, der beide Diagonalen in demselben
1 k

Verhéltnis teilt, ndmlich im Verhé&ltnis =TT = L k. Dies ist dasselbe Verhéltnis wie

das der parallelen Trapezseiten zueinander!
o In einem Trapez teilt der Diagonalenschnittpunkt die Diagonalen in dem Verhdltnis, in
dem auch die angrenzenden parallelen Seiten zueinander stehen.
b) Im Spezialfall £ = 1 ist das Trapez ein Parallelogramm und die Diagonalen teilen sich
im Verhéltnis 1: £k =1:1, d. h. sie halbieren sich.

4) Die vier Punkte ABCD bilden ein Tetraeder, d. h. sie liegen nicht in einer Ebene. Also
sind die Vektoren 4 = ﬁ,f}’ = @,u_} — AD linear unabhéngig. Wir wihlen als affines
Koordinatensystem fiir diese (rdumliche) Problemstellung den Punkt A mit diesen drei
Vektoren.

a) Es bezeichne allgemein Sspc den Schwerpunkt eines Dreiecks ABC. Dann kénnen wir

nun zunichst die Parameterdarstellungen zweier Schwerelinien des Tetraeders aufstellen:

g(A, SBCD) : H :T-ASBCD (7“ < R),
g(B,SACD): HZE—I—S-BSACD (SGR).

Um nun die rechten Seiten als Linearkombinationen der drei Vektoren , ¥/, @ darzustellen,
miissen wir die Richtungsvektoren der Geraden ASpcp und BSacp so darstellen. Wir
benutzen dazu das Ergebnis aus Aufgabe 1). Dieses beschreibt den Verbindungsvektor von
einem beliebigen Punkt (dort O genannt) zum Schwerpunkt eines beliebigen Dreiecks (dort
ABCQC) als arithmetisches Mittel der Verbindungsvektoren von demselben Punkt zu den drei
Eckpunkten. Angewendet auf ASpop ergibt sich (A als Ausgangspunkt, BC'D als Dreieck):

R —

ASpcp == - (AB+AC + AD),

L =
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und entsprechend

BSACD:%-(E{+W+@).

Nun kénnen wir die Parameterdarstellungen mittels der Vektoren des affinen Koordinaten-
systems ausdriicken:

'y S 1
9(A, Spep) A :T'ASBCD=?“-§-(A§+Aif+AZf)
S S S SR
=3 u—+v w—3u 31} 3w7
— 1
9(B,Sacp) : A?:A§+3-BSACD:ﬁ+s-§-(BZ+B@+@)
:ﬁ+§-(ﬂ+(ﬂ+fé)+(ﬂ+@))
S S S
e PR N ey
O (=3u+ U+ W) = (1—5s) Utz U+ w

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir unmittelbar » = s und

r 4 3

—=1l—s=1—7r << —r=1 < r=—.

3 s r 37 r=7
Ausr=s= % entnehmen wir, dass sich die beiden Schwerelinien in einem Punkt schneiden,
und dass dieser beide Schwerelinien in demselben Verhéltnis % : i = 3 : 1 teilt. Dabei liegt
der ldngere Abschnitt auf Seiten der Ecke des Tetraeders.
b) Da das Ergebnis von a) unabhéngig vom Tetraeder und den Schwerelinien immer dasselbe
ist, miissen auch die anderen Schwerelinien die erste in dem genannten Verhéiltnis teilen,

also in demselben Punkt S schneiden.
c) GeméiB a) gilt fiir den Schwerpunkt S des Tetraeders

3/4 1
AS = %-(mmw) = Z(ﬁ+fé+@).
Wie in Aufgabe 1) kann man dies dquivalent umformen (man addiere auf beiden Seiten den
Vektor OA) zu

@:i-(erO_BHLO?JrO_D)).

e Der Verbindungsvektor von einem beliebigen Punkt O zum Schwerpunkt eines Tetra-
eders ist das arithmetische Mittel der Verbindungsvektoren von diesem Punkt zu den 4
Eckpunkten des Tetraeders.

5) Wir wihlen als affines Koordinatensystem wieder den Punkt A sowie die drei linear un-
abhéngigen Vektoren @ = E, U= E, W= AD.
a) Wir berechnen den Schnittpunkt zweier dieser Verbindungslinien einander gegeniiberlie-
gender Kantenmittelpunkte.

g(MAB,MCD) : K:AMAB-FT'MABMCD (TER),
9(Mac, Mpp):  AX = AMac +s- MacMpp (s€ R).

Wir berechnen zunéchst die beiden Verbindungsvektoren der Mittelpunkte als Linearkom-
binationen von u, v, w. Wir benutzen dabei die Formel zur Berechnung von Mittelpunkten

ij—/l};:%(m-f—@),

die fiir beliebige Punkte O, A, B gilt. (Siehe Ubungen (V3), Aufgabe 1. Beachten Sie die
Analogie mit der Berechnungsformel fiir die Schwerpunkte von Dreieck und Tetraeder! Der
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Mittelpunkt zwischen zwei Punkten ist im Grunde nichts anderes als der Schwerpunkt der
Verbindungsstrecke.)

1 1 1 1 1
MABMCD :MABA+AMCD = —51@4—5(@4—@) = —§’L_l:+ 5’[74— 5’[17
1 1 1 1 1
MycMpp = MACA+AMBD = —51@4— 5(@4—1@) = §’L_l:— 5’[74— 5’[17
Damit lauten die Parameterdarstellungen der beiden Verbindungsgeraden
g(Mag,Mcp): AX = AMap +7- MapMcp
1 P i 1 i 1 7)
=g utr g Utg U+5-w
— L—r _’+ C _’_|_ C i
=— UtgU+5 U
g(MacMpp): AX = AMuc +s- MacMpp
B i (1 L1 i 1 7)
=5 Uts (5 u-—5-V+5-W
S 7 1—s n s
Tt Ty YTy
Wir berechnen nun den Schnittpunkt dieser beiden Geraden:
1—7r _,+r —»_,_f LS _,+1—s _,+f .
g YT VT T T Ty vy
1—r = S |:1—7" _ :| 1
<— r = 1—s| «— = r=s85= —
r = S " -7 2

Da diese Werte unabhéingig vom Tetraeder und den gewihlten gegeniiberliegenden Kan-
tenmittelpunkten ist, folgt wieder, dass auch die dritte Verbindungsgerade durch denselben
Schnittpunkt S verlaufen muss. Fiir den Schnittpunkt erhélt man aus r = 1/2:

B:gﬁ-ﬂ+£-ﬁ+£-w:i(ﬁ+ﬁ+/ﬁ).

Der Vergleich mit der vorangehenden Aufgabe zeigt, dass S der Schwerpunkt des Tetraeders
ist.
Skizze:

D

A
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b) Es ist

1 1 1
MigMpc = MagpB + BMpc = 5@4_53? _ 5@

Genauso berechnet man MpaMgcp = MapMpc = %E und stellt die Ubereinstimmung
fest: MapMpcMcpMpa ist ein Parallelogramm. Dabei sind die Mittelpunkte der Reihe
nach entsprechend der Reihenfolge ABCD gebildet. Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir
jede Reihenfolge der 4 Punkte: ABDC, ACBD. (Es gibt noch drei weitere Anordnungen der
4 Punkte ACDB, ADBC und ADCB, die aber zu keinem neuen Parallelogramm fiihren.)
Die in a) betrachteten Verbindungsgeraden gegeniiberliegender Kantenmitten sind gerade
die Diagonalen dieser Parallelogramme, die sich bekanntlich gegenseitig halbieren (daher in
a) r = s = 1/2). Nach a) ist der Tetraederschwerpunkt der Diagonalenschnittpunkte aller
drei Parallelogramme.

D
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