AT2 Mathematik (Kg) 1. Juni 2007
Ubungen (2)

1) Beweisen Sie die folgenden Formeln durch vollstdndige Induktion:

Zz n(n+1)2n+1),

Zz n—|—1)

n+1

1
Z:c fiir alle x # 1.

2) Bewelsen Sie fiir a € IR durch vollstédndige Induktion die beiden folgenden Fassun-
gen der Bernoulli-Ungleichung:
a) (1+a)” > 14 mna fir a > —1 und n € Ny,
b) (14+a)” >1+nafira>—-1,a#0und n > 2.

3) Die Zahlen b, des Pascalschen Dreiecks (0 < k < n, n der Zeilenindex, k der
Spaltenindex) sind rekursiv definiert durch

bno =bpn =1, bur = bn—l,k—l + bn—l,k firl<k<n.

a) Berechnen Sie die ersten 6 (oder auch mehr) Zeilen des Pascalschen Dreiecks,
d.h. b, fur alle 0 < k <n <6.
b) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion die allgemeine binomische Formel

(x +y)" ankw “kyk fiir alle n € Iy .

4) Man definiert die Fakultdtenfolge n! rekursiv durch
o0=1, (n+D!=nl-(n+1)

bzw. als Produktfolge geschrieben durch
n!l = H k.
k=1

Darauf aufbauend definiert man die Binomialkoeffizienten () (lies: n iiber k) fiir

0 <k <n durch
n _ﬁn+1—i_ nl
k) i CR-(n =k

i=1

a) Berechnen Sie Qie Binomialkoeffizienten fiir alle 0 < k <n < 6.
b) Zeigen Sie die Ubereinstimmung zwischen den Zahlen des Pascalschen Dreiecks
und den Binomialkoeffizienten:

bk = (Z) furalle 0 <k <n
Insbesondere sind die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen!
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Ubungen (2) — Lésungen

1
1
1) a) Induktionsanfang n = 1: Z i =1% = 5 1-2- 3 ist offenbar wahr.
i=1
Induktionsschritt n — n + 1:
Fiir ein festes n € IV gelte die Induktionsvoraussetzung:

Zz nn+1)2n+1).

Zu beweisen ist, dass dann auch die Induktionsbehauptung gilt:

n—+1

s 1 1
];k; =+ D +1+ D20 +1)+1) = c(n+1)(n+2)(2n+3).
Beweis:
= 2 - 2 1 2
Zk Zk + ( Ind:Vor 8n(n—|—1)(2n+1)+(n+1)

I D P SIS O g %(n+1)(2n2+7n—|—6)

— O =

= é(n +1)(n+2)(2n +3)

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.
1
b) Induktionsanfang n = 1: 13 = = . 12 . 22 ist offenbar wahr.

4
Induktionsschritt n — n + 1:

Fiir ein festes n € IV gelte die Induktionsvoraussetzung:

st n—|—1)

Zu beweisen ist, dass dann auch die Induktionsbehauptung gilt:

Sk = L+ 1)+ 2).

Beweis:

n

n+1 1
k,3 1 — o2 12 13
]; ]; + (n+ AL m+1)*+(n+1)

1

= L+ 1 40+ 1)] = %m +1)2(n? + 4n + 4)

= L+ 1) +2)
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Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.
c¢) Induktionsanfang n = 1:

21 1 —1
x 1+x:(:1c—l—)(x )

1 =
T r—1 r—1

=x+1

ist offenbar fiir alle x # 1 wahr.
Fiir ein festes n € IN gelte die Induktionsvoraussetzung:

n+1 -1

Z:c -1

Zu beweisen ist, dass dann auch die Induktionsbehauptung gilt:

n—+1 n

Z:c -1

-1

—‘rl
n n n ]

E:w E:w +$n+1 _ 7+$n+1
Ind Vor. xr—1
k=0
wn—l—l — 14+ xn+2 _ wn—l—l wn+2 -1

r—1 -1

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.

2) a) Induktionsanfang n = 0:
(1+a)=1und 1+0-a =1, also gilt die Bernoulli-Ungleichung fiir n = 0.
Induktionsschritt n — n + 1:
Es sein n > 0 beliebig, aber fest. Wir setzen fiir dieses n die Giiltigkeit von (1+a)™
1 + na voraus und miissen zeigen: (1 +a)"*! > 1+ (n + 1)a.
Beweis:

(1 —i—a)”Jrl =(1+a)"-(1+a)

>(14na)-(1+a) (wegen Ind.Vor. und 1 +a > 0)
=1+na+ a+na’
>14+(n+1a (wegen n > 0 und a? > 0)

Damit ist der Induktionsschritt bewiesen und die Induktion vollsténdig.

b) Induktionsanfang n = 2:

(14+a)? =1+4+2a+a? > 1+ 2a wegen a # 0, also a® > 0. Damit ist die verschiirfte
Abschétzung (1 + a)™ > 1 4 na fiir n = 2 bewiesen.

Induktionsschritt n — n + 1:

Es sein > 2 beliebig, aber fest, und es gelte fiir dieses n die Induktionsvoraussetzung
(1 4+ a)™ > 1+ na. Wir wollen daraus die Induktionsbehauptung (1 + a)"*! >
1+ (n+ 1)a folgern.

Beweis:

(1 —i—a)”Jrl =(1+a)"-(1+a)

>(1+na)-(1+a) (wegen Ind.Vor. und 1+ a > 0)
=1+ na+ a+ na?
>1+(n+1)a (denn n > 0 und a® > 0 wegen a # 0)

AT2 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (2) — Losungen



Beachten Sie, dass bei der Abschitzung in der zweiten Zeile trotz der Induktions-
voraussetzung (14+a)™ > 14+na nur (14a)"(1+a) > (1+na)(1+a) gefolgert werden
kann, da 14+a = 0 sein kann. Man erhélt aber insgesamt doch die gewiinschte starke
Abschétzung, da in der letzten Abschétzung > gilt.

3) a) Wir berechnen von den gegebenen Werten b,o = b,, = 1 ausgehend durch
Addition je zweier benachbarter Werte (b,,—1,x—1 + bp—1,%) einer Zeile den darun-
terstehenden Wert b,,1:

1 6 15 20 15 6 1

b) Induktionsanfang n = 0: (z + y)? = 1 und 22:0 bor?FyF = boy = 1.
Induktionsschritt n — n + 1: Wir setzen die Giiltigkeit der Behauptung fiir ein
n > 0 voraus und miissen sie fiir n 4+ 1 nachweisen:

(@+y)" =@y = @y (D by
.Vor. k:g

n n
=2 ) bk Yy bara Ty
=0 =0

n n
— Z bnk$n_k+1yk + Z bnk$n_kyk+1
k=0

k=0
n n+1

= ankw”H_kyk + Z bnil_lw”_(l_l)yl (k =1—1 gesetzt)
k=0 =1
n n+1

= ankw”H_kyk + Z bnyk_lw”_k“yk (I = k gesetzt)
k=0 k=1

n n
= box" T + E bnk:c”“_k’yk + E bnjk_lsc”H_kyk + bnmy”Jrl
k=1 k=1

n
="t 4 Z(b”k’ + bmk_l)wnﬂ_kyk + y”Jrl
k=1

n
_ +1 1—k k 1
= bpy1,02"" + E b+ 1.6 T Y 4 by 1yt

k=1
n+1
11—k k
:E b1 xRy
k—0

4) a) Man erhélt genau dieselben Zahlen wie oben beim Pascalschen Dreieck.
b) Wir miissen lediglich zeigen, dass die so definierten Binomialkoeffizienten (Z)
die rekursive Definition der b,, ;. erfiillen:

n:nlzljn:nlzl
0 0!-n! n n! - 0!
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und

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k )_(k—l)!(n—k)!+k!(n—1—k)!
=D E (n—1)!(n—k)

 kl(n—k)! kl(n —k)!
n—1)!

~ - (1)

Threr Definition nach sind die Binomialkoeffizienten (Z) rationale Zahlen, wéahrend
die Zahlen des Pascalschen Dreiecks entsprechend ihrer Definition Summen natiirli-
cher Zahlen sind. Durch die soeben bewiesene Ubereinstimmung sind die Binomi-
alkoeffizienten notwendig natiirliche Zahlen.
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