FT1/2 Mathematik (Kg) 25. Januar 2008

1)

Ubungen (3)

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf evtl. Monotonie und Beschrénktheit:

) n+5 b) n?+1 ) 2n2
a) Ap = —5 ) Ap = ——— ) C) an = s
n?+1 n+5 n2 — 10
4 3 4 1 1
d) an:i7 e) an:ﬂ’ £) an = +\/7_”
o —5 By/n+ 4 3+ v
) 2—3"
ay, = )
& 2430

3 )
Die Folge (a,,) sei definiert durch a,, = 4n i 5
n —_—

. Zeigen Sie, dass die Folge (a,,)

a) monoton féllt,

b) nach unten durch % beschrankt ist, und
c) gegen 3 konvergiert.

d) Von welcher Nummer ng ab sind alle weiteren Folgenglieder a,, weniger als %
vom Grenzwert % entfernt?

Geben Sie an, welche der nachfolgenden Folgen konvergent sind, und ggf. welchen
Grenzwert sie haben.

(—1)" 1 3
a) ap = an, b) a, =5+ 3n, c) an =~ 5
d) an:4—2—n e) ap=1+(-1)"

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
(Begriindungen sind nicht erforderlich.)

a) Eine alternierende Folge ist nicht monoton.

b) Eine monoton wachsende Folge ist nach unten beschrénkt.
c¢) Eine monotone Folge ist beschrénkt.

d) Eine unbeschrénkte Folge ist nicht konvergent.

e) Beschrénkte Folgen sind konvergent.

f) Eine monotone Folge ist konvergent.

Geben Sie wenn méglich Beispiele fiir Folgen mit nachfolgenden Eigenschaften:
a) konvergent mit Grenzwert 7,

b) nach unten beschrénkt durch 7,

¢) monoton wachsend und nach oben durch 4 beschrankt,

d) alternierend mit Grenzwert 5,

e) monoton wachsend und konvergent gegen 4,

f) betraglich beschrénkt durch 4 und nicht konvergent.

Begriinden Sie die Konvergenz und bestimmen Sie den Grenzwert nachfolgender
Folgen mit Hilfe der Grenzwertsétze:

n®+n 3+ 2 Lin
a) an = A b) n = —— "y c) an:nn
n
Q) _4n2+7n—l—8 ) _n+5 . _n2+1
o 2+ 3n+7 ¢ a”_n2+11 ) an =
2n - = . 2n2
g) “n =2 45 h) a”:?,—% ) =510
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dn +3 2n —1 n—+
J) n:2n—5 k) an:nQ—Q l) an:nQ—nl
n
n?—1 4/n+1 1+ +/n
m) (],7112473 n) an:L O) CI,n: \/_
n*+n 5v/n +4 3+ n
1
—= 2" —1 2-—-3"
P = V=T Vo= 5

a) a1 = 25 apt1 = %an

b) a1 = 2; apt1 =2+ 0,7a,

c) a1 =1; an1 = 5(an + )

d) ap = 0; any1 = Van +2

e)ar = V2 any1 = 2an,

f) a1 = V2 apy1 = v2a, + 1

[Beachten Sie bei den letzten drei Aufgabenteilen den Grenzwertsatz fiir die Wur-
zelfunktion (siehe nachfolgende Aufgabe).]

8) Beweisen Sie den

Grenzwertsatz fiir die Wurzelfunktion:
Ist a,, eine konvergente Folge von Zahlen a,, > 0 und a der Grenzwert, so
ist die Folge ,/a, ebenfalls konvergent, und zwar mit Grenzwert \/a:

an >0 A a, —a = Ja, —Va.

Tip: Beweisen Sie die Behauptung im Falle a = 0 direkt auf der Basis der Definition
von Nullfolgen und benutzen Sie fiir a # 0 die Identitét (Nachweis?)

1
Van ++a

sowle Schritt 4. im Bewels der Grenzwertsatze.

Van —Va=

(an —a)
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FT1/2 Mathematik (Kg) 25. Januar 2008
Ubungen (3) — Losungen
1) a) Alle Folgenglieder sind positiv, also ist 0 eine untere Schranke.

Die Berechnung der ersten Folgenglieder ldsst vermuten, dass a, monoton fallt.
Wir untersuchen daher

nts (n+1)+5

n?2+1~- (n+1)2+1
n+5 S n+6
n2+1 " n2+4+2n+2

— (n+5)n*+2n+2)> (n+6)(n?+1)

= PP+ 12n 410> 0P +6n*+n+6 <= n*+1ln+4>0

Qp = an4+1 <~

-+ 1D)(n?+2n+2) >0

Da n € IN stets positiv ist, ist die letzte Ungleichung iiber IV allgemeingiiltig, die
Folge (ay) also monoton fallend. Damit ist dann auch gezeigt, dass a; = 3 eine
(sogar die kleinste) obere Schranke ist.

b) Die Folgenglieder sind die Kehrwerte der Folgenglieder aus a), also ebenfalls po-
sitiv und daher durch 0 nach unten beschréinkt. Aulerdem ist diese Folge monoton
steigend (dhnliche Rechnung wie unter a) nur mit umgekehrter Abschéitzung). Um
eine evtl. obere Schranke zu finden, muss man die folgende Ungleichung untersu-
chen.

n?+1

- <S8 = n?+1<8Sn+58 «—= n? -9 -n+(1-59)<0.

anp < 8§ —

Die Umformungen haben auf eine quadratische Ungleichung gefiihrt. Diese haben
wir im Einfithrungssemester nicht systematisch behandelt. Dennoch kénnen wir
hier feststellen: Die letzte Ungleichung kann nicht allgemeingiiltig sein!
Begriindung: Der Term auf der linken Seite ist quadratisch. Lasst man fiir n be-
liebige reelle Zahlen zu, so ist der Graph eine nach oben geoffnete Parabel. Diese
kann nicht stdndig unterhalb der z-Achse verlaufen.

Damit ist fiir kein S die Abschatzung a,, < S allgemeingiiltig, die Folge also nach

oben unbeschrankt! )

2n
c) Die ersten Folgenglieder von a,, = 710 sind —% , —% ,
Folge (ay) ist also nicht monoton, denn az < as > as. Man kann aber vermuten,
dass sie von n = 4 ab monoton fallt. Da fiir n > 4 die Nenner stets positiv sind,

gelten fiir n > 4 die folgenden Aquivalenzen:

—18, & 1 .. Die

2n? < 2(n + 1)2
n?—-10 — (n+1)2-10
— 2m2(n?® +2n—9) > (2n% +4n + 2)(n? — 10)

— ot +4n —18n% > 2t +4n3 — 18n% —40n — 20 <= 40n+20>0

ap > App1 = |- (n? —=10)((n +1)* —10) > 0

Da die letzte Ungleichung in IN immer wahr ist, ist die Folge (a,) fiir n > 4 (!)
monoton fallend. Aulerdem sind von n = 4 ab alle Folgenglieder positiv (da dann
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Zahler und Nenner positiv sind), so dass gilt: Die eingeschrénkte Folge (ay ), >4 ist
monoton fallend, nach unten durch 0 und nach oben durch a, = ? beschrankt.
Indem man noch die ersten drei Folgenglieder hinzunimmt, erhélt man:

Die Folge (an)nen insgesamt ist nach oben durch ? und nach unten durch —18
beschrankt.

d) Von n = 3 ab ist diese Folge monoton fallend, nach unten durch 0 und nach
oben durch as = 15 beschréinkt. Fiir n > 3 ist der Nenner stets positiv, daher gilt
dann:

dn+3 - 4n+1)+3
2n—5"2(n+1)—5
< (An+3)(2n—3) > (4n+T7)(2n — 5)
— 82 —6n—9>8n—6n—35 <= —9>-35

Qp = an4+1 <~

|- (2n—5)(2(n+1) —5) > 0

Da die letzte Ungleichung wahr ist, ist (ay),>3 monoton fallend und damit ag = 15
obere Schranke fiir (a,)p>3. Da fiir n > 3 Z#hler und Nenner positiv sind, ist
(@ )n>3 nach unten durch 0 beschrénkt.

Die Folge (an )nen insgesamt ist nicht monoton, aber nach oben durch 15 und nach
unten durch as = —11 beschrankt.

e) Diese Folge ist nach unten durch 0 beschréankt, da Z&hler und Nenner positiv
sind. Sie ist monoton steigend, denn es gilt:

4n+1 _ 4yn+1+1
< -(5vn+4)(5vn+1+4)>0
S5yn+4 = 5yn+1+4 [+ (5v/n +4)( )

S (@vn+1)(Bvn+1+4) < (@vVn+1+1)(5¢/n+4)
& 20y/n(n+1) +16y/n+5vVn+1+4<20y/n(n+1) +16vVn+1+5y/n+4
S 11vn<1lVn+1 «— Vn<Vn+1

Die letzte Ungleichung ist allgemeingiiltig; die Folge ist monoton steigend.
Wir suchen eine obere Schranke S

4 1
ap < S % <8 <= 4yn+1<55/n+4S <= 1-45 < (55—4)/n.

an < an41 <=

Wiéhlen wir nun S = %, so nimmt die letzte Ungleichung die folgende Form an:

4 11
§(5-g—4)\/7_z — ——<0.

1-4S < (58S —4)yn <= 1—4- .

Ot >

Dies ist offensichtlich eine wahre Aussage: S = 1 ist eine obere Schranke fiir (ay).

f) Wieder ist 0 untere Schranke. Die Folge ist monoton wachsend, denn

1+vn _1+vntl

3+vn T 3+vVn+1

= 1+vn)B+Vn+1)<1A+vVn+1)B+Vn)

— 343Vn+vVntl+v/nn+1)<3+3vVn+1l+vn++/nn+1)
— 2y/n<2Vn+1 <= Vn<Vn+1.
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Aufgrund der Monotonie ist sogar a; = % eine untere Schranke. Wir bestimmen
nun eine obere Schranke S

an, <S8 <= 1+/n<35+Syn <= 1-35<(S—-1)vn.

Wenn wir nun S = 1 setzen, erhalten wir —2 < 0-y/n = 0, eine wahre Aussage:
S =1 ist eine obere Schranke.

g) Die Folge a,, = g;gz ist monoton fallend, denn

2-3" 2 — 3t

2437 = 24 3+l

= (2-3")(2+3"TH) > (2+3")(2— 3"

= 4-2.3"4+2.3"F1 _3ntl > g4 9,37 9. gnfl_gintl
= 4.3"1 >4.3" — 3"l >3

(p > an41 <=

a; = —% ist (die kleinste) obere Schranke. Wir bestimmen eine untere Schranke:

2-3"
>8 = 2-3">25+485-3" <= 2-25>(1+5)-3".

> S
anp > S — ST

Setzt man nun S = —1, so nimmt die letzte Ungleichung die Form an: 4 > 0. Dies
ist offenbar wahr, S = —1 also eine untere Schranke der Folge.
2) a) Wir 16sen die Ungleichung a,,+1 < ay:

IN

an+1 G,
— 3n+1)+5 _ 3n+5
dn+1)—2 = 4n—2
3n+8 _ 3n+5
= In 12 < p— | -(4n+2)(4n —2) >0
<— (Bn+8)(4n—2) < (3n+5)(4n + 2)
< 12n% +26n—16 < 12n?+26n+ 10 | —12n2 — 26n

— —16 < 10

Die Losungsmenge dieser Ungleichung ist ganz IV, also die behauptete Monotonie
bewiesen.
b) Wir 16sen die Ungleichung a,, > 3:

an > %
3n+5 3
> 2 A(4n — 2
in—2 = 14 [ 4(4n —2) >0
— 120420 > 12n — 6
= 20 > —6

Auch diese Ungleichung ist allgemeingiiltig und daher % eine untere Schranke.
c¢) Es sei e > 0 beliebig. Wir miissen die Ungleichung }an — %} < ¢ untersuchen. (Da
wir in b) bereits gezeigt haben, dass a,, — % > 0 ist, konnen wir die Betragstriche
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auch weglassen. Zur Ubung fiihren wir den Beweis aber ohne Verwendung von b)
durch.) Wir miissen zeigen, dass diese Ungleichung schliefilich in IN gilt:

3n+5 §' ..
dn—2 4
4(3n+5) — 3(4n — 2
= 4 |4(in_(2)’ ) |- |4(4n —2)| >0
= 112n + 20 — 12n + 6| < 4e - [4n — 2|
= 26 < 4e- (4n—2) (dadn—22>0)
= 26 < 16e-n—8 | +8¢, :16e >0
— 26 + 8¢ .
16¢e
Die letzte Ungleichung ist in IN schlief$lich giiltig, ndmlich von der kleinsten natiirli-
chen Zahl ab, die grofler als %TJGFSE ist. Da diese Uberlegungen fiir jedes € > 0 gelten,

ist der Konvergenzbeweis gefiihrt. )

d) Wir setzen ¢ = % und erhalten aus den obigen Aquivalenzumformungen die
Bedingung

26 +0,8

n>-——-—

= 16,75, also n>17
1,6

Das 17. und alle weiteren Folgenglieder sind weniger als % vom Grenzwert 0,75
entfernt. Nachfolgend zum Vergleich die Folgenglieder a5 bis asp (ndherungsweise):

n| 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 |
an |0,86206(0,85483]0,84848|0,84285 0,83783[0,83333]

3) a) Nullfolge, b) unbeschrankt, also nicht konvergent, c) Nullfolge, d) konvergent
gegen 4, e) nicht konvergent, da sich die Werte 0 und 2 abwechseln.

4) a) wahr, b) wahr, c) falsch, d) wahr, e) falsch, f) falsch.

5) Man kann in a), b) die konstante Folge vom Wert 7 und in c), e) die konstante
Folge vom Wert 4 angeben. Aber es gibt auch nicht-konstante Folgen mit diesen
Eigenschaften:

a),b):a, =7+1/n. c¢)e)a,=4—1/n, f)a,=(-1)".

Zu d) kann man kein Beispiel angeben, da eine alternierende Folge hochstens gegen
0 konvergieren kann, aber nicht gegen einen von 0 verschiedenen Grenzwert: Legt
man um 5 die e-Umgebung mit ¢ = 1, so kdénnen darin keine negativen Zahlen
liegen. Da eine alternierende Folge aber immer wieder negative Werte hat, liegen
unendlich viele Folgenglieder aulerhalb dieser e-Umgebung: 5 kann nicht Grenzwert

sein.
3 1
6) a)an:nn#ZE—FﬁHOfﬁrnHOO.
3+, 3+0 3
b)an:4_(_q)n—>4_O:qurn—>oo.
n
1
Ly
c) ap, = = n:—2+1—>1fﬁrn—>oo.
n n
An?>+T+8 4+I14+5 4
d) a, = wEmEs n__n’ _, — =2 fiir n — oo.

_2n2+3n+7_2+%+n—72 2
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Mit denselben Methoden (Bruch mit der hochsten auftretenden Potenz von n
kiirzen und dann Grenzwertsidtze anwenden) erhélt man bei e), g), k), m) den
Grenzwert 0, da im Nenner eine hohere Potenz von n auftritt als im Z&hler.

f) (an) ist unbeschriankt, da im Zahler eine hohere Potenz von n auftritt als im
Nenner (bzw. da die Kehrwertfolge a) gegen 0 konvergiert.)

h) Hier ergibt sich unmittelbar aus den Grenzwertsétzen a,, — 3

2
i)an—>I:2ﬁirn—>oo.

4
j)an—>§:2fﬁrn—>oo.

1i_ 1
) ap =2 7{3 — — =0 fiir n — oo.

1—-5 1

1
n) Man kiirze mit /7 und erhilt den Grenzwert 2. Man benutzt dabei, dass —
5 \/’T_l

eine Nullfolge ist. (Beweis?)

o) Hier erhilt man entsprechend Konvergenz gegen 1.

n? 1

—3:——>Ofﬁrn—>oo.
n n

~—

p)an =

1
Man kiirze mit 2". Da on eine Nullfolge ist, erhélt man lim a, = 1.
n—oo

~—

q
r

7) a

~—

Entsprechend mit 3! Grenzwert ist —1.
Wenn die Folge (ay) konvergiert, muss fiir den Grenzwert a gelten:

~—

1
a:§~a < 2a=a <= a=0.

b) Wenn die Folge (ay) konvergiert, so muss fiir den Grenzwert a gelten:

20
a=2407-0a < 03-a=2 < a= 3
c) Wenn die Folge a,, konvergiert und wenn der Grenzwert a # 0 ist, dann kon-
vergiert (geméfl den Grenzwertsétzen) die rechte Seite der Rekursionsgleichung wie

folgt:
1 3 1
Ant1 = 5(% +—) - §(a—|— 5)7

an

wahrend selbstverstiandlich

lim a4+ = lim a, =a
n—oo n—oo

gilt. Dies ergibt zusammen die folgende Gleichung fiir den gesuchten Grenzwert a:
1 3 2 2 2
azﬁ(a—l——) — 20°=d>+3 <= d®>=3 <= a=+V3.
a

Damit kommen als Grenzwert fiir die Folge a,, nur 0, v/3 oder —/3 in Frage. Da
die a,, > 0 sind, scheidet —+/3 aus. Man kann auch 0 ausschlieffen, indem man die
Folge a,, genauer studiert (siehe Skript, Das Heron’sche Verfahren.)

Damit kann man die weiteren Teilaufgaben von Aufgabe 7 bearbeiten:
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d) Die Folge ist definiert, da die Folgenglieder séamtlich nicht negativ sind (Wur-
zeln!). Daher kommt als Grenzwert hochstens eine Zahl a > 0 in Frage. Fiir diese
muss dann nach den Grenzwertsétzen (fiir Summe und Wurzelziehen) gelten:

a=vVa+2 — ?=a+2 < a*—a—-2=0
— (a—2)(a+1)=0 <= a=2V a=-1.

Wegen a > 0 kommt also nur a = 2 als Grenzwert in Frage.
e) Wieder gilt a,, > 0 fiir alle n. Fiir einen moglichen Grenzwert a gilt notwendig

a=vV2a = a* =214 <= a(a—2)=0 < a=0V a=2.

Durch Zusatziiberlegungen kann man zeigen, dass a = 0 nicht in Frage kommt,
denn es gilt stets a,, > 1. Begriindung: a; > V2 > 1, und wenn a,, > 1 ist, so folgt
auch a,y1 > vV2-1>1.

f) Hier kommt als Grenzwert nur eine Zahl a in Frage mit

a=vV2a+1 = a?=2a+1 = a*°-20—-1=0 < a=1+V1+1=1+V2.

Wegen a,, > 0 gilt auch @ > 0, und folglich ist @ = 1 + /2 der einzig mdgliche

Grenzwert.

Ergiénzung: Wir wollen uns (iiber die gestellten Aufgaben hinaus) mit der Frage
befassen, ob die in Aufgabe 7 genannten Folgen denn tatséchlich konvergieren. Dazu
zeigen wir, dass sie monoton und beschrénkt sind. Die Konvergenz folgt dann aus dem
Monotoniekriterium (2.5).

a) Diese Folge ist monoton fallend und durch 0 nach unten beschrénkt, also konvergent.
Wie oben gezeigt, muss der Grenzwert 0 sein.

b) Wir zeigen zunéchst, dass a,, < % gilt, und dann, dass (a,,) monoton wéchst.

Die Abschétzung a, < % beweisen wir durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang n = 1: Es ist a; =2 < %.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir setzen voraus: a,, < ? und folgern daraus

7 7 20 14 20
Damit ist auch der Induktionsschritt nachgewiesen. Fazit: Alle a,, sind nach oben durch
% beschrénkt.
Anmerkung: Diese Argumentation ist nur erfolgreich, weil wir die ‘richtige’ obere Schran-
ke gewdhlt haben. Mit einem anderen Wert als ? wire diese Argumentation nicht
moglich. Dies zeigt, dass hier die obigen Voriiberlegungen hinsichtlich eines mdglichen
Grenzwertes sehr niitzlich sind.
Zum Nachweis der Monotonie untersuchen wir die Ungleichung

20
an < pt1 <= a4, <24+0,7-a, < 03:-a, <2 << a, < 3
Wie wir bereits gezeigt haben, ist die letzte Ungleichung allgemeingiiltig, also auch die
erste: a, < an+1; (a,) ist monoton wachsend.
Beachten Sie: Wenn man mit dem Monotoniebeweis beginnt, stof3t man zwangslaufig
auf die notwendige Abschétzung a,, < %.
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Zusatzfrage: Was geschieht, wenn man bei gleicher Rekursion den Anfangswert auf a; =
7 abéandert?

c) war bereits allgemeiner untersucht worden (Heron’s Verfahren). Der Grenzwert ist
V3.

d) Wir zeigen, dass die Folge monoton wéchst und beschrénkt ist. Bei den nachfolgenden
Argumentationen muss man mehrfach beachten, dass a,, > 0 ist. Wir zeigen, dass 2 eine
obere Schranke ist, wieder durch vollstindige Induktion. Zunéchst ist a1 = V2 < 2.
Wenn nun a,, < 2 ist, so gilt auch

ant1 = Va, +2<V24+2=2.

Damit ist auch der Induktionsschritt nachgewiesen und es gilt a,, < 2 fiir alle n.
Wir kommen nun zum Monotoniebeweis:

an < Gpy1 = ap <Va, +2 <= aigan—kQ
— a® —a, <2 <= apla, —1) < 2.

Wegen a,, < 2 gilt a,, — 1 < 1 und folglich a,,(a, — 1) <21 = 2 fiir alle n: Die Folge
ist monoton wachsend.

e) Wir zeigen wie bei d), dass 2 eine obere Schranke ist und dass die Folge monoton
wachst. Wieder beachte man, dass a,, > 0 ist. Es ist a1 = V2 < 2. Wenn nun a,, < 2
ist, so gilt auch

anat = V2an < V2-2=2.

Wie oben folgt damit, dass fiir alle n € IN a,, < 2 ist. Wir untersuchen die Monotonie
und beachten dabei a,, > 0:

an < apt1 <= ap <+V2a, <= ai <2a, < O§2an—ai:(2—an)an.
Wegen 0 < a,, < 2 gilt die letzte Ungleichung fiir alle n (beide Faktoren sind > 0).

f) Wir zeigen, dass S = V2 + 1 eine obere Schranke fiir a,, ist, und dass a,, monoton
wéchst. Zunéchst gilt (wegen a,, > 0) fiir alle n:

i1 <14+V2 &= V20, +1<14+V2 <= 24, +1 < (14+V2)2=3+2V2
= 2, <2+ 2V2 <= a, <1+V2.

Daa; =vV2<1++2 ist, folgt dies auch fiir ag, dann fiir as, ...: Die Folge ist nach
oben durch S = 1 + /2 beschrinkt. Fiir den Monotonienachweis studieren wir

p < Gpy1 <= ap < V2ap,+1 = aiSQan—Fl <~ anla, —2)<1.
Die letzte Ungleichung ist immer giiltig, denn aus 0 < a,, < 1+ /2 folgt
an(an —2) < (1+V2)(-1+V2)=-1+2=1.

8) Ist a = 0, so kann man ,/a,, entsprechend der Konvergenzdefinition als Nullfolge
nachweisen: \/a, < & <= a, < €2, und da €2 > 0 ist, ist die letzte Abschitzung

FT1/2 Mathematik (Kg) 9 Ubungen (3) — Losungen



bei einer Nullfolge (a,,) schliefSlich wahr.
Sei nun a # 0, also wegen a,, > 0 notwendig a > 0. Dann gilt folgende Beziehung;:

VE-Valmeva_ 1
Van VA= e e T Vairva Y

Nach Voraussetzung ist a,, — a eine Nullfolge. Wir zeigen nun, dass der Bruch
beschrankt ist:

1 1
Vantva - va

Nach Schritt 4. im Beweis der Grenzwertsétze ist das Produkt einer Nullfolge und
einer beschrénkten Folge selbst eine Nullfolge:

Van, +va>+Va >0 =

1
- = — . — 0 fi :
Van, —Va Tt va (ap, —a) — ir n — oo
—_—
beschrankt Nullfolge
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