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Ubung fiir Interessierte — Reihen

1) Gegeben ist eine beliebige Folge (an)n>0. Wir definieren dazu eine neue Folge
(Sn)n>0 durch

n
Sp = ag + a1 +a2+...—|—an:Zak firn>0.
k=0

Man nennt (s,,) die Reihe der (ay,).
a) Geben Sie eine verbale Beschreibung und eine rekursive Definition fiir (sy,).
b) Unter welchen Bedingungen an a,, ist die Reihe (s,) monoton?
c) Zeigen Sie unter der Voraussetzung a,, > 0 fiir alle n:
(sn) ist genau dann konvergent, wenn (s,,) (nach oben) beschrankt ist.
d) Ist (s, ) konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.
[Tip: ap = S — Sp—1.]
e) Vorsicht: Selbst wenn (a,, ) eine Nullfolge ist, kann (s,,) unbeschrinkt sein! Beispiel
fiir diese Situation ist die Reihe (s,,) zur Folge a, = %, die sog. harmonische
Reihe. Begriinden Sie die Unbeschrénktheit der harmonischen Reihe mit Hilfe des
folgenden Gedanken:

1+1+ 1+1 +1+1+1+1+1+1+ + + +
2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 16
\/—/ \ ~— J/ N -~ J/
1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1
>2-5=3 >4-5=3 >8 - 5=35

2) Wir betrachten eine geometrische Folge a, = ¢ mit Anfangsglied ayp = 1 und
Quotient q.
a) Wiederholen Sie kurz, dass fiir ¢ # 1 die zugehorige geometrische Reihe

n
sn=14q+¢+...4+¢"=> ¢
k=0

folgende explizite Darstellung hat:

qn+1_1
Sp = —7—

qg—1

b) Zeigen Sie, dass diese geometrische Reihe (s,,) fiir [¢| < 1 gegen 1i—q konvergiert:

n— oo — q

oo n
1
E._ 1 E _ 13 —
lgf <1 = kg_oq .—nll_{r;og_oq = lim Sn =1

c) Zeigen Sie, dass die Reihe (s,,) fiir |g| > 1 nicht konvergieren kann.

AT2 Mathematik (Kg) 1 19. Juni 2007



3) (Majorantenkriterium)
Esseis, =a9+a1+ ...+ a, mit a, > 0.
a) Zeigen Sie: (s,) konvergiert genau dann, wenn (s, ) nach oben beschrénkt ist.
(Wiederholung.)
b) Es gelte 0 < a,, < a/, fiir alle n und die Reihe s}, = a{, +a} + ...+ a), der a}, sei
konvergent. (Man sagt: s/, ist eine konvergente Majorante fiir s,,.)
Zeigen Sie, dass dann auch die Reihe (s,,) konvergent ist.

4) (Quotientenkriterium)
Es sei (sy,) eine Reihe mit positiven Gliedern a,,. Wir setzen zusitzlich voraus, dass
alle Quotienten aufeinanderfolgender Glieder unterhalb einer festen Zahl ¢ < 1

liegen:
Gn4-1

<g<1 firallen. (%)

Qn
a) Zeigen Sie
an < apq" .

b) Folgern Sie nun mit Hilfe des Majorantenkriteriums:

n
S, —=ag+ai1+...+a, = Z a; ist konvergent.
i=0

c) Beweisen Sie damit die Konvergenz der Reihe (0! = 1 gesetzt):

n

1 1 1 1

[IThren Grenzwert nennt man e, die Fuler’sche Zahl.]

5) (Wurzelkriterium)
Es sei (s,,) eine Reihe mit positiven Gliedern a,. Wir setzen jetzt zusétzlich voraus,
dass alle Wurzeln {/a,, unterhalb einer Zahl ¢ < 1 liegen:

Va, < qg<1 firallen. (%)

Folgern Sie dhnlich wie in der vorangehenden Aufgabe

n
Sp,—=ap+a1+...+a, = Z ar ist konvergent.
k=0

6) Uberlegen Sie sich:
a) Im Majorantenkriterium (siche Aufgabe 3) gilt die Konvergenzaussage fiir s,
auch dann, wenn die vorausgesetzte Abschétzung 0 < a,, < a/, nur schliefSlich (d. h.
ab einer Nummer ny) gilt.
b) In den beiden vorangehenden Aufgaben bleiben die Konvergenzaussagen giiltig,
auch wenn die vorausgesetzten Abschéitzungen (x) bzw. (sx) nur schliefilich gelten.
c¢) Die Bedingungen (x) bzw. (%) sind schlieflich erfiillt, wenn gilt:

lim -2 <1 bzw. lim a, <1.

n—00 Ay _1 n— 00
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1)

Reihen — Lésungen

a) s, ist die Summe der ersten n Glieder der Folge (a,). Es ist s1 = a1 und
Sp = Sn_1+ an.
b) Es ist fir n > 2 s, — s,—1 = an, also ist s, genau dann monoton wachsend,
wenn a, > 0 ist fiir alle n > 2. Entsprechend fiir monoton fallend.
c) Wenn a,, > 0 ist, ist s, monoton wachsend. Also ist nach dem Monotoniekriteri-
um s, konvergent, wenn s, (nach oben) beschrénkt ist. Da eine konvergente Folge
immer beschrinkt ist, ist ¢) bewiesen.
d) Es sei s der Grenzwert von s,, also auch von s,_;. Dann hat a,, = s, — $p—1
gemif den Grenzwertsitzen den Grenzwert s —s = 0: (a,,) ist eine Nullfolge.
e) Nach der angegebenen Idee erhalten wir die folgende Abschéitzung

Sok 21+%+2~i+4é+...+2’“—1~2ik:1+ké.
Man kann nun zu jeder moglichen Schranke S ein k so wahlen, dass 1+k/2 > S ist,
namlich k£ > 2(S — 1). Fiir solch ein & gilt dann sox > S, so dass die harmonische
Reihe (sy,) nicht beschréinkt ist.
Dieses Beispiel sollte vor Trugschliissen warnen:
Warnung: Ist eine Folge s,, monoton steigend und wird der Zuwachs s, —s,—1 = an
beliebig klein, so braucht s,, keineswegs zu konvergieren, vielmehr kann s,, dennoch
iiber alle Schranken wachsen!
a) Es ist s,, genau die in Ubungen (2) 3)c) definierte Folge.
b) Fiir |gq] < 1 ist die geometrische Folge ¢™ eine Nullfolge, also folgt mit den
Grenzwertsétzen aus a) die Konvergenz von s, gegen den folgenden Grenzwert:

ntl 1 -1 1
lim s, = lim d = = .
n—o00 n—oo q—1 q—1 1—gq
c) Ist ¢ = 1, so ist s, = n unbeschrinkt, also nicht konvergent. Ist ¢ = —1, so hat s,

abwechselnd die Werte 1 und 0, ist also wiederum nicht konvergent. Ist schliellich
lg] > 1, so ist die Folge ¢ unbeschriankt. Dann kann aber nach Aufgabe 3) d) die
Folge s,, nicht konvergieren.

Zusatz: Hat die geometrische Reihe nicht das Anfangsglied 1, sondern ag, ist also
Sn = ao +aoq +aog” + ... +aog" =ao-(1+q+¢*+...+¢"),

so erhélt man im Falle |¢| < 1 als Grenzwert

qn+1 -1

lim s, = lim (a0~ ):CLO'—:

n— 00 n— o0 q— 1

a) Ist s, konvergent, so auch beschrinkt (Bemerkung (2.2), c¢)). Umgekehrt: Die
Folge s, ist wegen s, — s,—1 = a, > 0 monoton wachsend. Nach dem Monoto-
niekriterium ist sie dann bereits konvergent, sobald sie (nach oben) beschrénkt ist.
(Nach unten ist sie ohnehin beschrénkt.)
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b) Aus a,, < a], folgt unmittelbar s,, < s/,. Da s/, als konvergente Folge beschrénkt
ist, ist dann auch s, nach oben beschrinkt, also nach a) konvergent.

6) a) Man argumentiert etwa so: Man dndere die endlich vielen Folgenglieder der
sh , fiir die die Abschétzung nicht gilt, so ab, dass die Abschétzung immer richtig
ist. (Man ersetze etwa die a,, durch a,.) Da nur endlich viele Glieder veréindert
werden, bleibt die Reihe s], beschrénkt! Also ist auch s, (< s]) beschrinkt und
folglich konvergent.
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