FT1/2 Mathematik (Kg) 8. Februar 2008

1)

Ubungen (5)

Dividieren Sie den Polynomterm f(x) durch g(z) mit Rest, d.h. bestimmen Sie
Polynomterme ¢(z) und r(z) mit f(x) = ¢(z)g(x) + r(z) und Grad von r(z) <
Grad von g(x):
a) f(.’.E) :x6_17 g(.’l?) :.Z'Q—i—l,
b) f(z) = 2% — 323 + 2z, g(x) = 2%+ + 1,
c) fx) =223+ 222 + .+ 1, g(x) = 222 + 1.
Entscheiden Sie — mit moglichst wenig Rechenaufwand —, welche der Zahlen —2, 2,
7, 10 Nullstellen der folgenden ganzrationalen Funktionen f sind:
a) f(z) = 4a® + 22% + 5x — 1505,
b) f(x) = 2t — 62% + 22% — 3x — 78,

zt 23
c) f(z) = TR + x — 315,7,

23
d) f(z) = 5 + 322 — 2x — 12.
Wenn Nullstellen vorliegen, so spalten Sie bitte die entsprechenden Linearfakto-
ren ab. [Uberlegen Sie sich, wie Sie bei mehreren Nullstellen den Rechenaufwand
moglichst gering halten konnen.]

Bestimmen Sie alle Nullstellen der Funktionen f mit den folgenden Funktionster-
men:
a) f(xr) = 2% — 2,522 — x + 2,5,
x> a2?
b) fla) = & - T a1,
c) f(z) =0,22% — 0,322 — 1,22 — 0,7.
Entscheiden Sie fiir jede Nullstelle, ob ein Vorzeichenwechsel vorliegt.

Bestimmen Sie sémtliche Nullstellen mit ihren Nullstellenordnungen sowie die Vor-
zeichenverteilung der Funktionen f mit den folgenden Funktionstermen:

a) f(z) = (x +2)*(2® + 2)(z* - 2),

b) f(z) = 2* — 223 — 222 + 62 — 3.

Schraffieren Sie moglichst grofie Bereiche der Koordinatenebene, in denen der Graph
von f nicht verlaufen kann.

Losen Sie die folgenden Gleichungen:
a) 2% — 1 = 222,

b) 26 = 223 + 4,

c) x?(z3 + 222 + 22 +4) = 27 + 4.
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)a)z—1=(2*—22+1)(2%2 +1) —2, also q(x) =2 — 22 + 1, r(z) = —2.

b) 2t — 323 +2x = (22 — 4z + 3)(2®> + x + 1) + 32 — 3.
c) 223 + 222+ + 1 = (z + 1)(222 + 1); insbesondere also r(x) = 0.

2) Wir benutzen den Satz iiber die moglichen rationalen Nullstellen eines ganzzahligen
Polynomterms: Eine ganze Zahl a (hier +2, 7 oder 10) kann nur dann Nullstelle
eines Polynoms mit ganzzahligen (!) Koeffizienten sein, wenn sie das sog. absolute
Glied ag des Polynoms teilt.

a) f hat ganzzahlige Koeffizienten! £2 und 10 sind offensichtlich keine Teiler von
1505, also auch keine Nullstellen von f. 7 ist Teiler von 1505 (= 215 - 7), kommt
also als Nullstelle in Frage. Einsetzen und Ausrechnen ergibt tatséchlich f(7) = 0.
Der entsprechende Linearfaktor ist « — 7. Mittels Polynomdivision folgt 43 + 2x2 +
5z — 1505 = (z — 7) - (422 + 30z + 215).

b) Auch dieser Polynomterm f(z) hat ganzzahlige Koeffizienten. 7 und 10 sind
keine Teiler von 78, also auch keine Nullstellen von f. Wir miissen £2 einsetzen
und erhalten f(2) = 16—-6-8+2-4—-3-2—78 = —46 # 0, aber f(—2) =
16 +48+8+6—-78=0.

Der zur Nullstelle —2 gehérige Linearfaktor ist 2 + 2. Polynomdivision ergibt 24 —
62% + 222 — 3z — 78 = (z + 2)(a® — 822 4 18z — 39).

c¢) Dieser Polynomterm hat keine ganzzahligen Koeffizienten. Daher muss man zu-
néchst die Nenner ‘beseitigen’, indem man mit dem Hauptnenner 10 multipliziert:
Man betrachtet statt des Polynoms f(z) den Polynomterm

.364 3

g(x) =10 f(z) = 10- (1_0 + ”% + —315,7) = 2" + 22° + 10z — 3157.

mit ganzzahligen (!) Koeffizienten. Dieser hat natiirlich dieselben Nullstellen wie
f. Sein absolutes Glied 3157 ist weder durch £2 noch durch 10 teilbar, wohl aber
durch 7. Damit kommt lediglich 7 als Nullstelle in Frage, und in der Tat ist g(7) = 0,
also auch f(7) = 15 - g(7) = 0.

Der entsprechende Linearfaktor ist x — 7 und man erhélt durch Polynomdivision
g(z) = 2t + 223 + 10z — 3157 = (z — 7)(2 + 92% + 63z + 451). Fiir das gegebene
f(z) bedeutet dies also (den Faktor 1/10 nicht vergessen!)

1—10~(:1c—7)~(:133+9x2+63:c—|—451).
d) Hier muss man ebenfalls zuerst mit 2 multiplizieren und dann den Term g(x) =
2f(z) = 23 + 622 — 42 — 24 untersuchen. 7 und 10 sind keine Teiler von 24 und
scheiden daher sofort als Nullstellen aus. +2 und —2 hingegen sind tatséchlich
Nullstellen:

g(+2) =4+8+24F8—-24=4+8F8=0.

Die entsprechenden Linearfaktoren sind z — 2 und z + 2. [Durch zweimalige Po-
lynomdivision kénnte man diese abspalten: g(z) = (z — 2) - (#? + 8z + 12) und
2?2 +8z+12 = (x+2)- (x+6). Dies ergibt insgesamt g(z) = (z —2)(x+2) - (z+6).]
Giinstiger ist es hingegen, direkt die Polynomdivision durch (z —2)(x +2) = 2% — 4
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durchzufiithren: Dies ergibt mit viel geringerem Rechenaufwand natiirlich dasselbe
Ergebnis g(z) = 2% + 622 — 4z — 24 = (2® —4) - (x + 6) = (x — 2)(x + 2)(x + 6).
Damit hat man schlielich eine vollstdndige Zerlegung des Polynoms f(z) in Line-
arfaktoren erreicht:

f() = 5 - 9@) = 5o+ De — 2(x +6),

DN | —

aus der man alle Nullstellen von f ablesen kann: —2, +2 und —6.
3) Durch Einsetzen von +1 in die gegebenen Funktionen stellt man unmittelbar fest:
a) +1 und —1 sind Nullstellen,
b) +1 ist Nullstelle,
c) —1 ist Nullstelle.
Man spaltet nun die jeweiligen Linearfaktoren ab:
Im Falle a) spaltet man (mittels Polynomdivision durch z? — 1) beide Faktoren in
einem Schritt ab und erhéalt

fl)=2% 250 —2+25= (22— 1)(z —2,5) = (z — 1)(z + 1)(z — 2,5).

Man liest nun alle Nullstellen von f ab: +1, —1 und 2,5.
b) Hier ergibt die Polynomdivision

f(a) = %( I %(:10—1)(:122+3).

Da 22 + 3 keine Nullstelle hat, ist +1 die einzige Nullstelle von f.
c) Hier erhdlt man bei Polynomdivision durch = + 1

f(z)=01-(22% =322 =122 —7) = 0,1 - (x +1) - (22* — 5z — 7)

Die Nullstellen des quadratischen Faktors 222 — 5z — 7 kann man nun mit der p, ¢-
Formel berechnen. Ergebnis: —1 und 7/2.
[Man sieht aber auch unmittelbar, dass —1 Nullstelle auch dieses quadratischen
Terms 222 — 52 — 7 ist, und daher nochmals z + 1 abgespalten werden kann: 222 —
5x—7= (x+1)(2x—7). Dies ergibt insgesamt f(z) =0,1-(x+1)-(x+1)(22—7) =
0,1 (x+1)%(2z — 7), woraus man wiederum die Nullstellen von f abliest: —1, und
7/2 als Nullstelle von 2z — 7.]

4) Im ersten Schritt bestimmen wir alle Nullstellen und die zugehorige Zerlegung von
f(z) in Faktoren:
a) In diesem Falle ist dies einfach, da der Funktionsterm f(z) schon in einfache
Faktoren zerlegt ist. Indem man noch z? — 2 nach der dritten binomischen Formel
zerlegt, erhélt man

fx) = (@ +2)%(@* +2)(x — V2)(z + V2) = (2 + 2)*(z + V2)(z — V2) - (2% +2).

Da z? + 2 keine Nullstellen besitzt (p, ¢ Formel, oder man bemerkt x% + 2 > 2 fiir
alle z), kann man aus dieser Zerlegung sémtliche Nullstellen von f ablesen:

Die Funktion f hat die Nullstellen —2 (mit der Ordnung 2, also ohne Vorzeichen-
wechsel), —/2 und /2 (jeweils mit der Ordnung 1, also mit Vorzeichenwechsel),
und sonst keine.
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Da der fithrende Koeffizient von f(z) gerade 1, also insbesondere positiv ist, gilt
f(z) > 0 fiir  groBer als alle Nullstellen, also fiir z > /2. Da nur bei ++/2 Vorzei-
chenwechsel stattfinden, erhalten wir die folgende Vorzeichenverteilung von f:

>0 fiirz > V2,
<0 fir —v2 <z < V2,
f(z)
>0 fir—2<z<—V2,
>0 firz< -2
Im Falle b) muss man zunéchst alle Nullstellen bestimmen. Als ganzzahlige Null-

stellen kommen nur die Teiler von 3 in Frage (+1, £3). Man findet (durch Auspro-
bieren), dass 41 eine Nullstelle ist. Mittels Polynomdivision erhélt man

(% —22% —22° 4+ 62 —3): (x — 1) = 2 — 2% — 32 4 3.

Der gefundene Teiler hat +1 erneut als Nullstelle. Erneutes Abspalten des Linear-
faktors x — 1 ergibt

flx) =2 =22 222 4+ 62 -3 =(z—1)(z® =2 =32 +3) = (z — 1)(z —1)(z* - 3)
und damit schliellich
f(z) = (2 + V3)(x = 1)*(x — V3),

woraus man die Nullstellen von f und ihre Ordnungen abliest:

Die Nullstellen von f sind —+/3 und ++/3 (jeweils mit der Ordnung 1, also mit
Vorzeichenwechsel) und +1 (mit der Ordnung 2, also ohne Vorzeichenwechsel).
Wegen f(x) > 0 fiir z > /3 (/3 ist die gréfte Nullstelle und der fithrende Koeffi-
zient von f(x) ist 1, also positiv) erhélt man die Vorzeichenverteilung fiir f:

>0 fijrac>\/§,

<0 firl<z<+V3,
f(z) "

<0 fur—\/§<:l;<1,

>0 fiirz < —/3.

In den folgenden Skizzen sind Graphen eingezeichnet, die diese Vorzeichenvertei-
lung haben. Dies sind nicht die genauen Graphen der Funktionen; sie verdeutlichen
lediglich die Vorzeichenverteilung. Daher ist auch auf der y-Achse keine Einheit
angegeben. Schraffieren Sie selbst die Bereiche, in denen der Graph auf keinen Fall
verlaufen kann.

a)

/:_\/'gsc
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5) Polynomgleichungen der Form g(x) = h(z) sind natiirlich &quivalent zur Gleichung
g(x) — h(z) = 0; es gilt also wiederum Nullstellen zu berechnen, und zwar von der
ganzrationalen Funktion f gegeben durch f(z) = g(x) — h(x).

a) f(z) = 2% — 222 — 1. Hier ist Substitution méglich: w = x2. Dies fiihrt dann auf
die Polynomgleichung w?® — 2w — 1 = 0. Diese hat —1 als Nullstelle. Polyomdivision
ergibt w® — 2w —1 = (w+1)(w? —w — 1). Die verbleibende quadratische Gleichung
w? —w—1 = 0 16st man wie {iblich und erhélt als Lésungen 3 (1 + v/5). Fasst man

alles zusammen, so ergibt sich:

6 2

2 —1=22" <= 20222 - 1=0 <= 22 =w A v’ 2w —-1=0
<:>:v2:w/\(w:—1\/w:%(li\/5))
<:>x2:—1v;122:%(1i\/5)
<:>:v2:%(1+\/5) (—1<0,%(1—\/5)<0!)

1++5
2

<— r==+

b) f(x) = 2% — 223 — 4 = 0. Substitution 2® = w fiihrt auf die Polynomgleichung
w? — 2w —4 = 0 mit den Losungen 1++/5. Dies ergibt die Gleichungen x> = 1++/5

mit jeweils nur einer Losung = v/1 £ /5:

IL:{§/1+\/5, i/l—\/g}.

c) f(z) = x® + 22* + 223 + 422 — 22 — 4. —2 ist eine Nullstelle von f. Abspalten
des Linearfaktors x + 2 fiihrt auf die Polynomgleichung z* + 22% — 2 = 0 und die
Substitution 22 = w reduziert dies auf die quadratische Gleichung w? + 2w — 2 =
0. Diese hat die Losungen w = —1 £ V3. Man muss also nun die Gleichungen
22 = —1 4 /3 16sen. Wegen —1 — /3 < 0 ist nur 22 = —1 + /3 lésbar; Losungen
+1/—1 + /3. Insgesamt ist die Losungsmenge der Ausgangsgleichung:

IL:{—Q,\/—1+\/§,—\/—1+\/§}.
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