FT1/2 Mathematik (Kg) 14. Mérz 2008
Ubungen (9)

1) Untersuchen Sie die rationalen Funktionen von Ubung (6), Aufgabe 1) a—c so-
wie Aufgabe 3 b,c auf Monotonie und Kriitmmungsverhalten. Bestimmen Sie alle
Extrem- und Wendepunkte und entscheiden Sie, welcher Art die Extrempunkte
sind.

2) Begriinden Sie fiir beliebige differenzierbare Funktionen f und eine Stelle a im
Definitionsbereich von f:
a ist Sattelstelle von f genau dann, wenn a eine Wendestelle von f ist, an der die
Tangente waagerecht verlauft:

Sattelstelle ‘=" stationdre Wendestelle

3) Zeigen Sie: Eine ganzrationale Funktion dritten Grades ist genau dann punktsym-
metrisch, wenn (0,0) Wendepunkt ist.

4) Gegeben sind die Funktionen fi durch fi(z) = 23 — 322 + kx (k € R).
a) Zeigen Sie, dass es genau einen Punkt gibt, den alle Funktionsgraphen gemein-
sam haben. Bestimmen Sie ihn.
b) Zeigen Sie, dass alle Funktionen dieselbe Wendestelle haben, und bestimmen Sie
diese. Bestimmen Sie auch die Wendepunkte der fy.
c¢) In welcher Weise héngen Existenz und Lage der Extremstellen von k ab? Ent-
scheiden Sie, welcher Art die Extremstellen sind.

5) Gegeben ist die Funktionenschar fi (k € R) durch fx(z) = 23 + k.
a) Untersuchen Sie die Funktionen fj und skizzieren Sie die Graphen von fi, fo,
f-1, f-3 in demselben Koordinatensystem.
b) Welchen Wert muss & haben, damit fj bei 1 ein Extremum hat? Welcher Art
ist dieses dann?
c) Welchen Wert muss k£ haben, damit bei 0 ein Wendepunkt vorliegt?
d) Fiir welchen Wert von k hat fi bei —2 ein Minimum?

6) Gesucht sind die Funktionen dritten Grades, deren Graph durch den Koordina-
tenursprung O = (0, 0) verlduft, W = (2,4) als Wendepunkt hat, dessen zugehorige
Wendetangente (= Tangente im Wendepunkt) den Anstieg —3 hat.
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Ubungen (9) — Losungen

1) Die in Ubung (6) bereits gefundenen Ergebnisse (Definitionsbereich, Pole, Vorzei-
chenverteilung von f, evtl. Asymptote) werden im Folgenden selbstverstdndlich

benutzt. )
.. v —1
U6, 1 = —:
) a) f(l’) ($+1)2
Da bereits die Liicken bestimmt sind, gehen wir von dem gekiirzten Funktionsterm
aus .
:E —_—
J(x) = r+1

Zur Berechnung der beiden Ableitungen benutzen wir den Funktionsterm in Asym-
ptotenform, die wir durch Polynomdivision bestimmen:

flz) =1~ =1-2x+1)"".

rz+1
Damit erhalten wir die beiden Ableitungen

2
(x+1)2°

—4

fle) ==2-(=1)-(z+1)"% = e

[ (@) = 2-(=2)- (e+1)"° =

Wir erkennen unmittelbar, dass weder f’ noch f” eine Nullstelle hat, so dass f
weder Extrem- noch Wendestellen besitzt.

Ebenso einfach erkennt man, dass f’ nur positive Werte hat, so dass der Graph von
f iber jedem Intervall des Definitionsbereiches monoton wéchst (aber nicht tiber
D; = R\ {—1}!). Anders formuliert: Die beiden zusammenhéngenden Teilstiicke
des Graphen von f sind jeweils monoton wachsend, nicht aber der Graph als Ganzes.

Da f” an dem (dreifachen) Pol bei —1 sein Vorzeichen #@ndert, éndert sich dort
die Kriitmmung von f, ohne dass f dort eine Wendestelle hat! Uber dem Intervall
| — 00, —1[ hat f” nur positive Werte und f ist dort linksgekriimmt, wihrend iiber
| — 1, 00[ f umgekehrt rechtsgekriimmt ist.

Damit erweist sich der bereits in Ubung (6) als mdglich skizzierte Graph auch
hinsichtlich Mon02tonie und Kriimmungsverhalten als korrekt.

.. 4 —1

U6, 1b) f(x) = 1

Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen:

oy 2a(@4+1)— (@2 —-1)-22 4z

fla) = (2% +1)? T (@212

vy A@P+1)?2 —dx 2@ +1)- 20 4(x® +1) — 1627 —4(32% — 1)
fiw) = (x2 + 1) (@213 (@2 41)3

Die erste Ableitung hat nur eine einfache Nullstelle bei 0, also ist 0 die einzi-
ge Extremstelle von f. Da der Nenner von f’ immer positiv ist, hat f’ bei 0
einen VZW von — zu +, so dass f dort eine Minimalstelle hat. Der Tiefpunkt
ist T'= (0, f(0)) = (0, —1).
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f" hat die beiden Nullstellen j:%\/ﬁ Diese sind einfach, da der Zahlerterm quadra-
tisch ist. Damit hat f an beiden Stellen einen Wendepunkt. Die Wendepunkte sind
Wi = (£3V3, f(£1V3) = (+1v5,—3) ~ (058, - 1)

Da der Nenner von f” stets positiv ist, konnen wir die Vorzeichenverteilung von
f" allein am Zihler ablesen. Im Bereich | — %, %[ ist f(x) > 0 und f linksge-
kriitmmt, wiahrend in den anderen Bereichen f rechtsgekriimmt ist.

Skizze:

yl

N

r
.. . . .
U6, 1c) f(x) = RN Die ersten beiden Ableitungen:
f,()_2x(ac2—1)—(:132—4)~2:c_ 6z
e (a2 — 1)2 T @12
() = 6(z? —1)®> —6z-2(2* — 1) -2z 6(2® — 1) — 242*>  —6(3z* +1)
- @D T @ @y

Wieder hat f’ nur eine einfache Nullstelle bei 0, f also nur die Extremstelle 0. Da
der Nenner von f’ stets positiv ist, bestimmt allein der Zihler 62 das Vorzeichen
von f’: f wechselt bei 0 das Vorzeichen von — zu +. Damit ist das Extremum ein
Minimum und der Tiefpunkt ist 7" = (0,4).

f" dagegen hat keine Nullstelle, f also keinen Wendepunkt. f” wechselt sein Vor-
zeichen nur an den beiden Polen +1. Der Zihler von f” ist immer negativ, der

Nenner ist negativ genau im Bereich | — 1,4+1[. Damit ist f” positiv in diesem
Bereich und sonst negativ. Also ist f im Bereich | — 1, 4+1[ linksgekriimmt, sonst
rechtsgekriimmt. )
Der Verlauf des Graphen ist der bereits bei Ubung 6, 1c) skizzierte.
3 2 +x—6
U6, 3 b =

3 b) fla) —x2+62—9

Der Funktionsterm ist nicht kiirzbar, aber der Nenner ist ein vollstdndiges Quadrat.
Dies kann man sich bei der Berechnung der Ableitung zunutze machen:

2?4z —6
f($)— <$_3)2 ’
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(2z+1)(x—3)2— (22 +2—6)-2(z —3)

/ — —

f (.CC) - (.CC . 3)4
(e +1)@=-3)-20@*+2-6)  Tr-9
(z —3) (z=3)%
T(x—33—(Tx—9)-3(x—-3)2 7(x-3)-3(Tr—9) —14x+6

7 _ — = . K ktur!

" (z) w—3)0 w—3) @ —3) orrektur
Einzige Nullstelle von f’ ist %, sie ist einfach und damit Extremstelle von f.

Der Z&hler von f hat bei % einen VZW von — zu 4, da aber der Nenner bei
% (und in einer ganzen Umgebung) negative Werte hat, wechselt f’ bei % sein

Vorzeichen umgekehrt von + zu —: % ist Maximalstelle von f. Der Hochpunkt ist
H=(3f(3) = (3, 3;) ~ (1,29;1,04).

f” hat nur die Nullstelle %, ebenfalls einfach und somit Wendestelle von f. Der
Wendepunkt ist W = (2, f(2)) = (2, 32) ~ (0,43;0,81).

7027
Skizze:
yl
/S
. . . . | . / . t t
- 1 T
. 323 4+ 322 — 152+ 9
U6, 3c) f(z) = :

a3 — 2?2 —3x+3
Wir kiirzen den Funktionsterm und berechnen die Ableitungen:

3(z—1)(x+3) 3z*+6z-9
x2—3 - x2-3
F(x) = (62 +6)(z* — 3) — (322 + 62 — 9) - 2
(x? —3)?
62> + 622 — 182 — 18 — 623 — 1222 + 182z  —62% — 18

N (2% — 3)? T (@232
() = —12z(2? — 3)% + (622 + 18) - 2(2% — 3) - 2x
(22 —3)*
—12z(x? — 3) + (62 + 18) - 4x
@7~ 3
1223 + 108z 12z(2% +9)

(@2 =3)% (a2 -3)

flx) =
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Damit erkennen wir, dass f’(x) keine Nullstelle, f also keine Extremstelle hat. Da
f/ nur negative Werte hat, ist f {iber jedem Teilintervall des Definitionsbereiches
monoton fallend.

f” hat nur eine einfache Nullstelle bei 0, dort liegt also eine Wendestelle von f vor.
Der Wendepunkt ist W = (0, f(0)) = (0, 3).

Diese Ergebnisse bestitigen den Verlauf des in Ubung 6 bereits gefundenen Gra-
phen, nur dass jetzt die genaue Lage des Wendepunktes bestimmt ist.

2) Eine Sattelstelle ist definitionsgem#B eine Nullstelle von f” ohne Vorzeichenwechsel.

An einer Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel liegt aber notwendig ein Extremum vor.
Damit ist a Extremstelle von f’ und folglich Wendestelle von f.
Umgekehrt: Ist a eine Wendestelle von f, so ist a Extremstelle von f’. Zugleich
soll bei a die Tangente an den Graphen von f waagerecht verlaufen, also f/(a) =0
sein. Damit ist a eine Nullstelle von f’, die zugleich Extremstelle von f ist. Dann
kann dort aber kein Vorzeichenwechsel stattfinden: a ist Nullstelle von f’ ohne
Vorzeichenwechsel, und das heif}t, eine Sattelstelle von f.

3) Ist eine ganzrationale Funktion f punktsymmetrisch, so kommen nur Potenzen mit
ungeraden Exponenten im Funktionsterm f(z) vor, also bei Grad 3 f(x) = az3+cx.
Dann gilt f/'(z) = 3az?+c und f”(z) = 6az. Damit ist x = 0 einzige Nullstelle von
f", mit VZW, also Wendestelle von f. Der Wendepunkt ist W = (0, f(0)) = (0,0).
Interessanter ist die umgekehrte Aussage: Ist W = (0,0) Wendepunkt von f und
f(x) = az® +bx? + cx + d, so muss f punktsymmetrisch sein, d. h. b = d = 0 sein.
Es ist f(0) = 0, da der Graph durch W verlduft; also folgt d = 0. Da 0 Wendestelle
von f ist, gilt f”(0) = 0. Wegen f”(z) = 6ax+2b ergibt sich damit 0 = f”(0) = 2b,
also b = 0. Insgesamt ist damit gezeigt f(z) = ax® + cx: f ist punktsymmetrisch.

4) a) Schnittpunkte zweier Graphen f; und f; (k # ) sind gegeben durch Losungen
der Gleichung

fe(®) = fi(z) = 23 -32°+kr =232 +ilx <= kax=Ilr — (k—1)z=0.

Fir k # [, also k — [ # 0, hat diese letzte Gleichung nur die Losung x = 0 (un-
abhéngig von k und [). Damit ist (0, fx(0)) = (0,0) der gesuchte gemeinsame Punkt
aller Graphen fj.

b) Es ist f;(z) = 32® — 6z + k und f(z) = 62 — 6 = 6(x — 1). Damit hat f}
(unabhéngig von k) bei 1 seine einzige Nullstelle, und diese ist einfach. 1 ist also
Wendestelle aller fj.

Der zugehorige Wendepunkt ist Wy, = (1, fr(1)) = (1,k — 2).

c¢) GemiB p,¢-Formel gilt f/(z) = 3(2? =22+ %) =0 <= z=1+,/1-%,
wobei das Vorzeichen des Radikanden 1 — g entscheidet, ob und wieviele Losungen
es gibt. Wir unterscheiden 3 Fille:

k > 3: Dann ist 1 — § < 0, also hat f; keine Nullstellen, f; somit keine Extrem-
stellen.

k = 3: Dann ist 1 — % = 0 und f}, hat die einzige (doppelte) Nullstelle 1; diese ist
dann eine Wendestelle von fj, (siehe auch a)).

k < 3:Dannist 1—% > 0 und f} hat die beiden (einfachen) Nullstellen 1+,/1 — £,
Da der fiihrende Koeffizient von f, positiv ist, steigt fi schlielich an, so dass an der

letzten Extremstelle (1+ /1 — £) ein Minimum und an der anderen (1 — /1 — %)
ein Maximum vorliegt.
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In nachstehender Skizze sind einige Graphen skizziert (fiir & = 4,3,2,0,—2). Die
Wendepunkte an der Stelle 1 sind durch kleine Kreise, die Extrempunkte durch
Punkte gekennzeichnet. Die benutzte Strichstéirke wechselt von einem Graphen
zum benachbarten. In dieser Skizze ist zusétzlich die Kurve eingezeichnet, die von
den Extrempunkten (und dem Sattelpunkt), d.h. von den stationdren Punkten
gebildet wird.

fafafe fo f-2

5) a) fr ist punktsymmetrisch.
fr(z) = x(2? + k) hat 0 als Nullstelle; diese ist einfach, wenn k # 0, und dreifach,
wenn k = 0 ist.
Fiir £ > 0 existieren keine weiteren Nullstellen; fiir & < 0 gibt es zwei weitere
(einfache) Nullstellen ++v/—k. Zusammenfassend:

0,£v—k einfach fir k <0,
Nullstellen von fj: 0 dreifach fiir k = 0,
0 einfach fiir £ > 0.

fi(x) =322 + k=0 <= 2? = —£. Wieder unterscheiden wir die drei Félle und
erhalten:
+ —g einfach fiir k£ <0,
.
Nullstellen von f : 0 doppelt fiir k = 0,
keine fiir £ > 0.

Fiir £ = 0 liegt bei 0 eine Sattelstelle vor; der Sattelpunkt von fy ist S = (0,0).
Nur fiir £ < 0 hat f; Extremstellen. Die Extremwerte sind

)W) ) =SV e

und wegen der Punktsymmetrie von fj

m(-V5) =

Da der fithrende Koeffizient von fj, positiv ist, steigt fi schliellich an, so dass an

der ‘letzten’ Extremstelle /—% ein Minimum und an der anderen ein Maximum
3
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vorliegt. Damit erhalten wir die Extrempunkte von fy:

Tiefpunkt Ty = \/ k \/——
Hochpunkt H, :(-,/——,—— ,/——).
ochpunkt Hj 3 3k’ 3

Da f;/(z) = 6x von k unabhingig ist, ist das Kriimmungsverhalten aller fj ein-
heitlich; 0 ist einzige Wendestelle, W = (0,0) ist gemeinsamer Wendepunkt aller
Funktionsgraphen:

fiir k <O.

Wendepunkt: W = (0,0) fiir alle k.

Skizzen: £ f

f-s  fo
Wegen f,.(0) = k findet man den Parameter k in diesen Skizzen als Anstieg der

Kurven im Koordinatenursprung wieder.
b) Wenn bei 1 ein Extremum vorliegen soll, muss f;,(1) = 0 sein:

0=fi(1)=3+k < k=-3.

Hochstens f_3 kann bei 4+1 ein Extremum haben. Dass tatséchlich ein Extremum
vorliegt, folgt aus den Uberlegungen von a); es ist ein Minimum.
c) Fir alle k ist 0 Wendestelle von f.
d) Wie bei b) stellen wir fest f;(—=2) =0 < 3-(-2)?+k=0 < k= —12
Damit kann nur fiir f_15 bei —2 ein Minimum vorliegen. Aber: Es liegt dort zwar
ein Extremum vor, aber kein Minimum, sondern ein Maximum (siehe a) bzw.
f’15(=2) = 6 - (—2) < 0). Folglich gibt es keinen Wert von k mit den in c¢) ge-
forderten Eigenschaften.

6) Allgemeiner Ansatz: Da die Funktion ganzrational sein und der Grad hochstens 3
betragen soll, kann f(x) in der Form

f(z) = az® + ba® + cx +d

angesetzt werden. Gesucht sind nun die 4 Koeffizienten a, b, c,d € IR.
Bedingungen: Wir setzen die gestellten Forderungen fiir f in Bedingungen (meist
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Gleichungen) fiir die gesuchten Koeffizienten a, b, ¢, d um.

1. O = (0,0) Punkt des Graphen, d. h. 0 = f(0) = d. Damit sind nur noch 3
unbekannte Groéflen zu bestimmen: a, b, c.

2. W = (2,4) soll Wendepunkt sein. Dies sind 2 Bedingungen! Erstens muss W
auf dem Graphen liegen (f(2) = 4) und zweitens muss 2 Wendestelle sein. Fiir
Letzteres ist f”(2) = 0 notwendig (aber i. a. nicht hinreichend!).

3. Die Tangente an den Graphen im Punkt W hat den Anstieg —3: f'(2) = —3.
Mit f(z) = ax® + bx? + cz, f'(z) = 3az? + 2bx + ¢ und f”(z) = 6az + 2b erhalten
wir fiir die drei Unbekannten a, b, ¢ die drei folgenden Bedingungen:

(1) f2) = 4 8a+4b+2c= 4
2) Fl2) = -3 12a+4b+ c=-3
(3) /) = 0« 12a+2b = 0

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, das man mit den iiblichen Methoden 16st.
Das lineare Gleichungssystem hat genau eine Losung: a = 5/4, b = —15/2, ¢ = 12.
Dies besagt, dass die einzig mogliche Funktion mit den geforderten Eigenschaften
gegeben ist durch

f(z) = §:c3 - E582 + 12z

4 2

Da wir die Wendestellenbedingung abgeschwicht hatten zu der notwendigen Be-
dingung f”(2) = 0, miissen wir nun noch iiberpriifen, ob bei +2 tatséchlich eine
Wendestelle vorliegt, d. h. f” an der Nullstelle 2 das Vorzeichen wechselt. Da f" (x)
linear ist, ist dies sicher erfiillt:
Die angegebene Funktion ist die einzige Funktion mit den geforderten Figenschaf-
ten.
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