FT1/2 Mathematik (Kg) 1. April 2008

1)

Ubungen (10)

Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen von f:
Q) f@) = (1P (D2 ) )= + 17+ (e 1)
O 1) = (SO (S ) = S
e) f(x) = —4" f) flz)=(V2)*
g) flz) = xi‘”” h) f(z) = (;132_ ~ 20 3)e "
RCE D fa) =
e’ + e "
9 fa) = S ) @)=
Berechnen Sie die Ableitung von f.
a) f(x) =In(x+1)+In(x —1) b) f(x) = In(2?) + ln(i) —In(22)
c) f(x):lln\/_—ln(\;i) d) f(:r;):th;:c
o) flr) = =" f) flo)=In_—5

a) Berechnen Sie fiir die Graphen von f(z) = €%, g(z) = ez, h(z) = 3¢%1% jeweils die
Tangenten an den Beriihrstellen —1, 0, 1, 2. Wo schneiden diese Tangenten die x-Achse?
b) In der Umgebung von 0 unterscheidet sich der Graph von f(z) = e® nur wenig von
der Tangente im Punkt (0,1). Stellen Sie damit eine Ndherungsgleichung fiir ¢ auf und
berechnen Sie — ohne Taschenrechner — Naherungswerte fiir ¢%:002, ¢=0:001 = 19/c " Sind
diese Naherungswerte jeweils grofler oder kleiner als der exakte Wert? Begriinden Sie Thre
Antwort ohne Benutzung der (nicht exakten) Werte des Taschenrechners.

c) Zeigen Sie: Die Tangente an den Graphen von f(z) = e® an der Stelle a schneidet die
x-Achse an der Stelle a — 1. Welche geometrische Konstruktion fiir die Tangente an die
e-Funktion ergibt sich daraus?

d) An welchen Stellen sind die Tangenten an den Graphen der Logarithmusfunktion In
parallel zur Geraden mit der Gleichung 2z — 3y + 7 = 07 Wie lautet jeweils die Gleichung
der Tangente?

e) Bestimmen Sie analog zu ¢) mit Hilfe einer geeigneten Tangente eine Naherungsformel
fiir In(1 + x). Bestimmen Sie damit Néherungswerte fiir In 1,05, In0,99, In(1 — 355).

Fiihren Sie fiir die folgenden Funktionen eine moglichst vollstdndige Funktionsuntersu-
chung durch und skizzieren Sie den Graphen.
a) f(x) = (2° — 1)e b) f(z) = a%e™® c) f(z) =z(x —1)e™"
et —2 et —e % e T

d = = — f =

)16 =T &) f(r) = S ) H@) =1
g) f(x) :lnx—§w2 h) f(x) =2 —In(z + 1) i) f(x) =1+In|x|
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen und skizzieren Sie den Graphen. Hinweis: Ver-

suchen Sie nicht auf algebraischem Wege alle Nullstellen zu ermitteln, sondern benutzen
Sie die Ergebnisse der Funktionsuntersuchung.

a) f(x) =271 — ert! b) f(x) =e* —x—1 c) f(x) =x —e” !
3x
Q) fla) =2+ 30— 27 o) f(z) = 610;1 £) fla) =2 — %;ﬁ )
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Ubungen (10) — Lésungen

) a) flz)=(e"—1)* + (" +1)> =2e*" +2, f'(x) =4e*, ['(x)=8e*".
b) f(x) = (e +1)2 4+ (e7% — 1) = 2e72% + 2,
f/ .’,E) _46—2:5’ f// (.’,E) — 86_2x.
e T4 e® 2 eT_e— % 2 e~ 2% 2% e2% _ e 2% z _or
o) flz) = (*=) + (%) =+ ==F— =5 (¥ +e7),
flx)=e** —e 2, f(x) =2 (** +e2*) =4 f(x).
3z _ 2z —x 1
d) f(:c):e . =¥ —e" fe T 4 e
eac

f/<$) — 262:45 — et — 26—256 . e—ac’ fN<-T) — 462:45 —e® +4e—2x Le T,
e) f(.’.E) = 4% = —(eln4)$ — _601611147

fllz)=—Ind-e"™* = —In4-4%,  f’(z) = —(In4)?- 4"
f) flo) = (V2" = (22)" =27,

fl(x)=mn2-2°, f'(z) =(In2)%. 2%

g) f(z) Zx'e‘””,
f'(fv) - +$(—6_x)=(—56+1)€_””,
[ (z) = T4 (— :I;—l—l( e =(r—-2)-e
h) f(z) = (2? —2:1;—#—3)

)
f(x) = (2x —2)e™™ + (:v2 —2243) - (—e ") = (—2® + 4z - 5) - e_””,
( ) =

(@) = (=22 +4)e™® + (—2® + 42 — 5)(—e %)

(2% — 61 +9)e ™ = (v — 3)%e ™.
_ e’
) f) =<
er-x—e*-1 e“(x—-1
f/($) = 22 = <£C2 )7
() = (e"(x —1)+e") ;122 —e(zr—1) 2z
C(e"ra)x—2e"(x— 1) €"(x? — 2204 2)
B x3 B a3 ’
Alternativ mit Produkt- statt Quotientenregel:
f(z) =27 te”,

(@ —1
f/<$):—.’,E_Qex—i—.’ﬂ_lex:$_26x<—1+$):e ('ZQ )’
f/,<$) — —|—2.’13_36x . w—Qeac . w—Qeac + w—leac

2 T
=1 %" (2 2r+2%) = (@ 2€+2)6
x
. e’
i) fx) oo
, (—e ")z +1)—e -1 e *(—x—2)
f@) (@ +1)? T @12
() = (—e P (—x—2)+e @ - (=1))(x+1)2—e(—x—2)-2(x + 1)
(x +1)4
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e (x+1)-(x+1)—e*(—2z—-4) e *(z?+4x+5)

(x+1)3 - (z + 1)
W 7@ = S
e D) (e e 2
f<$)_ (69‘—1)2 - (69‘—1)2’
f(x) = —2e”(e” — 1)(;3.«3;;12(6% —1)-e"
_ —2e(e” — 1) +4e* 2e”(e” +1)
G i ey

Die Rechnung vereinfacht sich, wenn man zuvor den Funktionsterm umformt zu

e? —1+2

_ ~1
S =l - )

flz) =
und dann mit Hilfe der Kettenregel ableitet (vgl. nichste Aufgabe).

1) Erweitert man den gegebenen Funktionsterm mit e” so erhélt man
e " 1

f(z) = el 1t (14+e%)7L.
fla) ==+ 172 e =
fN<-T) — 2(635 + 1)—3635 .e® — (eac +1)—2 . e
=e®(e® +1)73 (28 — (" 4+ 1)) = %
2) a) f(z)=In(z+1)+In(z-1), f(z)= %H + ﬁ
b) f(z) = In(2?) —|—ln(i) —In(2z) =2Inz —Inz — (In2+Inz) = —1n2,
f'() =0
1 1 1 )
c) ln(ﬁ)—ln(%) :§ln:c—|—§ln:c:61n:c, f’(:lc):%

1
d) f(z) =2*Inz, f(z)=2zlnz+z?. —= z(1+2Inx).

e) flz)= —=2""" Inz,
x
1 1-1
flix)=—272 mz+at-—=22 (~lnz+1) = 2n:1;.
x x
3x 1 1 1 1
f =1 =In3x —1 -1 ") = — -3 — = — — .

3) Wir wiederholen die allgemeine Tangentengleichung: Ist f an der Stelle a differenzierbar,
dann ist die

Tangentengleichung: y = f(a) + f'(a) - (x — a).

Hierbei ist a die Beriihrstelle, (a, f(a)) der Beriihrpunkt der Tangente mit dem Graphen.
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a) Ergebnisse:

f(z) a=—1 a=0 a=1 a=2
e’ |ly=1-(z+2) y=x+1 Yy =ex y=e?(z—1)
e? y:2\1/g(:c—l—3) y=1@x+2) |ly=ve-(z+1) |y=%-

x 10,

Bt |y = iz (@ + 1) |y = F@+10) |y = 23 - (z +9) |y = 2

Die Tangentengleichungen sind in faktorisierter Form angegeben, so dass man die Schnitt-
stelle der Tangente mit der z-Achse unmittelbar ablesen kann.
Schnittstellen der Tangente mit der x-Achse:

f(z) la=—-1la=0la=1la=2

e® -2 1] 0 1
ez -3 | -2 | —1
3eo | —11 | —-10| —9 | -8

Es zeigt sich: Bei f(x) = e® (1. Zeile) ist die Schnittstelle der Tangente mit der a-
Achse immer gleich a — 1 (siehe Teil c)), bei f(x) = e3 ist sie immer gleich a — 2 und
bei f(z) = 3ei5 liegt die Schnittstelle immer bei a — 10. Welche iiber Aufgabenteil c)
hinausgehende Vermutung entnehmen Sie daraus? Beweisen Sie sie wie Teil c).

b) Die Tangente an den Graphen von f(z) = e” an der Stelle a = 0 ist gegeben durch
die Funktion t,(x) = e* + e%(x — a) = 1 + z. Damit ist f(z) = e” in der N#he von 0 (in
werster Naherung) gegeben durch

e? ~ 1+ x fiir x nahe bei 0.

Insbesondere /e = €%%92 ~ 1,002,
el ~ 1,1

mg% = ¢ 0001 ~ 10,001 = 0,999 und Ve =

c¢) Die Tangentenfunktion zu f(x) = e® ist t,(z) = f(a) + f'(a)(x —a) = * + e%(x — a),
wobei a die Beriihrstelle ist. Die Nullstelle von ¢, ergibt sich zu:

to(r) =0 <= e"+e(r—a)=<= e (r—a+1)=0 <= z=a—1.

Damit ist die Nullstelle der Tangente gleich @ — 1, wenn a die Beriihrstelle ist. Dies ist
genau die behauptete Aussage.

Geometrische Konstruktion der Tangente an den Graphen der e-Funktion: Man félle das
Lot vom Beriihrpunkt (a,e®) auf die z-Achse, gehe auf der z-Achse 1 Einheit nach links
und zeichne die Gerade durch diesen Punkt (¢ —1,0) und den Beriihrpunkt b = (a, f(a)).

Zusatz: Ist f(x) = c-e*, so ist die Nullstelle der Tangentenfunktion t, gerade a — k:

ta(:c):f(a)—l—f’(a)(:(;—a):c-e%+£~e%~(:c—a):

e

cev - (k+xz—a),

o

to(z) =0 <= k+2r—-—a=0 <= z=a—k.
Dies beweist die sich in a) aufdriangende Vermutung.
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d) Gesucht sind Tangenten, die parallel zu der gegebenen Geraden verlaufen, d.h. die
dieselbe Steigung wie diese Gerade haben. Wir formen die Geradengleichung um:

2 7
20 —3y+7=0 <<= Jy=22+4+7 <= y:§:c+§.

Damit hat die Gerade die Steigung m = 2 und gesucht sind die Stellen z mit f'(z) = 2.
Fiir f(z) =Inz gilt: f'(z) = . Also miissen wir die folgende Gleichung lésen:

fa)=3 — - =

2 3
3 L 3 T3

Nur an der Stelle % hat der natiirliche Logarithmus In eine Tangente parallel zur gegebenen
Geraden. Die Tangentengleichung lautet

y:f(a)—l—f’(a)(:l;—a):1n§+g(:1c—g):;:c—l—l—ln?)—an.

e) Wir berechnen die Tangentenfunktion zur Funktion f(z) = In(1+x) an der Stelle a = 0:
Nach der Kettenregel ist f/(z) =In'(1+ ) -1 = 14%:5 und damit die Tangentenfunktion

t(x) = f(0)+ f/(0)(z—0)=In(1) +z==.

Damit gilt fiir z nahe bei 0 (in ,erster Ndaherung®)

In(1 4 z) = z fiir  nahe bei 0.

oder dquivalent:

In(x) ~ x — 1 fiir  nahe bei 1.

Also In 1,05 ~ 0,05, In 0,99 ~ —0,01 und In(1 — 1f5) ® — 155 -

4) a) f(z) = (2% — 1)e”.
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Wegen e® > 0 sind die Nullstellen von f genau die Nullstellen von 22 — 1, also
+1, und es liegt in beiden Fillen ein Vorzeichenwechsel vor.
Grenzwerte: Der Grenzwert fiir x — oo ist offenbar oo, wihrend man fiir den Grenziiber-

gang r — —oo den Grenzwert lim ”é—: = 0 benotigt (I’'Hospital). Man erhélt damit
xr— 00

lim (z* —1)e® = lim ((—z)° —1)e”* = lim = lim — — lim — =0.
Tr— —00 T— 00 T— 00 e r—o0 e¥ r—o0 e

Ableitungen: Mit der Produktregel erhilt man

fl(x) = 2ze” + (22 — 1)e” = (2% + 22 — 1) - ",
() = 2z + 2)e® + (2% + 22 — 1)e” = (2 + 4z + 1)e” .
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Extrem- und Wendestellen: Da e® > 0 ist, sind die Nullstellen und Vorzeichenverteilung
von f" und f” durch die beiden quadratischen Terme gegeben:

Fx)=0 < 22 +20-1=0 < z=-1+2,
fl2)=0 <= 2’ +42+1=0 < z=-2+3.

In allen Fillen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiedenen
Nullstellen!), so dass die Funktion f an den Stellen —1 4+ V2 Extrem- und an den Stellen
—2 + /3 Wendestellen hat.

Wegen f/'(z) >0 <= 2?42z — 1> 0ist f’ schlieflich monoton steigend, also hat f an
der letzten Extremstelle —1 4+ /2 ~ 0,41 ein Minimum und bei —1 — v/2 ~ — 2,41 ein

Maximum.
y 4
1 4
I e o
T I n n n ¢ n x
Wo
T

b) f(z) = 2%e".

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Es ist f(z) = z%¢™® > 0 und f(r) = 0 <= x = 0. Damit ist 0 einzige
Nullstelle von f, und zwar ohne Vorzeichenwechsel. Zugleich erkennt man, dass 0 Mini-
mumstelle von f ist (s. u.).

Grenzwerte: Es ist

2
2 xT

lim z%¢™* = lim — =0,

T— 00 r—o0 el

lim z%e % = lim z%e* = .
r— — 0O xr— 00

Ableitungen: Mit der Produktregel erhilt man
fl(x) =2xe™ + 2% " - (—1) = —(2% — 2z) -7,
f"(z) = =2z — 2)e ™ + (2% — 22)e " = (2? — 4w +2)e "

Extrem- und Wendestellen: Wieder sind wegen e~* > 0 die Nullstellen und Vorzeichen-
verteilung von f’ und f” durch die quadratischen Faktoren gegeben:

fl(x) =0 <= 22 —-22=0 <= 2=0 V 2 =2,
fl2)=0 <= 22 —dx +2=0 <= x=2+2.
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In allen Fillen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiedenen
Nullstellen), so dass 0 und 2 Extrem- und 2 4 v/2 Wendestellen von f sind.
Da 0 Minimumstelle von f ist, ist +2 Maximumstelle.

yl

c¢) Der Definitionsbereich ist wieder R.

Nullstellen sind 0 und 1, beide mit Vorzeichenwechsel. Das Vorzeichen von f(x) ist gleich
dem Vorzeichen von z(z — 1) (da e™® immer positiv ist), also ist f(x) schlieflich positiv.
Die Grenzwerte im Unendlichen sind

-1
lim z(z — 1)e”® = lim 2@ —1) =0,
T— 00 T— 00 et
lim z(z —1)e™® = lim (—z)(—z — 1)e* = lim z(x + 1)e” = 0.

Die Ableitungen von f(r) = (2% — z)e™% sind:

flle) =Rz —1e "+ (*—2)-e® - (=1) = (—2* + 3z — 1),
fl(x) = (-2 +3)e "+ (—2* + 3z —1)e - (—1) = (2% — bx +4)e™".

Zur Bestimmung der Nullstellen von f’ und f” braucht man nur die quadratischen Fak-
toren zu untersuchen:

2 T2
flx)=0 <= 2> —br+4=0 <= -4 (z—1)=0 < z=1V z=4.

3 5 3 1
flz)=0 <= 2* -324+1=0 — x:—i\/;— i§\/g’

In allen Féllen liegen Vorzeichenwechsel vor, also sind % + %\/5 Extrem- und 1 sowie 4
Wendestellen von f.

Das Vorzeichen von f/(z) = (—2?+3x—1)e~® ist gleich dem Vorzeichen des quadratischen
Terms —x2+3x—1, also schlieBlich negativ. Daher ist die letzte Extremstelle ein Maximum,
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die andere hingegen ein Minimum.

yl

et —2
Q) f@) =
Definitionsbereich: Wegen e” > 0, also 1 + e” > 1 wird der Nenner niemals 0, so dass die

Funktion auf ganz R definiert ist: ID(f) = R.
Nullstellen: Die Nullstellen der Funktion sind die Nullstellen des Z&hlers, also

f(z) =0 <= " =2 <= z=1In2.

In 2 ist die einzige Nullstelle von f. Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor, da e”
und folglich auch e* — 2 monoton wachsen.
Grenzwerte: Wegen lim e* = 0 folgt

T — —00
et —2 0-2
li = 1 = =-2.

Fiir x — oo gilt e — o0o. Um das Verhalten des Bruches zu studieren, klammern wir in
Zahler und Nenner (den dominierenden Term) e® aus:

ef1-2) 1-2

€Tr) = i =
/@) e*(=+1) H+1
Wegen lim e% = 0 folgt
1-2 1-0
li = i < = =1.
R O i
Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir
e’ (14 e®) — (¥ —2)e” 3e”
o) = RS A e
(1+e®) (1+e®)
() = 3e"(1+e")? —3e” - 2(1 +e¥)e*  3e"(1+e”) — 6e**
B (14 e®)* B (1+e*)3
_ 3e(1—e")
(14 e7)3
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Extremstellen: Da e” keine Nullstellen hat, hat auch f’ keine Nullstellen, f also keine
Extremstellen.
Wendestellen: Wegen e* # 0 gilt:

ff(2)=0 <= 3e*(1—-€")=0 < 1—-¢e"=0 <= " =1 < 2 =0.

Bei z = 0 hat f eine Wendestelle, denn f” #ndert dort sein Vorzeichen: Da e* > 0 ist, ist
das Vorzeichen von f” bestimmt durch 1 —e®, und 1 — e” ist monoton fallend, d&ndert also
an seiner Nullstelle das Vorzeichen (von + zu —). f wechselt an der Stelle 0 also seine
Kriimmung von links- zu rechtsgekriimmt.

—X

—e
eT + e~ = '

Definitionsbereich: Es ist e” +e~" > 0, also hat der Nenner von f keine Nullstelle: f ist
auf ganz R definiert.

Symmetrie: Der Graph von f ist punktsymmetrisch, denn

e T —e” et —e 7"

f—r) = - = f(x).

Nullstellen: Es gilt
fx) =0 <= " —e"=0<= e"=¢" <= rz=—1x <= =0.

Einzige Nullstelle ist x = 0.
Grenzwerte: Wegen der Punktsymmetrie brauchen wir nur die Grenzwerte fiir x — oo
zu bestimmen. Aus den bekannten Grenzwerten lim, .. e* = oo und lim,_.,e % =
lim,_,_ o e* = 0 erhalten wir

lim (" e ") = lim e = 0.

xr— 00 xr— 00

Zahler und Nenner von f(x) konvergieren also gegen oco. Um den Grenzwert des Quoti-
enten berechnen zu konnen, klammern wir wieder (den dominierenden Term) e” aus:

et — e eac<1 o 6—256) 1 — e—2:c

fla) = er 4+ e~ % - e?(1 4 e—2%) 1 + e 2
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und erhalten so
1—e 22 _1-0

A o= e = !
und wegen der Punktsymmetrie lim,_, _ f(z) = —1.

Ableitungen: Mit der Quotientenregel erhalten wir

(6" = e (“1)(e” + ) = (¢ = )¢ e (1))

f'(=z) =

(eac +e—x)2
(eac +e—ac)2 _ (eac _ e—ac)Q B 62:15 4+ 92+ 6—2:15 _ (eQ:c — 2+ 6—255)
B (e 4+ e7)2 N (e¥ 4 e %)2
4
- (eac +e—x)2 ’

und ausgehend von f/(x) =4 - (e® + e~%)~2 mit der Produkt- und Kettenregel dann

" T —z\—3 T —x 8<6x — e—ac)
ff(x)=-8("+e ) (" —e ") = (e Tep
Extremstellen: f’ hat keine Nullstellen, f also keine Extremstellen; genauer: f’ ist immer
positiv, f also monoton steigend. Dies zeigt zugleich, dass f an seiner Nullstelle x = 0
das Vorzeichen von — zu + wechselt.
Wendestellen: Da f und f” bis auf den Faktor —8 denselben Zihler haben, hat auch f”
bei 0 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, 0 ist Wendestelle von f.

—X

f) f(z) = -

Deﬁnitionsﬁ)—ei;gich: Wegen 1+ e” > 0 hat der Nenner keine Nullstellen, f ist also auf ganz
R definiert.

Nullstellen: f hat keine Nullstellen, da der Zahler e~ stets positiv ist.

Grenzwerte: Fiir x — oo strebt der Zahler von f gegen 0 und der Nenner gegen oo, der
Bruch also gegen 0: lim,_,~ f(z) = 0.

Fiir + — —oo strebt der Zihler gegen oo und der Nenner gegen 1, der Bruch also gegen
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oo: limg—, oo f(x) = 0.
Hinweis: Indem man den Bruchterm fiir f(x) mit e” erweitert, erhélt man die folgende
etwas iibersichtlichere Darstellung

e T 1

@) =i~ aite)

Aus ihr entnimmt man unmittelbar, dass f keine Nullstellen hat und dass die Grenzwerte
von f lim f(z) =0und lim f(z)= oo sind.

Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir (unbedingt kiirzen!)

() = —e T(14e%) —e Te” _—eT-2
(14 e7)2 (1+er)2”’
() = e P(1+e®)2+ (e ®+2)-2(1+€%)-e” _ e"T(1l+e")+2e (e +2)
(1+e%)4 (1+ev)3
e+ 34 4de”
(1 4e7)3

Extremstellen: Der Term fiir f'(x) zeigt, dass f’ nur negative Werte hat, f also monoton
fallt. Insbesondere gibt es keine Extremstellen.

Wendestellen: Genauso erkennt man, dass f”/ nur positive Werte hat, f also stets links-
gekriimmt ist und insbesondere keine Wendestelle hat.

yl

g) f(x) =lnz — %:cQ.

Der Definitionsbereich ist ID(f) =]0, col.
Die Bestimmung der Nullstellen ist nicht mit einfachen algebraischen Mitteln moglich, da
die Unbekannte im Logarithmus und auflerhalb auftritt. Die nachfolgende Funktionsun-

tersuchung erlaubt aber dennoch die Bestimmung der Nullstellen (s.u.).
1 1

/ 1"

=— - =—-— — L

f(z) - z, f"(z) -

Nullstellen von f:

1
S =0 <= 1-22=0 < z=+1.
X
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Aber Achtung: Mit f ist auch f’ nur auf |0, 00| definiert, —1 gehort also nicht zum De-
finitionsbereich von f’. Daher ist nur +1 Nullstelle von f’. Wegen f”(1) = —2 < 0 liegt
ein Maximum vor. Der Wert des Maximums betrégt f(1) = —3.

Nullstellen von f” gibt es nicht, also auch keine Wendestellen.

Da der einzige Hochpunkt von f H = (1,—3) unterhalb der z-Achse liegt, hat f keine

Nullstelle.
Wir bestimmen die Randgrenzwerte

. 1, :
ilirb(lnw — 5% )= };E%ln:c = —00,
1 1 1
lerr;o(ln$ — 5:62) = lerr;owQ(% —5) = —00.
—0
h) Definitionsbereich ID(f) =] — 1, o0].

Wieder ist Bestimmung der Nullstellen nicht mit einfachen algebraischen Mitteln moglich,
da die Unbekannte ¢m Logarithmus und auflerhalb auftritt. Die nachfolgende Funktions-
untersuchung erlaubt aber dennoch die Bestimmung der Nullstellen (s.u.).

/ 1 1 1
f’ hat einzige Nullstelle bei z = 0. f”(0) =1 > 0, also liegt ein Minimum vor; der Wert
des Minimums ist f(0) = 0.
f” hat keine Nullstellen, f also keine Wendestellen.
Da f nur einen Extrempunkt hat und dieser auf der z-Achse liegt, gibt es nur die eine
Nullstelle 0.
Die Randgrenzwerte sind: lim,_,_1(z — In(z + 1)) = co und

—_——
lim (2 — In(z + 1)) = lim (o + 1)( —2 — 2@EFEDy _
1m - - — =
~——
—1 —0
i) Der Definitionsbereich D(f) = {x | || > 0} = {z € R | x # 0} zerfallt in zwei
Teilintervalle: | — 0o, 0] und |0, c0[. Man untersucht dann die Funktion auf den beiden

Teilstiicken getrennt. Wegen des Betrages in der Definitionsformel fiir f(z) gilt f(—z) =
f(z), also ist der Graph von f symmetrisch zur y-Achse. Daher braucht man nur den
Verlauf von f iiber ]0,00[ zu studieren. Dort gilt f(z) = 1+ In(z). Der Graph von f
entsteht in diesem Bereich durch Verschiebung des bekannten Graphen von In(z) um 1
nach oben.

Skizzen:
h)
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5) a) Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen:

="t = - 1=04+1 < z=2.

Um gleichzeitig auch einen evtl. Vorzeichenwechsel erkennen zu konnen, benutzt man am
besten die folgende faktorisierte Form von f(z):

f@)=eT (e -1)=0 = " ?=1 <= 2-2=0.

Da der Faktor e*t! stets positiv ist und e*~2 — 1 monoton steigt, muss f an seiner
Nullstelle das Vorzeichen wechseln, und zwar von — zu +. (Diese Faktorisierung wird
auch im Folgenden niitzlich sein.)

Grenzwerte: Fir £ — oo streben e
2x—1

22=1 ynd e**! gegen oo, es ist dann aber nicht klar,

wohin die Differenz e — et konvergiert. Um das zu erkennen, benutzen wir wieder
die obige Faktorisierung und erhalten fiir x — oo:

flz) =" ("2 1) - 0.

~ =
—00 —00
———
—00

Der Grenzwert fiir x — —oo ergibt sich einfacher:

flz) =21~ 50 fiirz — —o0.
N~

—0 —0
Ableitungen:
f/($) — 262:5—1 _ eac—l—l _ eac—l—l i (2639—2 _ 1)7
f//(ZE) — 46255—1 _ eac—l—l _ eac—l—l . (4635—2 _ 1).
Als Nullstellen der Ableitungen findet man

flx) =0 < 22 =1 <= " 2=

DN |

— r—-2=-In2 < r=2-n2~=1,31,
f'(2) =0 <= 4e* '=1 <= 2-2=-In4d < 2=2-1n4d =061

In beiden Fillen liegt ein Vorzeichenwechsel vor, denn der Faktor 2e2*~1 —1 bzw. 4?1 -1
ist monoton wachsend; es findet also jeweils ein Vorzeichenwechsel von — zu + statt. Die
Extremstelle 2 — In 2 ist somit eine Minimumstelle. Der Berechnung der y-Koordinaten
von Tief- und Wendepunkt sind gute Ubungen zum Rechnen mit Logarithmen und Ex-

ponentialfunktion:
3 3 3
_ 3-2lm2 _ _3-lm2 _ _°© ee a1 10 e
J2-In2)=e —¢ _<eln2)2_eln2_e ‘(2_2_5)——27
3 3 11 3e?
9 _Ind) — 3—2Ind _ 3-In4 _ € _ & 3L L __ 9
i nd) =e € (eln1)2 ~ clnd € (42 4) 16

Damit ist T = (2 —In2, —¢) ~ (1,31; —5,02) der Tief- und W = (2 — In4, —3¢) ~
(0,61; —3,77) der Wendepunkt von f.
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b) Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Bei der Aufstellung einer Wertetafel oder genauem Hinsehen erkennt man,

dass z = 0 eine Nullstelle von f ist: f(0) = ¢ — 0 — 1 = 0. Die weitere Funktionsun-
tersuchung wird zeigen, dass 0 die einzige Nullstelle ist und dort kein Vorzeichenwechsel
vorliegt. [Eine algebraische Losung der Nullstellengleichung e = x + 1 etwa durch Lo-
garithmieren ist nicht moglich, da die Unbekannte nicht nur im Exponten, sondern auch
als Basis auftritt. Solche Gleichungen sind nur bei Vorliegen zusétzlicher Besonderheiten
exakt losbar, ansonsten miissen Naherungsverfahren wie etwa das Newton-Verfahren an-
gewandt werden. |

Grenzwerte:

) i 1

lim (e —z—1)= lim ¢e* (1- — — — ) =00,
T— 00 T— 00 ex ex

— 00
0 0

lim (e —x—1)=+400

r— — 0O
—0

Die letzte Berechnung zeigt zugleich, dass sich f(x) beim Grenziibergang  — —oo immer
weniger von a(x) = —x — 1 unterscheidet:

lim (f(z) —a(z)) = lim e*=0.

r——00 r——00

Der Graph von a ist eine Asymptote fiir f beim Grenziibergang xr — —oo.

Ableitungen: f'(z) = e*—1, f"(x) = €”. Damit ist f” stets positiv, der Graph von f also
linksgekriimmt. Die einzige Nullstelle von f" ist z = 0: f(z) =0 <= e* =1 < z =0.
Wegen der Linkskriimmung hat f bei 0 ein Minimum. Dies zeigt zugleich die obigen
Behauptungen iiber die Nullstellen von f.
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c) Diese Aufgabe lisst sich auf Teil b) zuriickfithren, denn ersetzt man in der hier gege-
benen Funktion x durch  + 1, so erhélt man f(z +1) =2 +1 -1 = — (e -2 — 1),
und dies ist genau das Negative der in b) gegebenen Funktion. Dies bedeutet, dass der
hier gesuchte Graph von f aus dem in b) bestimmten Graphen durch Verschiebung um
1 nach rechts und Spiegelung an der z-Achse entsteht. Alle Ergebnisse von b) lassen sich
dann unmittelbar hierauf iibertragen.

Skizze:

Hier nun eine Funktionsuntersuchung nach iiblichem Muster, z. B. weil man diesen Zu-
sammenhang nicht gesehen hat oder weil man nicht zuvor b) behandelt hat oder auch nur
zur Ubung:

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Eine Nullstelle von f ist bei z = 1 zu finden. Ob es weitere gibt, entscheiden
wir aufgrund der nachfolgenden Funktionsuntersuchung, insbesondere der Monotonie.
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Grenzwerte:

lim (( oz —e" ) =—0c0,
T —00 S~ =~
— —00 —0
: z—1 : z—1 T
lim (x —e"7) = lim " ( —1) = —o0.
T— 00 T— 00 S~~~ eac—l
—oo S~
—0
——
——1
Die erste Grenzwertberechnung zeigt, das durch a(z) = x eine Asymptote von f fiir

x — —oo gegeben ist: lim, o (f(z) — a(x)) = limy—, — oo (—€*~ 1) = 0. Der Graph von f
schmiegt sich fiir + — —oco dem Graphen von a an.

Ableitungen:

f($) —r— eac—17 f/($) —1— eac—l’ f//(-%) — —ex_l.

Man erkennt, dass f” nur negative Werte hat, f also rechtsgekriimmt ist. f’ hat nur eine
Nullstelle:

fllz)=0 <= " '=1 <= 2-1=Inl=0 < z=1.

Da f rechtsgekriimmt ist, hat f bei 1 ein Maximum. Dies ist zugleich die Nullstelle von
f. Also kann f keine weiteren Nullstellen haben; alle anderen Werte von f sind negativ.
(Skizze siehe oben.)

d) Definitionsbereich ist wieder ganz R.

Nullstellen: Die Nullstellengleichung 2 + 3z = 2%*! ist algebraisch nicht angreifbar, da
die Unbekannte x zugleich im Exponenten und in der Basis auftritt. Man findet in einer
einfachen Wertetabelle aber, dass z = 0 und x = 2 Nullstellen von f sind. Dass es keine
weiteren Nullstellen geben kann, zeigt die nachfolgende Funktionsuntersuchung.

Grenzwerte:
243z
: _ 41 — _ 1 z+1 . = —
xEIElm(Q +3z—2""") 00, xlgl;o2 ( TS 1) 00
——00 —0 —00
_>0

Die Berechnung des ersten Grenzwertes zeigt zugleich, dass durch a(z) = 2 + 3z eine
Asymptote von f fiir x — —oo gegeben ist.
Ableitungen: Wir stellen f durch die e-Funktion dar:

fl@) =243 -2 =243z — (eM2)*H =24 35 — 2@+
f/<$) —3_ eln2-(:c+1) .ln2 =3 — 2x+1 . 1112,
fN<-T) — _2x+1 X 1112 2.

f” hat nur negative Werte, also ist f stets rechtsgekriimmt. Wir bestimmen die Nullstellen
von f':

% = 2@t I3 —In(In2) =In2- (z +1)
n

In3 —In(In 2)
In2

fl(z) =0

Wegen der Rechtskriimmung hat f an dieser Stelle ein Maximum. Da dieses Maximum
das einzige Extremum von f ist, ist f vor dem Maximum monoton wachsend und dahinter
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monoton fallend, kann also nur 2 Nullstellen besitzen: Aufler den beiden bereits angegebe-
nen Nullstellen gibt es somit keine weiteren. Zur Kontrolle: Der maximale Funktionswert
von f ist positiv:

In3 — In(In 2)

ut In2

— 1)~ 1,01.

Skizze:

e) Der Definitionsbereich ist ganz R, da der Nenner nie 0 wird.

Nullstellen: f(z) =0 <= €3 =1 <= z = 0. Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu
+ vor, da e3* und also auch €3 — 1 monoton wiichst.

1
Grenzwerte: f(x) = 0 (e** —e™™). Also

1

. 2x —x : 2x —x
) _ — 1 . — = —
th 10 ( e (& ) oo, . lIEl 10 ( e (& ) 0
—00 —0 —0 — 00

1 1
Ableitungen: f'(z) = 0 (2e** +e™ ), f"(2) = 0 (4e** — e~ "). Offenbar nimmt f’ nur
positive Werte an: f ist monoton steigend.
" 1 3z 3x 1
f(:c):O<:>10 - (4e 1)=0 <= e =—- <= 3z=—In4
e$
2
= r=—c ln4:—§~ln2~ — 0,46

Damit hat f” nur eine Nullstelle; es liegt ein Vorzeichenwechsel vor, da 4e3® monoton
wéchst. Also hat f an dieser Stelle einen Wendepunkt.
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Skizze:

f) Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Eine algebraische Losung der Nullstellengleichung ist nicht méglich, aber man
findet x = 2 als eine erste Nullstelle. Ob es weitere gibt, entscheiden wir nach der Funk-

tionsuntersuchung.

, . x? 2 . x? 1
Grenzwerte: Es ist f(.’lf) =2%. (1 — 5. 9@ — 2—36) =2". (1 — ﬁ — 235—_1), also:
x? 1
dm fle) = Jim 27 (= 5o~ ) =
—00 N e
—0 —0

lim f(z) = lim (2% —0,5 2% -2) = —cc.
T——00 T——00 = N —
—0 00

.CEQ

2
Ableitungen: f(x) = 2% — 5 2 =2 % —2, fl(x) =e"™2.In2 -2 =2"-In2 -z,
f"(z) = 2% -In*2 — 1. Wir untersuchen auf Nullstellen:

1
f(z) =0 <= 2% = oy & eln2= —In(In®2) = —2In(In2))
2In(In 2)

< =
. In2

~ 1,06.

£ wechselt an dieser Stelle sein Vorzeichen von — zu + (2% - In® 2 wiichst monoton), also
liegt hier eine Wendestelle von f. Diese ist zugleich eine Extremstelle von f’ (!), und zwar
eine Minimalstelle (da f’ vorher fillt und hinterher steigt). Also sind alle Werte von f’
groBer oder gleich dem Wert von f’ an dieser Minimalstelle

21In(In(2) N 2In(ln2) In2 = 2In(In2)
i —In?2- 2In(In2) —
I In2 ) nese + In2 n29 In2
1 2In(In2)
= ~ 0,39 > 0.
In 2 In 2 Y
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Alle Werte von f’ sind folglich positiv und f ist monoton wachsend. Damit kann f nur
die bereits oben gefundene Nullstelle x = 2 haben.

Skizze:
yl

i N
W
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