FT2 Vektorrechnung (Kg) 7. September 2006

Ubungen (V9)

1) a) Begriinden Sie fiir zwei beliebige Vektoren @, ¥ durch geeignete Rechnung mit dem
Skalarprodukt:
G+7La—7 < |a° =0 .
Erlautern Sie den Zusammenhang mit binomischen Formeln.
Formulieren Sie den geometrischen Inhalt dieser Aquivalenz in Worten.
Folgern Sie aus dieser Beziechung die nachfolgenden geometrischen Sachverhalte:
b) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (d. h. hat 4 gleichlange Seiten), wenn die
Diagonalen orthogonal zueinander sind.
c) Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn eine Seitenhalbierende die Gegenseite
senkrecht schneidet bzw. wenn eine Mittelsenkrechte durch den gegeniiberliegenden Eck-
punkt verlauft.
d) Ein Punkt P hat genau dann von zwei verschiedenen Punkten A, B denselben Abstand,
wenn er auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt.
e) Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks ist der Mittelpunkt des Um-
kreises.
f) Folgern Sie aus a) (mit Hilfe nebenstehender Skiz-
ze) den Satz des Thales:
Verbindet man die beiden Endpunkte eines Kreis-
durchmessers mit irgendeinem anderen Punkt des
Kreises, so erhdlt man ein rechtwinkliges Dreveck
mit dem Durchmesser als Hypotenuse.
g) Formulieren und begriinden Sie die Umkehrung - o
des Satzes des Thales. v

2) Berechnen Sie fiir das Dreieck mit den Eckpunkten A = (3, —1), B =(—1,1), C = (0,4)
a) den Schwerpunkt S,
b) den Hohenschnittpunkt H, sowie
c¢) den Umkreismittelpunkt M.
Fertigen Sie parallel zu Threr Rechnung eine saubere Skizze an.
3) Gegeben ist ein Dreieck mit den Eckpunkten A = (3,2), B = (8,2) und C = (6,6).
a) Zeigen Sie, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
b) Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass zwei Innenwinkel iibereinstimmen.
c) Beweisen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes den Sachverhalt aus b) allgemein fiir belie-
bige gleichschenklige Dreiecke.

S

=

4) a) Zeigen Sie durch konkrete Rechnung mit dem Skalarprodukt, dass fiir zwei gleichlange
Vektoren u, v # o der Vektor i + ' die Richtung der Winkelhalbierenden angibt.
b) Gegeben sei das Dreieck A = (=5, —1), B = (7,—10), C' = (7, 15). Zeigen Sie, dass sich
die drei Winkelhalbierenden in einem Punkt schneiden.
c) Es sei M dieser gemeinsame Schnittpunkt. [Zur Kontrolle: M = (2, 0).] Berechnen Sie die
Lote von M auf die drei Dreiecksseiten sowie die Abstéinde von M zu den Dreiecksseiten.
Was fillt Thnen auf?
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1) a) Es gilt

2

—

47 L 0—7 < 0= (I+0) * (G—0) = T » G~ » 4T » G—0 + 7 = |i]

—

P = |al=|7|.

_‘{)’
In Worten bedeutet dies: Zwei Vektoren sind genau dann gleich lang, wenn ihr Summen-
vektor senkrecht zum Differenzvektor ist.

b) Seien # und ¥ die linear unabhingigen Kantenvektoren eines Parallelogramms. Dann
sind @ — ¢ und @ + ¢ die Diagonalenvektoren und diese sind genau dann orthogonal, wenn
die Kantenvektoren @ und ¥ gleich lang sind, also eine Raute vorliegt.

¢) Sind 4 = AB und 7 = AC zwei Seitenvektoren eines Dreiecks, so ist v — @ = BC
Richtungsvektor der dritten Seite und %(ﬂ' + ) = AMpc Richtungsvektor der Seitenhal-
bierenden. Dann gilt geméi8 a)

1
U,V gleich lang <= v —uU LU+ 0 <= ¥—u L 5(71’4—17)

<= Dreiecksseite L Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte = Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte trifft gegeniiberliegende Ecke.

d) Dies ist eine Umformulierung von ¢), denn ein Punkt C hat von 2 Punkten A, B genau
dann den gleichen Abstand, wenn das Dreieck ABC' gleichschenklig ist. Nach ¢) ist dies
genau dann der Fall, wenn C' auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt.

e) Ist M der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten, so hat M von A, B und von B, C, also
von allen drei Punkten denselben Abstand. Damit ist M Mittelpunkt des Umkreises und
die dritte Mittelsenkrechte verlduft auch durch M.

f) Da der Punkt P auf dem Kreis liegt, sind die eingezeichneten Vektoren « und o gleich
lang, also sind die Vektoren ¢ + @ und ¢ — #, dies sind gerade die Kantenvektoren des
Dreiecks, orthogonal zueinander.

g) Es gilt umgekehrt:

Die Eckpunkte aller rechtwinkligen Dreiecke mit fester Hypotenuse liegen auf einem
Kreis.

Begriindung: Wenn die Kantenvektoren @ + ¢ und @ — ¢’ des Dreiecks orthogonal sind, dann
sind nach a) die Vektoren @ und ¢ gleich lang, d. h. der Eckpunkt hat vom Mittelpunkt der
Hypotenuse denselben Abstand wie die Endpunkte der Hypotenuse. Also liegt der Punkt
auf dem Kreis mit der Hypotenuse als Durchmesser.

2) a) Es ist

0% — m+@+m:§(2) = 5=

1
3 4

b) Wir wissen aus Ubung (8), Aufg. 4, dass sich alle drei Héhen in einem Punkt schneiden,
es geniigt also, den Schnittpunkt von zwei Hohen zu berechnen.

Hohe h, durch A:

Die Hohe h, ist die Gerade durch A mit einem Richtungsvektor n, L BC. Im 2-dimen-
sionalen Raum ist die Bestimmung eines Normalenvektors sehr einfach, denn es gilt stets

<Cbl) €L < _2 ) ; man vertauscht die Koordinaten und &ndert ein Vorzeichen.
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In diesem Fall ist BC = < ;) ), wir wahlen daher 77, = < N und erhalten als Parameter-

darstellung fiir h,:
Xeha<:>0_)<k:m+rﬁa:<_> ( )reR
Hoéhe hy durch B: )

Wir wahlen als Richtungsvektor 7, = < ) 1 AC = < und erhalten die Parameter-

darstellung
Xehb@)0720?—1—3%:(_1)—1—3(2)(36]%).
Schnittpunkt:
3 -3\ _ (-1 5 _ _ - _
<_1>+r< 1)—( 1)—1—3(3) < 3Ir+5s=4 AN —r+3s=

1 11
<— r=35+2 A 14s+6 =4 <~— s:—? A r:7.

Der Héhenschnittpunkt H ist gegeben durch

on-(4)-3)- () = n-c 2

YA
Mg )
M5 é
ha ..................... 1
hy ;
me A .......

¢) Nach der vorangehenden Aufgabe miissen wir den Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten
bestimmen. Diese haben dieselben Richtungsvektoren wie die Hohen, verlaufen aber durch
die Mittelpunkte der Seiten:

V.V _1

Xem, < W:0M30+rﬁa:%(@+@)+rﬁa:< §>+r<—?>7
2
- 1 3

Xemy, < O7=OMA0+Tﬁb=§(Oj+O?)+rﬁb: <§> +$<5>'
2
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Schnittpunkt:

— 3\
— r=3s—1 A 14 3—2<:>—1/\—11
r=23s s = $=11 T=—Tr

1 /5 2 13 12
— = M= (= 2.
>+14<3> (g M=)

3) a) Wir berechnen die Liangen der drei Dreiecksseiten:

O O L o e

N N|wW

>—|—3<5> < 3r+5s=-2 AN —r+3s=1

N[Ot N[

N N|w

-

4

Damit sind die Dreiecksseiten durch A gleich lang.
b) Wir berechnen die (Cosinuswerte der) Winkel 5 bei B und v bei C:

BA .« BC 10 11
cos(f3) = ‘EHW‘ _5.2\/3:%:3.\/3,
cos(y) = CA.CB 10 ! 1\/3

el ] S

Damit stimmen die Cosinuswerte, also auch die Winkel iiberein.

c) Gegeben ein gleichschenkliges Dreieck ABC'. Seien u = AB und v = AC die gleich langen
Seitenvektoren; dann ist BC = v — u der dritte Seitenvektor des Dreiecks. Wir zeigen nun,
dass der Winkel 8 bei B, der gebildet wird von den Vektoren —u und v — u (Skizze!),
tibereinstimmt mit dem Winkel v bei C, der gebildet wird von —v und u — v:

cos(3) = (—u)s(v—u) —u'v—i—\u\Q
[—ul-fo—ul ful-|o—ul
cos(7) = (-v) s (u—v) _ —u v+ v
=l Ju—of o] o -
Wegen |u| = |v| stimmen beide Briiche in Z&hler und Nenner iiberein. Bei gleichen Cosi-

nuswerten sind folglich auch die Winkel identisch: § = ~.

4) a) Wir zeigen, dass der Winkel a zwischen @ und @ + ¢ mit dem Winkel 8 zwischen ¥
und @ + ¥ iibereinstimmt. Da 4, ¥ linear unabhéingig sind, kann keiner der Vektoren der
Nullvektor sein, so dass definitionsgeméf gilt:

cos(a) = M , cos(f) = v (@+7)
|l - i + v o] - |a@+ ]
Wegen |i| = |0] stimmen die Nenner beider Briiche iiberein. Die Zdhler @ * (4 + ¥) = 4 *

G+a@s0=|d*+@+Tund T (@+7) =7~ i+ |5]° sind aus demselben Grunde (und
wegen der Kommutativitidt des Skalarproduktes) identisch.

b) Winkelhalbierende durch A:

Wir berechnen zunichst die von A ausgehenden Seitenvektoren und bestimmen positive
Vielfache gleicher Lange 1:

1 1
uzﬁz<_1§), lu] = /T4 + 81 = 15, u':—-<_1£2)>: -(_3),

15 5
_ A (12 _ _ 1 12y _1 (3
v_ﬁ_<16), o] = VIIIF 256 =20, o' = 5 (16)_5 <4),
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Als Richtungsvektor der Winkelhalbierenden durch A kénnen wir also geméfl a) wéhlen:

VR 1 4 3 1 7 : 7
/ / . _ . —
U + U =z (( 3>+<4>>—5 <1> bzw. einfacher w4 <1 .

Damit erhalten wir als eine mégliche Parameterdarstellung fiir die Winkelhalbierende durch
A:

Winkelhalbierende durch A: OX = OA + rwy = < :?) L. <I) )

Genauso verfahren wir mit den anderen Eckpunkten.
Eckpunkt B:

Eckpunkt C:

O_XZ:R‘JFt-wC:( 7)—1—75-(:1).

Man berechnet nun wie iiblich den Schnittpunkt zweier Winkelhalbierender (etwa der durch
A und durch B, Ergebnis wie angegeben) und iiberpriift dann, ob dieser auf der dritten
Winkelhalbierenden liegt.

c¢) Wir berechnen die FuBpunkte der Lote von M auf die Dreiecksseiten g(A, B) bzw. g(A, C)
bzw. g(B, C). Dazu bendtigen wir zunéchst Parameterdarstellungen fiir diese Geraden. Wir
benuzten O = M:

X € (A, B) — m:m+r.m:<:7>+r-<12),

1 -9
X €g(A,C) & MX=MA+s-AC = <:I>+S<¥s>’
X e€g(B,C) & MX=MB+t-BC = (_18>+t-<22>.

Bestimmmungen des Lotfulpunktes X € g(A, B) und des Abstandes d(M, X):

w8 () (D) (4] o o

we-(3)+(45)-(2)
dM,X)=v9+16=5
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Bestimmmungen des Lotfulpunktes X € g(A, C) und des Abstandes d(M, X):

MX L AC ((j>+4r-<i>)-<i):o — r:i

- (9)-(3)- ()

d(M,X)=V16+9=5.

Bestimmmungen des Lotfulpunktes X € g(B,C) und des Abstandes d(M, X):

MX 1 BC < ((_18)+25r-<(1)>) . (‘1)

= () eof8) = (3).

d(M,X)=5.

0 < 2
= T ==
5

Es féllt auf, dass alle Absténde gleich sind. Der Kreis um M mit dem Radius 5 verlauft
also durch alle Lotfulpunkte. Der Kreis beriihrt alle drei Seiten des Dreiecks, dies ist der

Inkreis.
Anmerkung:

1. Mit der Hesse’schen Abstandsformel lisst sich der Abstand schneller berechnen. (Ubung!)
2. Wie der Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten der Umkreismittelpunkt ist, so ist der
Schnittpunkt aller Winkelhalbierenden der Inkreismittelpunkt. Man zeigt dazu, dass ein
Punkt genau dann auf einer Winkelhalbierenden liegt, wenn er von beiden Schenkeln des
Winkels denselben Abstand hat. Daraus folgt dann, dass der Schnittpunkt zweier Winkel-
halbierenden auch auf der dritten liegt und der Mittelpunkt eines Kreises ist, der alle drei

Seiten beriihrt.
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