AT3 Mechanik (Kg) 12. Februar 2007

1)

Ubungen (M4)

a) Was versteht man unter der Neigung einer schiefen Ebene?

b) Wie berechnet sich die Hangabtriebskraft eines Korpers aus seinem Gewicht und
der Neigung der schiefen Ebene?

c) Ein Kohlewagen von 1t Masse erfihrt auf ebener Strecke eine Reibungskraft von
50N. Wie grof§ ist der Rollreibungskoeffizient? Wie grofl miisste die Neigung der
Schienenstrecke sein, damit der Wagen — einmal in Bewegung gesetzt — unveriandert
weiterrollt?

Ein Holzblock von 2kg Masse wird iiber ein horizontal liegendes Brett von 2m
Lénge verschoben.

a) Welche Kraft und welche Energie sind nétig, um den Koérper vom Anfang bis
zum Ende des Brettes zu verschieben? Wo ‘bleibt’ diese Energie?

b) Das Brett wird am Ende um 50 cm angehoben. Beantworten Sie jetzt erneut die
Fragen von a).

Gegeben ist eine Doppelrampe wie skizziert. Sie habe eine Hohe von h = 2m und

Léngen [; = 4m sowie lo = 2,8 m. Auf ihr sind zwei Massen mit einem Seil iiber
eine (reibungsfreie) Rolle miteinander verbunden.

a) In welche Richtung wird dieses Gespann gezogen, wenn mj = 500g und mgy =
300 g ist? Wie grof§ ist diese resultierende Kraft?

b) Beide Massen und die Rampe seien aus Holz gefertigt. Wie grofi kann die Masse
meo maximal sein, so dass das Gespann noch in Ruhe bleibt?

c) Beide Holzklotze werden mit Réddern versehen, wodurch sich ihre Masse jeweils
um 50 g erhoht. Setzt sich das Gespann in Bewegung?

In nachfolgender Skizze sind 2 Massen iiber eine (reibungsfreie) Rolle verbunden.

l h

ma

Der Reibungskoeffizient fiir die Bewegung der Masse m; auf der schiefen Ebene
sei u. Es sei mo die kleinste Masse, die ohne weiteren Krafteinsatz die Masse m;
hochziehen kann.

a) Zeigen Sie, dass ma zu m; proportional ist und bestimmen Sie den Proportio-
nalitédtsfaktor.

b) Wie dndert sich dieser Proportionalitétsfaktor bei wachsender Neigung der schie-
fen Ebene von n = 0 bis n = 1 und konstantem pu?

c) Wie éndert er sich bei konstanter Neigung in Abhéngigkeit von pu?

Reibungszahlen fiir Holz auf Holz:
pGleit = 0,3, pmate = 0,5,  pron = 0,005.
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1) a) Unter der Neigung einer schiefen Ebene verstehen wir hier das Verhéltnis von
Hohe h zur Léange | der schiefen Ebene. (Dies ist nicht der Anstieg!).
b) Die Hangabtriebskraft Fy ist das Produkt aus Gewicht Fg und Neigung der
schiefen Ebene: Fy = % - Fg.
Zusatz: Diese Beziehung lésst sich unmittelbar aus dem Satz von der Energieerhal-
tung ablesen: Um einen Kérper vom Fufle der schiefen Ebene nach oben zu bringen,
kann man ihn entweder direkt hochheben (Arbeitsaufwand Gewicht mal Hubhohe
Fg - h) oder ihn iiber die (reibungsfreie) Ebene hochziehen (Arbeitsaufwand Hang-
abtriebskraft mal Lénge der Ebene Fy - [). Nach dem Satz von der Erhaltung der
Energie sind beide Energien gleich:

g
Fg-h=Fy-1, und daher: — = — .
Fe 1

c) Auf ebener Strecke ist die Normalkraft gleich der Gewichtskraft, also

Fr Fr 50N
Fr=pr FN=pr-Fo == pup= 2= "R _
k= HROIN = HREG "7 Fa T mg 1000kg- 981 &

=51-1073.

Damit der Wagen ungehindert weiterrollt, muss er insgesamt kréftefrei sein, die Rei-
bungskraft muss gleich der Hangabtriebskraft sein. Wenn man wegen der geringen
Neigung die Anderung der Normalkraft vernachléssigt, ergibt sich ndherungsweise

h h
Fr = Fy — ,UR‘FGZT‘FG <~ ,URZT.

Die Neigung muss gleich dem Reibungskoeffizienten sein. Die Neigung betrégt also
0,51%. Dies bedeutet ein Gefille von 5,1 mm auf 1 m oder 5,1 m auf 1km.

Wir wollen nun genauer rechnen und auch die Anderung der Normalkraft auf der
schiefen Ebene berticksichtigen. Es gilt (mit n = % und Fy = nFg)

FR+Ff=F3 < Fi=F%-n> F§ < Fx=+1-n? Fg
und daher

nkFg = Fr = pFn = p/1 —n2Fg < n=pu\v1—n?

= n2=p2(1-n?) = n2(1+p2) =pu® & n= L

1+ 2
Dies ergibt den (nur unwesentlich genaueren) Wert

L 5,1-1073
n = =
V1dp2 /1425981076
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2) a) Wihrend der Verschiebung des Holzblockes muss die Gleitreibungskraft Feit =
aleit - Fiv aufgebracht werden. Da das Brett horizontal liegt, ist die Normalkraft
gleich der Gewichtskraft und man erhéalt

N
FGieit = pcteit - Fo = paleit -m-g = 0,3 - 2kg - 9,81 ke =59N.

Als notwendige Energie ergibt sich daraus
W = Fgleit -l =59N-2m =11,8J.

Diese Energie wird in Reibungswérme umgewandelt und ist somit fiir den mecha-
nischen Prozess ‘verloren’.

b) Die entstandene schiefe Ebene hat die Hohe h = 50 cm. Die Lénge der schiefen
Ebene ist die Brettlange [ = 2m. Auf der schiefen Ebene muss man zusétzlich zur
Reibungskraft die Hangabtriebskraft Fy; aufbringen:

Fzug = Faieit + Fu = paleit - Fn +n - Fg .

Hierbei ist n = % = S0cm _ % die Neigung der schiefen Ebene.

Da die Hangabtriebskrn;ift und die Normalkraft senkrecht zueinander wirken und
als Resultierende die Gewichtskraft haben, gilt nach dem Satz des Pythagoras

[0 o / 1
FN: Fé—FI_QI:Fg~\/1—’n2: 1_E'FG:O797‘FG-

Fiir die notwendige Zugkraft ergibt sich so

1
Frug = (et - V1 —n2+n) - Fo = (03 /1 - +0.25) -m - g = 10.6N

und damit als benétigter Energieaufwand
W = Fzue -l =106 N-2m = 21,2 J.

Diese Energie ist aber nur zum Teil in Warme umgewandelt, ein Teil ist in Lage-
energie gespeichert: W =m-.g-h = 2kg-9,81 E—g -50cm = 9,81 J. Der Warmeverlust
betrigt hier also geringfiigig weniger als in a): 21,2J —9,81J = 11,4 J. Die Reduk-
tion betrigt gerade 3%, da die Normalkraft um diesen Anteil gesunken ist.

3) a) Die Hangabtriebskriifte auf den Rampen seien Fi p und Fs g:

Also m m
1 2

Fl,H>F2,H <~ Z—>Z— <~ mq-la>mo-ly.
1 2

Mit den gegebenen Werten folgt: Fy y > F5 p: Das Gespann wird nach links gezo-
gen. Die resultierende Kraft ist
mp Mg N 05kg 0,3kg

F:Fl,H_FQ,H:h‘g'(T_g)ZQm'gﬁlk_'(4m 53m

) =0,35N.
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c¢)(!) Die Massen erhohen sich auf m; = 550 g und ms = 350g. Die Resultierende
der Hangabtriebskréfte ist

N
Fiu— Fou = migniy —magng = 9,81 @ -(0,55kg - 0,5 —0,35kg - 0,71) = 0,25 N.

Die Rollreibungskrifte betragen zusammen
Fr = pRron-g- (m1-0,874+m2-0,7) = 0,005-9,81-(0,55-0,87+0,35-0,7) N = 0,04 N

Da die Resultierende der Hangabtriebskréfte (deutlich) grofier als die Rollreibungs-
kraft ist, setzt sich das Gespann (nach links) in Bewegung.

[Hinweis: Die Endergebnisse sind nicht mit den gerundeten Zwischenergebnissen
ermittelt worden, sondern es wurde immer die volle Rechnergenauigkeit benutzt.|
b) Da nach der grofiten Masse mo gefragt ist, bis zu der keine Bewegung erfolgt,
wird bei groflerem mso eine Bewegung beginnen, und diese muss dann in Richtung
von my (!) verlaufen. Die Ursache einer solchen Bewegung ist die in Richtung ms
wirkende resultierende Kraft aus den beiden Hangabtriebskréften, also F» g — F1 u
(). Die kleinste Kraft, ab der Bewegung auftritt ist die der Haftreibungskraft fiir
das Gespann; sie betrigt (mit g = ppag = 0,5):

Fragg = po- (Fix + Fox) = pg - (\/1—n3-mi+ /1 —n3-ma).

Also erhalten wir folgende Bedingung;:

Fou—Fiu=pFix+ FanN)

— m2g~n2—m1g~n1:,ug<m1~\/1—n%+m2~\/l—n%)

— m2~(n2—,u\/1—n§) :m1~(n1+,u\/1—n%)
M +py/1—n?

ng — /1 —n3

<< Mo =My

Mit den angegebenen Maflen der beiden Rampen erhélt man die Neigungen

h  2m 1 h 2m 071
n = — —— = — = — = o
YU T am 20 T L T 28m
und daraus dann die Bedingung
0,54 0,5-0,87
— . ? ? ’ = . 2 = 12 .
ma = mi 0710507 500 g - 2,56 80,3 ¢g

4) a) Die Bedingung an die Masse my lautet: Das Gewicht F» ¢ muss die Hangab-
triebskraft Fy g sowie die Reibungskraft F'y g der Masse m; ausgleichen:

Bag=Fu+hgr.
Nun gelten folgende Proportionalitéten:
Fiu~Fig~m und Fir~Fin~Fig~m.
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Sind zwei Groflen A, B zu derselben Groflie C' proportional, so ist auch ihre Summe
A + B dazu proportional: A~ C, B~C = A+ B~ (. Also folgt hier:

mo~Iyg=Fu+Fr~m.

Ist n = % die Neigung der schiefen Ebene, so gilt

meg=Fog=Fiu+Fir=n-mg+pv1l—n? myg,

also m

2 —n+pV1—n2.

my
b) Sei C = n + pv/1 —n? dieser Proportionalitiatsfaktor. Fiir n = 0 (die ‘schie-
fe’ Ebene verlduft horizontal) erhdlt man C' = u: das Massenverhéltnis gibt den
Reibungskoeffizienten an. Wichst n, so wichst zunéchst') auch C' und nimmt fiir
n = 1 (die ‘schiefe’ Ebene ist dann vertikal, die beiden Massen hidngen an einer
Rolle) den Wert C' = 1 an: Die beiden Massen miissen gleich sein.
c) Bei festem n wichst der Proportionalititsfaktor linear mit p. Fir p = 0 ist
C = n: das Massenverhiltnis bei einer reibungsfreien Ebene gibt die Neigung an.
Mit wachsendem g wiichst auch C; der Steigungsfaktor ist v/1 — n?, der Proportio-
nalitdtsfaktor zwischen Normal- und Gewichtskraft.

U Eine genauere Untersuchung erfordert Kenntnisse der Differentialrechnung. Sie

zeigt, dass C' fiir n = \/ﬁ seinen grofiten Wert C' = /1 + 2 annimmt und dann

wieder sinkt bis zu C' = 1 fiir n = 1. Die nachfolgenden Graphen zeigen den Verlauf
von C' = n+ uv1 —n? in Abhéingigkeit von der Neigung n fiir verschiedene Werte von
w=0,0.1,...,1.0:

C

Die querlaufende Kurve markiert die Lage der Maximalpunkte der jeweiligen Kurven.
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