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Aufgabe 1. Zeigen Sie direkt aus der Definition der Lie-Ableitung, daß für Vektorfelder X,Y

auf einer Mannigfaltigkeit M und ϕ ∈ C∞(M) gilt

LX (ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕLXY.

Bemerkung. Die Identität LXY = [X,Y ] darf bei diesem Beweis nicht verwendet werden, da

wir die obige Gleichung benötigen, um diese Identität herzuleiten.

Aufgabe 2. Seien X = ∂x und Y = x∂y Vektorfelder auf M = R2.

(a) Bestimmen Sie den Fluß φt und ψt von X bzw. Y .

(b) Für p ∈M setze

βp(t) = ψ−
√

t φ−
√

t ψ
√

t φ
√

t (p).

Verifizieren Sie, daß für ϕ ∈ C∞(M) gilt

lim
t→0

ϕ (βp(t))− ϕ (βp(0))
t

= [X,Y ]p ϕ.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, daß diese Identität für beliebige M,X, Y, ϕ gilt.

Aufgabe 3. Sei f ∈ C∞
(
Rm+1

)
mit gradf 6= 0 auf M := {f = 0}. Dann ist M eine Unterman-

nigfaltigkeit von Rm+1. Schreibe n =
gradf
||gradf ||

. Für Vektorfelder X,Y auf M , setze

DXY = DRm+1

X Y − 〈DRm+1

X Y,n〉n.

Hier bezeichnet DRm+1
die gewöhnliche Richtungsableitung auf Rm+1. Zeigen Sie, daß DXY eine

kovariante Ableitung auf M definiert.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, daß die kovariante Ableitung für m = 2 die Ableitungsgleichungen

(Satz 3.4(a)) liefert.

Aufgabe 4. Eine m−dimensionale Mannigfaltigkeit M heißt parallelisierbar, falls es m Vektor-

felder X1, . . . , Xm auf M gibt, so daß X1(p), . . . , Xm(p) eine Basis von TpM ist für jeden Punkt

p ∈M . Zeigen Sie, daß Rm, S1, S3 und der 2−Torus T 2 parallelisierbar sind. Ist S2 parallelisierbar?
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