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Elementare Differentialgeometrie

Ubungsblatt 3

Seien av und 3 zwei reguliire parametrisierte Raumkurven, definiert auf einem Intervall (a,b). Die
Kurve 3 heifit eine Evolvente von «, falls fiir jedes t € (a,b) gilt: B(t) liegt auf der Tangente
von « in a(t), und die Tangenten von ac und 8 in a(t) bzw. B3(t) sind orthogonal zueinander. Die

Kurve 3 heifit eine Evolute von «, falls a eine Evolvente von 3 ist.
Aufgabe 1. Sei a(s) eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Raumkurve.
(a) Zeichne qualitativ die Evolvente fiir eine typische ebene Kurve (siehe dazu auch (b)).

(b) Falls 3 eine Evolvente von « ist, so gilt
B(s) = a(s) + (¢ —5) T(s),
wobei ¢ eine Konstante ist und T = «o’. Beachte: s ist i. a. nicht die Bogenlinge fiir 3.

(c¢) Unter welchen Bedingungen ist a(s)+(c — s) T eine regulidre Kurve und damit eine Evolvente

von o?

Wegen (b) ist | — 3| ein Maf fiir die Bogenlédnge auf . Daher 148t sich 3 konstruieren, indem

man einen Faden von der Kurve o« abwickelt.

Aufgabe 2. Die Zykloide ist die ebene Kurve
z(t) = a(t+sint)
y(t) = a(l—cost)

(a) Die Zykloide ist die Kurve, die ein Punkt auf dem Rand eines Rades vom Radius a beschreibt,
das auf der Gerade y = 2a abrollt, wobei fiir ¢ = 0 der genannte Punkt in (x,y) = (0,0)
liegt.

(b) Berechnen Sie die Bogenlidnge der Zykloide auf dem Zeitintervall [0, ¢].

(c¢) Berechnen Sie explizit die Evolvente der Zykloide (durch Verwendung von Aufgabe 1(b) —
beachten Sie, daf ¢ nicht die Bogenlénge ist). Zeigen Sie damit explizit, daf diese Evolvente

wieder eine Zykloide ist.

Bemerkung. Diese Konstruktion spielte eine wichtige Rolle in Christian Huygens’ (1629 — 1695)

Konstruktion einer Pendeluhr von hoher Prézision.



Aufgabe 3. Betrachten Sie die 2—Sphére
S?={(z,y,2) eR®: 2? + 9> + 22 =1}.

Die Gerade durch (u,v,0) € R? C R? und (0,0, 1) schneidet S? in einem weiteren Punkt. Dieser

sel mit x(u,v) bezeichnet.

(u,v,0)

Berechnen Sie x(u,v) und zeigen Sie, dal x: R? — R3 ein parametrisiertes Flichenstiick ist.
Die zu x inverse Abbildung S?\ {(0,0,1)} — R? heiit stereographische Projektion.

Aufgabe 4. Die Sphire S? 148t sich durch zwei Flichenstiicke vollstéindig beschreiben, z.B.
mittels stereographischer Projektion von Nord- bzw. Siidpol (0,0,+1). Berechnen Sie die Koor-
dinatentransformation zwischen diesen beiden Flichenstiicken und zeigen Sie damit, daB S eine
Fliche ist.
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