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Aufgabe 1. Man betrachte eine Kurve in der (r, z)—Ebene gegeben durch a(t) = (r(t), z(t)) fiir
t € (a,b) mit r(t) > 0. Wenn diese um die z—Achse gedreht wird, erhalten wir eine Rotations-
fliche. Diese Fliche kdonnen wir wie folgt parametrisieren. Dazu ist es niitzlich, die Parameter ¢
und ¢ zu verwenden, wobei ¢ die Position auf der Kurve bestimmt und ¢ den Drehwinkel. Dann

konnen wir definieren
x(t,p) = (r(t) cosp,r(t)sinp, z(t)) firt € (a,b) und ¢ € (0,27).
Die t—Kurven heiflen Meridiane und die ¢—Kurven Breitenkreise.

(a) Zeigen Sie, dal x ein parametrisches Flichenstiick ist, falls a reguléir und injektiv ist. Be-

rechnen Sie x; = 0x/0t, x3 = 0x/J¢ und den Einheitsnormalenvektor n.

(b) Betrachten Sie die zu a(t) = (r(t),2(t)) = (2+ cost,sint) gehorende Rotationsflache fiir
t € (—m, 7). Zeigen Sie, daff die Bedingungen aus (a) erfiillt sind, und beschreiben Sie die
dort genannten Groflen explizit. Wie sieht diese Flidche aus? Beschreiben Sie ihre Meridiane

und Breitenkreise in parametrisierter Form.

(¢) Berechnen Sie die metrischen Koeffizienten einer Rotationsfléche.

Aufgabe 2. Betrachten Sie das parametrische Flichenstiick
X(7“7<P): (TCOS%T’Sin%T)y TER—i_,(PE (0727'1')

Bestimmen Sie die Komponenten des metrischen Tensors (g;;). Sei a(t) die Kurve in diesem
Flichenstiick, die im Parameterbereich gegeben ist durch 7(t) = e*(©t9/2 und o(t) = t/v/2, mit
t € [0, 7] und einer Konstanten 6. Berechnen Sie die Linge dieser Kurve und zeigen Sie, daf} 6 der

Winkel zwischen der Kurve a(t) und den Kurven ¢ = konst. auf dem Flidchenstiick ist.

Fiir ein Fliachenstiick x: U — R? bezeichne n den Einheitsnormalenvektor. Setze
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Dann ist die zweite Fundamentalform
L;j := (x;5,n).
Bezeichnet man die Inverse zu (g;;) mit (¢**), so sind die Christoffelsymbole durch
ek

I} = (xij,X¢)g

gegeben.



Aufgabe 3. Sei f: V — U eine Koordinatentransformation. Mit L;;, Ffj seien die zweite Funda-
mentalform bzw. die Christoffelsymbole des Flichenstiicks x: U — R3 bezeichnet, mit faﬁ,f;ﬁ

die entsprechenden Groen fiir y: V — R?, wobei y = x o f. Zeigen Sie:
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aui) transformiert sich L;; wie g;;:

(a) Bis auf das Vorzeichen von det (
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(b) Die Christoffelsymbole transformieren sich wie folgt:
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Aufgabe 4. Sei 7 eine Kurve mit Spur auf S. Zeigen Sie:
(a) k, ist konstant.
(b) Ist k4 konstant, dann ist « ein Kreis.

c) Ist ~ eine Geodéitische, d.h. k, = 0, dann ist v ein Groflkreis.
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Bonusaufgabe. (a) Fiihren Sie die Berechnungen der Beispiele (1) bis (4) Abschnitt 3.3 der

Vorlesung aus.

(b) Zeigen Sie, da3 der Flicheninhalt unabhingig von der Wahl der lokalen Parametrisierung
der Fliche ist.

(c) Zeigen Sie: A(S?) = 4r.

(d) Berechnen Sie L;j, Ffj fiir S? in Kugelkoordinaten (siche Beispiel (2) Abschnitt 3.1).
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