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Aufgabe 1. Sei D ein dichter Unterraum des normierten Raumes X, Y ein Banachraum und
T: D — Y ein linearer beschriinkter Operator. Konstruieren Sie eine normgleiche stetige Fortset-
rung T: X — Y von T, d.h. es gelte T |p = T und ||T]| = ||T].

Aufgabe 2. Seien X und Y Banachrdume und 7': X — Y ein linearer beschriankter Operator.
Der Operator T ist kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel in X unter 7" relativ-kompakt ist.

Zeigen Sie:
(a) Hat T endlich-dimensionales Bild, so ist T' kompakt.

(b) SeiT,,: X — Y eine Folge kompakter Operatoren mit ||7,, — T'|| — 0. Dann ist T kompakt.

Aufgabe 3. Fiir t € R sei ein Operator K*: § — § durch (K'u)e := (1 + |§|2)tu§ erklért.

Zeigen Sie:
(a) Fiir alle s € R ist K* eine Isometrie Hy — Hq_o; mit Inverser K .
(b) Fiir alle s € R und u,v € Hy gilt (u,v)s = (u, K'v)s_y = (K'u,v)s_4.
(c) K{(P)C P
(d) Fiir alle p € Pund £ =0,1,2,... gilt
Kego = (1 + A)écp
fiir den standard Laplace-Operator A = — (07 + ... + 92) auf R™.
(e) Fir u € Hyyy gilt

llulls4e = sup M .
veH, o0 |[V]ls—t



Aufgabe 4. Seien t; < s <ty und a,e > 0 reelle Zahlen. Zeigen Sie:
(a) T<a 4 (3)"
(b) Peter-Paul Ungleichung: Fiir alle u € Hy, gilt

lully < ellull?, + c(@)lull?,

mit ¢(e) = e(tr=5)/(t2=9),
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