
SS 2012 Dr. Kai Zehmisch

Geometrische Analysis
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Aufgabe 1. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf P und fν eine Folge, die in P gegen 0

konvergiert, d.h. ‖fν‖Ck −→ 0 für alle k ∈ N. Sei uν eine Folge in P von Lösungen von Luν = fν ,

die in H0 gegen 0 konvergiert. Zeigen Sie

‖uν‖Ck −→ 0

für alle k ∈ N.

Aufgabe 2. Sei P`(ξ) das Hauptsymbol eines elliptischen periodischen Differentialoperators.

Zeigen Sie: Es gibt positive Konstanten c, C, so daß für alle (x, ξ, v) ∈ Tn × Rn × Rm gilt:

c‖ξ‖`‖v‖ ≤ |P`(ξ)(x) · v| ≤ C‖ξ‖`‖v‖ ,

wobei ‖ξ‖ und ‖v‖ die Euklidischen Normen bezeichnen. Kann man die Periodizität dabei weg-

lassen?

Aufgabe 3. Sei V ein endlich-dimensionaler orientierter reeller Vektorraum versehen mit einem

Skalarprodukt 〈 . , . 〉. Sei α1, . . . , αn eine positiv orientierte Basis von V ∗ und

g = det(gij) und gij = 〈αi, αj〉 .

Zeigen Sie unter Verwendung der Ergebnisse von Blatt 11 Aufgabe 3, wie zum Beispiel

∗(1) =
1
√
g
α1 ∧ . . . ∧ αn ,

und durch eine geeignete Wahl einer ON-Basis:

∗α1 =
1
√
g

n∑
j=1

(−1)j+1g1jα1 ∧ . . . ∧ α̂j ∧ . . . ∧ αn .

Beweisen Sie
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∣∣∣∣∣α1 ∧ . . . ∧ α̂j1 ∧ . . . ∧ α̂j2 ∧ . . . ∧ αn ,

wobei σ die Permutation (j1j21 . . . ĵ1 . . . ĵ2 . . . n) ist. Finden Sie einen Entwicklungssatz durch

geeignete Kofaktoren für ∗(α1∧. . .∧αk), indem Sie das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-

Schmidt auf α1, . . . , αn anwenden.



Aufgabe 4. Zeigen Sie (43), d.h. zeigen Sie: für einen periodischen Differentialoperator L der

Ordnung ` gibt es eine positive Konstante c, so daß∣∣∣〈L(f2u), Lu
〉
s
−
∥∥L(fu)

∥∥2
s

∣∣∣ ≤ c‖u‖s+`‖u‖s+`−1
gilt für alle f ∈ C∞(Tn,R), s ∈ Z und u ∈ Hs+`.
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