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Aufgabe 1. Seiw: Vx...xV — R eine k-multilineare Abbildung auf einem reellen Vektorraum

V. Dann sind dquivalent:

(a) w ist alternierend,

(b) w(v1,...,v5) = —w(V1,...,0j,...,05...,05) fir ¢ <j,
(¢) w(vy,...,v;) =0 fur linear abhéngige Vektoren vq,...,v; € V,
(d) w(vi,...,vx) =0 fur Vektoren vq,...,v; € V, wobei mindestens zwei der v; gleich sind.

Zeigen Sie dariiberhinaus, dafl id* = id und (f o g)* = g* o f* fiir lineare Abbildungen f: V — W
und g: U - V.

Aufgabe 2. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und v € V. Die innere Multi-

plikation mit v ist ein Endomorphismus auf der &uleren Algebra AV* vom Grad —1, der durch

i VS ALY

w — LW
definiert wird, wobei
tyw(Va, ..., V) = w(v,va,. .., V)
fir alle vo,...,v, € V. Zeigen Sie, daB i, eine Antiderivation ist, d.h. da8 fiir w € A*V* und

o € A'V* stets
iv(WA o) =iywAo+ (—=1)*w i

gilt.

Aufgabe 3.

(a) Vergleichen Sie das Kreuzprodukt zweier Vektoren im R3 mit dem #uBeren Produkt zweier

geeigneter 1-Formen auf R3. Kann man das Skalarprodukt auf R3 in einer dhnlichen Weise

darstellen?

(b) Die 1-Formen wy,...,wy sind genau dann linear unabhéngig, wenn wy A ... Awy # 0.

(¢) Cartan-Lemma: Seien wy,...,wy linear unabhéngige 1-Formen auf dem n-dimensionalen
Vektorraum V. Seien o1, ...,0, 1-Formen auf V fiir die

wiNor+...+wg Ao, =0

gilt. Dann gibt es reelle Zahlen a;; = a;; mit o; = Z?Zl a;;wj fiir alle .



Aufgabe 4. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Jede (n — 1)-Form w auf V ist zerlegbar, d.h. es gibt 1-Formen wy,...,w,—1 auf V mit

w=wi NA...\Nwp_1.

(b) Fiir eine 2-Form w auf V ist der Rang die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl » mit w” # 0
(hier ist w” die r-fache #ufere Potenz von w) aber w™*! = 0. Ist w eine solche 2-Form vom

Rang r, dann gibt es eine Basis €1,...,6, von V* mit w = g1 Aeg+e3Aeq+ ... +€9,-1 Aoy

Hat w den Rang n/2, so heifit w auch eine symplektische From.

Bonusaufgabe. Eine Teilmenge M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U von a in R™ und glatte Funktionen
fi,--y fu—k: U — R gibt, so dafl

) MNU={zeU| fi(z)=...= fu_r(z) =0} und
(ii) der Rang der Jacobischen Jy(a) zu (fi,..., fa—k): U — R"F gleich n — k ist.
Zeigen Sie:

(a) (ii) ist dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit von V fi(a),...,Vfn_x(a), bzw. zu
dfr(a) Ao Ndfni(a) # 0

(b) und M ist eine Mannigfaltigkeit.
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