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Dies ist eine kurze Zusammenfassung zum Thema Tensorprodukte von kG-Moduln
der für die folgende Vorträge notwendige Vorraussetzungen enthält. Detaillierte
Hintergründe zu Tensorprodukten und Dualen ist in § B.1 und § B.3 von [FH91] zu
finden. Im folgenden sei G eine endliche Gruppe, k ein Körper mit Charakteristik
null und kG die Gruppenalgebra. Weiterhin sind alle kG-Moduln endlich erzeugte
k-Vectorräume. Seien U und V kG-Moduln und bezeichne mit ”·” die Operation von
kG auf U und V . Wir bezeichnen mit Hom(U, V ) = Homk(U, V ) den Vekttorraum
der linearen Abbildungen von U nach V , also

Hom(U, V ) = {φ : U → V | φ(u+u′) = φ(u)+φ(u′), φ(cu) = cφ(u) ∀u, u′ ∈ U, c ∈ k}

Definition 1. Der Vektorraum der kG-Modulhomomorphismen ist definiert als

Hom
kG

(U, V ) := {φ ∈ Hom
k

(U, V ) | φ(a · u) = a · φ(u) ∀u ∈ U, a ∈ kG}.

Es gilt ausserdem, dass HomkG(U, V ) ein kG-Modul ist: die Addition ist gegeben
durch (φ + ψ)(u) = φ(u) + ψ(u) für u ∈ U und φ, ψ ∈ HomkG(U, V ) und die kG-
Operation ist definiert als (a · φ)(u) = a · (φ(u)) = φ(a · u), a ∈ kG.

Definition 2. Sei U × V das kartesische Produkt der Vektorräume U und V . Das
Tensorprodukt U ⊗k V ist ein kG-Modul definiert durch die Abbildung

η : U × V → U ⊗k V

mit folgenden Eigenschaften

• η(u+ u′, v) = η(u, v) + η(u′, v) für u, u′ ∈ U und v ∈ V ,
• η(u, v + v′) = η(u, v) + η(u, v′) für u ∈ U und v, v′ ∈ V ,
• η(uc, v) = η(u, cv) für u ∈ U, v ∈ V und c ∈ k,

mit anderen Worten η ist bilinear. Die Modulstruktur ist gegeben durch

g · (u⊗ v) = (g · u⊗ g · v) ∀u ∈ U, v ∈ V, g ∈ G.

Des weiteren muss gelten, dass für alle kG-Moduln M und Abbildungen f : U×V →
M die ebenfalls obige Eigenschaften erfüllen, ein α : U ⊗k V →M existiert, so dass
folgenden diagramm kommutiert:

U × V U ⊗k V

M

∀f ∃!α

η
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Wir schreiben u ⊗ v = η(u, v), u ∈ U, v ∈ V . Sei {ui | 1 ≤ i ≤ r} eine Basis von
U und {vj | 1 ≤ j ≤ s} eine Basis von V , also gilt dimk U = r und dimk V = s.
Dann hat das Tensorprodukt U ⊗k V eine Basis {ui ⊗ vj | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s}.
Falls u =

∑
i ciui ∈ U und v =

∑
j djvj ∈ V , dann ist u ⊗ v =

∑
i,j cidj(ui ⊗ vj).

Insbesondere ist dimk U ⊗k V = rs und beliebige Elemente in U ⊗k V sind endliche
Summen der Symbole ui ⊗ vj.

Definition 3. Betrachte zu U den dualen Vektorraum U∗ = Homk(U, k). Mit der
kG-Operation definiert für g ∈ G, u ∈ U, φ ∈ U∗ durch (g · φ)(u) = φ(g−1 · u) und
linear fortgesetzt wird U∗ zu einem kG-Modul.

Beispiel 1. Sei G = S3 die symmetrische Gruppe, k = C und U = C3 die Standard-
darstellung. Es gilt für σ ∈ S3 und ei standardbasisvektor von C3, dass σ·ei = eσ−1(i).
Betrachte (C3)∗ = HomC(C3,C). Zur Standardbasis {e1, e2, e3} von C3 haben be-
trachten wir die duale Basis {e∗1, e∗2, e∗3} von (C3)∗ mit e∗i (ej) = δi,j. Per Definition
operiert σ ∈ S3 wie folgt auf e∗i

(σ · e∗i )(ej) = e∗i (σ
−1 · ej) = e∗i (eσ(j)) = δi,σ(j) = δσ−1(i),j = e∗σ−1(i)(ej).

Somit gilt σ ·e∗i = e∗σ−1(i). Es folgt, C3 und (C3)∗ sind isomorphe CS3-Moduln, wobei

der Isomorphismus gegeben ist durch f : C3 → (C3)∗ mit f(ei) = e∗i .

Betrachte die Abbildung Γ : U∗⊗V → Homk(U, V ) definiert durch Γ(φ⊗ v)(u) =
φ(u)v für u ∈ U, v ∈ V und φ ∈ U∗ und linear fortgesetzt. Das folgende Lemma
wird sich als nützlich erweisen.

Lemma 1. Die Abbildung Γ definiert einen Isomorphismus von kG-Moduln zwis-
chen U∗ ⊗k V und Homk(U, V ).

Proof. Es muss geziegt werden, dass Γ einen Isomorphismus von k-Vektorrumen
definiert, dies ist Hausaufgabe1. Weiterhin ist zu zeigen, dass Γ ein Isomorphismus
von kG-Moduln ist. Es muss also gelten Γ(a · (φ ⊗ v))(u) = (a · Γ(φ ⊗ v))(u) für
a ∈ kG, u ∈ U, v ∈ V und φ ∈ U∗. Da Γ ein Isomorphismus von k-Vektorräumen
ist, reicht es dies für a ∈ G zu zeigen. Sei also g ∈ G, dann gilt einerseits

Γ(g · (φ⊗ v))(u) = Γ(g · φ⊗ v)(u) = (g · φ)(u)v = φ(g−1 · u)v.

Andererseits gilt auch

(g · Γ(φ⊗ v))(u) = g · Γ(φ⊗ v)(u) = g · (φ(u)v) = φ(g−1 · u)v.
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1Falls alle Bemühungen dies zu beweisen vergeblich bleiben, siehe Proposition 12.4 in [AB95]
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