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Sei A eine endlichdimensionale Algebra iiber einem Korper K. Ziel: die Struktur der
Kategorie mod A zu verstehen.

Beispiel: Die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe iiber einem Korper, zum Beispiel
C[S3] oder Fo[Ss].

A hat eine Zerlegung als Rechtsmodul in unzerlegbare Untermoduln
A=P®P®...®P,.

Bemerkung: Betrachte die Algebra A als Rechtsmodul ber A. Dann entsprechen Recht-
suntermoduln der Algebra A in natiirlicher Weise den Rechtsidealen in A.

Das Einselement kann man entsprechend zerlegen in
l=e1+e+...+e, mite,eP,.

Die e; sind alle idempotente Elemente, die paarweise orthogonal zueinander sind (Buch,
Seite 18). Genauer, {e1,...,e,} ist ein vollstandige Menge primitiver, orthogonaler Idem-
potenter, und

Pi = eiA.

Beispiel: C[S3] ist eine halbeinfache Algebra und hat eine Zerlegung in die direkte Summe
von irreduziblen Darstellungen zu den Partitionen von 3 (siehe Buch iiber Darstellungs-
theorie der symmetrischen Gruppe): (3),(2,1),(1,1,1). Dabei sind V() und V(4 ; 1) eindi-
mensional, V(g 1 ist 2 dimensional, entsprechend ist

C[Ss] = Vi3) ® Vi2,1) ® Vi2,1) @ Vi1,1,1)-

Ein vollstdndiges System von primitiven, orthogonalen Idempotenten hat also 4 idempo-
tente Elemente: {6(3), €(2,1),1, €(2,1),2> €(1,1,1) }.

Beispiel: Fa[S3] ist von Dimension 2 iiber Fo mit Basis {1, s}, und enthilt insgesamt 4
Elemente: Fo[S2] = {0,1,5,1+s}. Da02=0,12=1,52=1,(1+5s)?2=14+2s+1=0,
sind in Fa[S2] nur die beiden Elemente 0 und 1 idempotent. Fa[Ss] ist, als Rechtsmodul,
somit unzerlegbar.



Definition: Sei {ej,..., e} ist ein vollstdndiges System von primitiven, orthogonalen
Idempotenten fiir A. Dann heifit A basisch, falls ;A % e;A.

Beispiel: C[S3] ist nicht basisch, da e(1)1C[S3] =~ €(21)2C[S3]. Dagegen ist F2[Ss]
basisch.

Definition: Sei {e1,...,en} ist ein vollstandiges System von primitiven, orthogonalen
Idempotenten fiir A. Sei eq = e;, + ...+ ¢;, so, dass e;; A % ¢;, A fiir alle j # ¢, aber auch
fir alle g = 1,...,m gilt: P, >~ e;; A fiir ein j. Dann nennt man

AY = e Aeq

die zu A assoziierte basische Algebra.

Der fiir die Darstellungstheorie von A sehr wichtige Zusammenhang zwischen A und A°
wird durch das folgende Theorem herausgehoben:

Theorem: (Buch, Seite 37) mod A ist dquivalent zu mod A°.
Wir haben gelernt (Buch, Seite 34):
A’ = epAes ~ Homy(eaA, ead) ~ Enda(e AD ... Dej, A).

Die Linksmultiplikation e;; A greift genau eine unzerlegbare Darstellung heraus. Ist A
die Gruppenalgebra iiber C einer endlichen Gruppe, dann ist A halbeinfach und es gilt
irreduzibel = unzerlegbar. Damit folgt Ends(e;,A) = C und Homy(e;, A, e;,A) = 0 fiir
h % ¢. Also, ist A halbeinfach, dann ist

Beispiel: Fiir C[S3] sei ec[g,] = €(3) + €(2,1),1 + €(1,1,1), damit ist C[Ss]" = C@C@C. Fiir
]FQ[SQ] gllt ]FQ[SQ]b = FQ[SQ]

Zuriick zum allgemeinen Fall, wir wollen einer basischen Algebra eine Koécher zuordnen.
Zuerst bestimmen wir die Knoten. Sei eq = e;; + ... + ¢;, wie oben, es gilt also e;; A %
ei, A fiir alle j £ £, aber auch fiir alle ¢ = 1,...,m gilt: P, ~ ¢;; A fiir ein j, somit ist
AY := epAey die zu A assoziierte basische Algebra. Dann bilden die {e;,,... ,€i, } ein
vollstéindiges System von primitiven orthogonalen Idempotenten fiir A®. Der zur basischen
Algebra A® assozierte Kocher hat also genau k& Knoten.
Beispiel: Der Kécher zu C[S3]° hat drei Knoten, der zu Fo[Ss] hat nur einen Knoten.
Es sei angemerkt, dass bei der Konstruktion des Kéchers im Buch angenommen wird,
dass die basische Algebra zusammenhdngend ist, d.h., es gibt keine nicht-triviale Zerlegung
I U J der Menge {iy,...,ix} so dal eiAbej = ejAbei =0 fir¢e I und j € J. Das ist
aber fiir die Konstruktion der Knoten des Korpers nicht wichtig. Angenommen, es gibt



eine solche Zerlegung I v J der Menge {i1,...,i;} so daf eiAbej = ejAbe,- =0firiel
und j € J. Dann bedeutet es nur, dass es zwischen den Knoten zu den e;, ¢ € I, und den
Knoten zu den e;, j € J, im Kocher keine Pfeile gibt.

Zu den Pfeilen im Kocher zu A?: Zwischen dem Knoten zu ei, und dem Knoten zu e;, ist
die Anzahl der Pfeile gleich der Dimension des Raumes e;, (radA®/rad®>A®)e;,. Ubersetzt
in Homomorphismen zeigt die Konstruktion, dass es zu jedem Basiselement einen A°-
Homomorphismus von e;, A nach e;, A gibt, aber das ist auch ein A-Homomorphismus,
denn (Buch Seite 34)

AP = e Aeq ~ Homy(eqA,eaA) ~Enda(e;, A®...De; A).

Ist A halbeinfach, so gibt es fiir i, + iy keine Homomorphismen (aufler dem trivialen), also
gibt es keine Pfeile! Die Algebra A ist also in diesem Fall nicht zusammenhéngend, und
man kann A® zerlegen in seine zusammenhéngenden Unteralgebren. Zur Erinnerung: Wir
haben eine Zerlegung
{i1, ... yig} = {1} U {ie} U ... U {ig}

mit e;, Abe;, = e;, A%, = 0 fiir iy + ip, also A® = eqdes = e, Abey, @ ... @ e;, Ale;,
und der Kocher zu A? ist die disjunkte Vereinigung der Kocher zu den eihAbeih. Nun ist
ei, Abe;, = C, der zugehorige Kocher ist nur ein Punkt, ohne Pfeile, denn Rad e;, A%;, = 0.
Beispiel: Im Fall der Algebra C[S3] hat der Kécher zur zugehdrigen basischen Algebra
also 3 Knoten und KEINE Pfeile:

Im Fall von Fy[Ss] wissen wir (1 + s)? = 0, das Radikal ist also Fy - (1 + s). Man bekommt
somit einen Pfeil an den Ko6cher, eine Schleife:

aGea

Das Ideal Z in FQ erzeugt von o? ist zuliissig, und die Abbildung o + (1 + s), €4 — 1,
induziert einen Isomorphismus zwischen FQ/Z und Fo[S5]" = Fa[Ss].

Zur Erinnerung: Das Ziel ist nicht A zu rekonstruieren, sondern modA ! Und diese
Methoden liefern: modA ist dquivalent zu mod A’ = modFQ/Z !



