Prof. Dr. Peter Littelmann
Lara Bossinger
http://www.mi.uni-koeln.de/~1bossing/liess17.html

Lie-Algebren - Ubungsblatt 9
(Besprechung in der Ubung am 05.07.2017)

Die Ubung findet jeweils Mittwochs von 16:00 - 17:30 im Seminarraum 1 (MI) statt.

Auf diesen Blatt betrachten Sie die Lie-Algebra sl3 iber C mit der Cartan-Unteralgebra
der Diagonalmatrizen
hi 0 0
t:{H: (0 ha 0) |h1+h2+h3=0}
0 0 hs
Aufgabe 1:
Sei ¢; € t* gegeben durch &;(H) = h;. Somit gilt t* = (g1,e9,e3)c/(e1 +e2+e3 = 0).
(1) Zeigen Sie, dass a1 = g1 — €9, g = €9 — €3 eine Basis von t* ist. Bestimmen
Sie alle weiteren Wurzeln und die zugehorigen Kowurzeln.
(2) Bestimmen Sie die sly-Tripel zu oy und g, d.h. Elemente X,,,Y,. € sl3
mit [H, X,,] = «i(H)X,,, [H,Ys,] = —a;(H)Y,, fir alle H € t, und o €
([Xa;» Yo, ])c C t mit (o), X,,,Ya,) = sly. Hinweis: es gibt drei.

Aufgabe 2:
Zu jeder Wurzel o definieren wir ¢, = H(#Vya)v wobei k die Killingform ist. Auf t*
definieren wir x(a, 8) = Kk(ta,tg). Sei weiterhin (, ) : t* x t — C gegeben durch

2k(a,
<O(7 /6\/> = K/((B,ﬂﬁ)) °

(1) Berechnen Sie die Killingform fiir alle Paare von positiven Wurzeln, d.h.
Wurzeln der Form ¢; — ¢ fir ¢ < j.

(2) Zeigen Sie, dass ( , ) mit der kanonischen Form ( , ) : t* x t = C induziert
durch (g, E; ;) = 0, ; ibereinstimmt. Geben Sie beziiglich der Basen {a, as}
von t* und {ay, oy} von t die Matrix ({ay, a}));; an.

Aufgabe 3:

Es gilt fiir die Langen der Wurzeln ||| = /{a, a¥) und somit fiir o, 8
ol _ (e 8Y)
18112 (B, a¥)

Fiir die Winkel zwischen Wurzeln kénnen wir dann folgern

Jl? g
||6||2 COS(Q(Q,B)) _< 7B >

(1) Berechnen Sie die Langen aller Wurzeln und die Winkel <t(a, aq),<t(aq, aq +
an), und <(aw, a1 + as).
(2) Zeichnen Sie das Wurzelsystem in der R?-Ebene.
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