Algorithmische Mathematik

Kapitel 4

Nichtlineare Optimierung



Beispiel zur Motivation: Angebotsauswertung

Eine Fabrik benotigt eine Menge A eines be-
stimmten Rohstoffs, der von n verschieden Zu-
lieferern angeboten wird.

M,; . maximale Liefermenge von Anbieter ¢
fi(x;) : Stlickpreis bei Abnahme der Menge z;

zugehorige Optimierungsaufgabe:

n
min > mifi(x;)
i=1
n
unter Y xi=A
1=1
O<z< M
Mengenrabatt = f; nicht konstant

= ZF nicht linear !

z.B. fi(x;) = p; — a;x;

L pi—p'"

a; Abschlagskonstante

1

ZF: 1 piwi — a;x?

1



Nichtlineare Optimierungsaufgabe:

min f(z) Mt SCR", f . R" - R.
x€S

S =R":
globales Minimum, “Kurvendiskussion”

S ={zr € R"|h(x) =0} mit h: R" - R™:
Extrema unter Nebenbedingungen,
“Lagrange-Multiplikatoren”

S ={z € R"|h(z) = 0,9(z) > 0}:
“Kuhn-Tucker-Bedingungen”

Lineares Programm als Spezialfall:

max Ly
unter Axr = b
x>0

Hier: S = {z € R"|Ax = b,z > 0} Polyeder
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e Definition :
Seien SCR", f:S—Rund z*€ S.

x* ist lokales Minimum von f Uber S <=
Fde>0Vere SNU(z*) : f(x) > f(z*)

x* ist striktes lokales Min. von f Uber S:<—
de>0Ve € SNUe(x*),z & x2*: f(x) > f(x*)

x* ist globales Minimum von f Uber S <=
Vz € S f(z) = f(z¥)

x* ist striktes globales Min. von f Uber S:<—
Ve € Sz = x2*: f(x) > f(z™)

e Satz (n=1):
Seien z* € I = (a,b) und f € C2%(I).

f'(z*) =0, f'(z*) > 0 <=
x* ist striktes lokales Minimum von f.

e Verallgemeinerung auf R™ 7



¢ Kurven :
Sei I C R ein Intervall

c . I —- R" heiBt Kurve:<= ¢; stetig

to € I, (to) = () (t0),- - -» ch(to))
c/(tp) heiBt Tangentialvektor an c in tg

Beispiel :
c: [0,27] —» R?
t — (sin(t), cos(t))

4R
NI

b= ¢(r) = (~1,0)

t=20

Proposition :

Sei z* € S ein lokales Min. und ¢ : [0,a] — S
ein Weg mit ¢(0) = z* und ¢/'(0) % 0, dann

36 <aVae(0,d]: flca)) > f(z¥)



e Partielle Ableitungen :
Sei f : S5 — R, sowie ¢ : I — IR" stetig
differenzierbare Kurve mit ¢(tg) = p € S
und C,(to) = d.
- Gh(0) = (f 0 ¢)/(to) heibt

Richtungsableitung von f in Richtung d

- 55-(p) = 5L (p) heiBt

1—te partielle Ableitung von f

- VI®) = (2w, 2 w) = Di@)T
heiBt Gradient von f

= OB O
- D?f(p) = e . 5
B ORI = (N

heiBt Hesse-Matrix von f

- Fir vektorwertiges h : UCR"® = IRF heiBt

Oh Oh
: s die
Oh Oh

Jacobi-Matrix von h.

Dh(x) =




e Satz von Taylor (n=1):
Sei zg € I CR und f € C%(I,R). Dann:
f(x) =f(z0) + f'(z0) (= — z0)
+1"(@0) (&~ 20)° + o (z — 70)?)

e Satz :

Seipe SCR"?, feC?S,R), ceC%(I,R")
mit c(tg) = p und ' (tg) = d. Dann:

(f 0 )(®) =f(p) + DfP)d(t ~ to)
+ D) (t0) (¢ t0)?

-|—%dTD2f(p)d(t —t0)? + o((t — t0)?)



e Notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fur Extremwerte

Definition :

Sei SCR",z € S und d € R".
d heiBt zulassige Richtung fur x bzgl. S :<~—
3e>0,ce CH([0,€],9) : ¢(0) =z,d(0) =d

Beispiel :

Sei S = [a,b],z = a und ¢(t) := a-+dt, dann
ist ¢/(0) = d und es qgilt:
d zulassig <—=d > 0.

! c(t)
b-

Y

Proposition :

Sei S C U C R*,U offen und f € cX(U).
Dann:

x* relatives Minimum von f in S =

D f(x*)d >0 fur alle zulassigen Richtungen d.

Korollar :

x* rel. Min. im Innern von S = Df(x*) = 0.



Beispiel :

min  f(z1,z2) = sin(x? + x3)
unter —1<zx1<1,-1<2x><1

Tangentialebene in (0,0):
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Beispiel :
min  f(z1,%2) = 2% — 21 + 22 + 122
unter x1 > 0,z > 0

Es ist Df(acl,:cg) = (2:131 — 14+ 20,21 + 1).

x1 > 0 = Df(xq1,xp) #= 0 = f hat kein
lokales Minimum im Innern von S

Minimum am Rand = x1 =0V zy, =0

T = <O> ,d = <d1> zulassige Richtung
T do

=d; >0

d = <_01> ~Df(z)d =(zo—1,1) (_01> — 1

= d zulassige Abstiegsrichtung
= x kein relatives Minimum

O
= dp >0

T = (5’71) d= <§1> zulissige Richtung
2

Df(x)d = (1 —2x1)d1 + (1 + 1)d>
Df(x)d > 0<= 21 =1/2

= r* = <1é2> relatives Minimum !



Proposition :

Sei S C U c R™,U offen und f € C?(U).
Dann gqilt fur alle zulassigen Richtungen d:

x* relatives Minimum von f in § =
- Df(z*)d >0
- Df(z*)d = 0 = dI'D?f(z*)d > 0.

Korollar :

Sei z£* relatives Min. im Innern von S. Dann
gilt fur alle d € R" :

Df(z*) =0 und dI'D2f(z*)d > 0
Proposition :

Sei U C R"™ offen, f € C%(U) und z* € U.
Dann gilt:

Df(z*) = 0 und D2f(z*) positiv definit =

x* striktes lokales Minimum von f.



Beispiel :

min f(z,y) = 22 + %y3 — 2zy lber R?

2
Df(z,y) = (2z — 2y, ng —22) =0
2 5
<~ x=y,§y = 2x

<~ (z,y) =(0,0)V (z,y) = (3,3)
Hesse Matrix:
2 =2
D2f(,y) = (_2 4 )
Fur x = y = 3 sind die Eigenwerte A o =
3+ +/5, die Hesse-Matrix ist positiv definit.
= (3, 3) striktes Minimum.

Fur x = y = 0 sind die Eigenwerte A1 o> =
1 ++/5, die Hesse-Matrix ist indefinit.

= (0, 0) kein Minimum, sondern Sattelpunkt
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