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Losungshinweise zu Ubungsblatt Nr. 12
Aufgabe 1 (8 Punkte):

Wie in der Vorlesung sei f(i,j) die Anzahl der méglichen Alignments von einer Sequenz der Linge ¢ und einer
Sequenz der Linge j.

(i) Leiten Sie aus der Rekursionsvorschrift f(i,j) = f(i — 1,5 — 1) + f(i,7 — 1) + f(i — 1,j) zunichst eine
allgemeine Formel zur Berechnung von f(1,j) bzw. f(i,1) her.

(ii) Zeigen Sie nun in analoger Weise mit Hilfe der in (i) errechneten Formel, dafl
f2,))=2G+1)+1 bzw. [f(i,2)=2i(i+1)+1

gilt. Dabei ist die Formel

von groflem Nutzen.
Lésung:

(i) Wir berechnen nur die Formel fiir f(1,5), den Ausdruck fiir f(i,1) findet man ganz analog. Die Rekursi-
onsvorschrift fiir a; := f(1, ) lautet also nach Vorlesung wie folgt:

a; = f(1,7) =f0,j -1+ f(0,)) + f(1,j-1)=1+1+4a;1=2+a;—1, a=f(1,0)=1
Wir berechnen die ersten Iterierten, um eine Gesetzmafligkeit zu erkennen:

ag =1,

ag=2+4+ap=2+1=3,

ax=2+a; =2+24+1=2-24+1=5,
a3 =24+a2=24+2-24+1=2-34+1=T7.

Insgesamt folgern wir nun
aj =2-j5+1.
(i) Wir gehen genau wie in (i) vor. Sei a; = f(2, ), dann gilt
aj =f(2,))=fQ, -0+ f1,0)+f2,i-1)=2-(G-1)+1+2j+1+a;_1 =4j +a;_1.
Wir berechnen auch hier die ersten Iterierten, um eine Gesetzmifligkeit zu erkennen:

a():f(2,0):1
al:f(2,1)=4-1+a0=4-1+1:5
w=f(2,2)=4-24a=4-2+4-1+1=13

Damit haben wir folgende Vorschrift gefunden:
J
aj:4-j+4-(j—1)+...+4-1+1:4(Zk) + 1.
k=1
Mit Hilfe der in der Aufgabenstellung angegebenen Formel 148t sich dies vereinfachen zu

i +1)
2

a; =4 +1=2jG+1)+1,

was zu beweisen war. Die Formel fiir f(i,2) findet man auch hier ganz analog.



Aufgabe 2 (8 Punkte):

Nachdem in der Vorlesung gezeigt wurde, wie das Schiff den kiirzesten Weg zum Schatz findet, taucht nun ein
neues Problem auf. Quadratien ist in mehrere (natiirlich quadratische) Konigreiche unterteilt. Méchte man von
einem Konigreich in das nichste reisen, so werden von den Konigen unterschiedliche Zolle erhoben. Ziel ist
es jetzt, den Schatz durch das Konigreich zu transportieren und dabei die geringsten Kosten zu verursachen.
Dabei sind nur Schritte nach Osten (rechts) und Siiden (unten) erlaubt. Berechnen Sie den optimalen Weg mit
dem Bellmannschen Prinzip und tragen die einzelnen Werte in untenstehende Karte ein. Ist der optimale Weg

eindeutig bestimmt ?

Start
3 1 4
— 2 3 3 1
2 2 3
E—— 2 2 1 3
4 2 3
Ziel
2 2 3
Lésung:
13 11 10 5
3 1 4 3
4| 2 3 3 2 |7 1
2 2 3 2
4| 2 2 1 4 ﬁ 3
4 2 3 2
—l 1 3 3 2 1
2 2 3 1

Der optimale Weg ist nicht eindeutig bestimmt, wir haben zwei verschiedene Wege mit den gleichen Kosten,

nédmlich 13, gefunden.




Aufgabe 3 (vorrechnen):

Finden Sie alle méglichen Alignments zwischen den Sequenzen AG und UG.

Lésung:
Nach Aufgabe 1 gibt es insgesamt f(2,2) =2-2-(2+ 1) + 1 = 13 Alignments. Diese sind:
A G A G - A G - A G - - A - @G
u G|~ u - G|~ - U G|~ - - U G|~ v ¢ - |’
A - G A - G - - A G - A G - A G -
- U G|~ - U - G|’ u ¢ -1~ uv - G| uv - - G|
A - - G - A - G - - A G
- U G -\ v - G -7 v ¢ - -

Aufgabe 4 (vorrechnen):

Berechnen Sie alle optimale Alignments der Sequenzen AGCT A und CTGA. Verwenden Sie dazu das Scoring
aus der Vorlesung und benutzen die folgende Tabelle:

—-A|G|C|T|A

= QSQ

Lésung:

Wir berechnen das Tableau analog zum Vorgehen in der Vorlesung:
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Es gibt insgesamt 5 verschiedene optimale Alignments Die folgenden Tabellen stellen die verschiedenen Wege
durch das eben errechnete Tableau mitsamt dem optimalen Alignment dar:

L [-TA[clo[T][A] [ [-JA[G[C[T[A] [ [-[A[G|C[T[A]
— | X | XX — | X | X — | X
c X c X C XX
T X T X T X
G X G X G X
A X A X A X
zugehoriges Alignment: zugehoriges Alignment: zugehoriges Alignment:
A G C T - A A G C T A A G C T A
- - C T G A - C T G A c - T G A
[ [-JAajccjr]a] L I-[A[G|C[T[A]
_ X - X
C X C X
T X[ X T X
G X G X | X
A X A X

zugehdriges Alignment: zugehoriges Alignment:

¢ T - G A4 C T G - A4



Aufgabe 5 (Wiederholung):
In dieser Aufgabe betrachten wir das Populationsmodell (vgl. Aufgabe 2 der 8. Ubung)

%x(t) = —u(t)z(t) + )z (t).

In diesem Modell seien die Sterberate p und die Geburtsrate 8 wie folgt definiert:
u(t) = p (14 cos(2nt)) bzw. B(t) = B(1 + sin(2wt))
Dabei sind g und S positive Konstanten.
(i) Losen Sie die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung z(0) =1 .
(ii) Bestimmen Sie eine Konstante A, so dal z(n) = exp(A4n) fiir alle n € IN gilt.
(iii) Wie miissen 8 und p gewihlt werden, damit die Bevélkerung weder ausstirbt noch explodiert ?
Lésung:

(i) Aus Aufgabe 2 der achten Ubung ist uns die Losung bereits bekannt. Sie lautet (hier zo = 1):

o(t) = e | ) + B(5)ds

Das Integral kdnnen wir explizit berechnen, es gilt:
¢ ¢
I(t) = / (—p(s) + B(s))ds = / 1 (1 + cos(2ms)) + B (1 + sin(2rs)) ds
0 0
¢ ¢ ¢
:/ (B —p)ds — u/ cos(2ms)ds +/ B cos(2ws)ds
0 0 0
t m 27t /B 27t
= / (B —p)yds — —/ cos(s)ds + —/ sin(s)ds,
0 27 0 27 0

wobei wir in der letzten Gleichung die bekannte Formel zur Integralberechnung von f(cz) aus der Vorlesung
benutzt haben. Die letzten Integrale sind bekannt, man erhilt

/Ot(—u(s) + B(s))ds = (B8 — p)t — % (cos(2mt) — 1) + % sin(2mt).

Damit kénnen wir die gesuchte Losung wie folgt schreiben:

z(t) = exp ((8 — p)t) exp (QM (1- cos(27rt))) exp (% sin(27rt)> .

27
(ii) Die Konstante A berechnet sich nach Aufgabe 2 der achten Ubung zu

- % (cos(2m) — 1) + % sin(2r) = 8 — p.

1
A=10) = [ (uls) + Bl)ds = (5 - )
0
(iii) Die Bevélkerung stirbt weder aus noch explodiert sie genau dann, wenn A = 0 ist. Die gesuchte Bedingung
an § und p lautet also g = B. Die Todes- und Geburtsrate miissen also gleich grof sein. In diesem Fall
gilt sogar, dafl am Ende jedes Jahres wieder genau die Anfangspopulation vorhanden ist, mathematisch
gesprochen: z(n) = 1 fiir alle natiirlichen Zahlen n.



