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Losungshinweise zu Ubungsblatt Nr. 7

Aufgabe 1 (8 Punkte):

Skizzieren Sie die folgenden Funktionen jeweils ohne Verwendung einer Wertetafel (wo sind Nullstellen, Maxima,
usw.) zwischen 0 und 4.

Losung:
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(a) fi(z) = sin(z) (b) fa(z) = 2sin(x) (c) f3(x) = 2sin(z + )
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(d) fa(z) = 2sin(tz + ) (e) f5(x) = 2sin(2z + ) (£) fo(z) = 2cos(2x + 3) +3

In (a) wird die bekannte sin-Funktion gezeichnet, die Nullstellen sind 2k7 mit k € Z beliebig. In (b) wird nur
die Amplitude verdoppelt. In (¢) wird dann der sinus um die Phase 7 verschoben. In (d) und (e) wird die
Frequenz der Funktion aus (c) verdoppelt bzw. halbiert, und in (f) ist aufgrund der Phasenverschiebung um
7/2 von sin und cos die Funktion identisch mit der aus (e), allerdings um 3 nach oben verschoben.



Aufgabe 2 (8 Punkte):

Gegeben sei die Funktion
f(t) = sin(2t) + V3 cos(2t).

Berechnen Sie Amplitude R, Frequenz w und Phase ¢y von f und skizzieren die Funktion ohne Verwendung
einer Wertetafel.

Losung: Gesucht ist also eine Darstellung der Form
f(t) = Rsin(wt + ¢o)

Wir erinnern uns, daf} dies bereits in der Vorlesung untersucht wurde (hier: A = B = 1,w = 2). Analog zu dem
dortigen Vorgehen schreiben wir
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f(t) =1/ (V3)2 +12 @2t | =2 <— in(2t) + = (2t)> .
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Wegen (1/2)% + (v/3/2)? = 1 existiert nun ein Winkel (o mit

sin(2t) +

S

1 .
cos(ipo) = 5, sin(po) =

also g = /3.

Graphische Bestimmung von ¢q

Damit haben wir also folgende Darstellung fiir f gefunden:
f(t) = 2sin(2t + g)

Demnach ist die Amplitude R = 2, die Frequenz w = 2 und die Phase ¢y = /3.
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2sin(z) 2sin(z + 7/3) 2sin(2x + 7/3)
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Aufgabe 3 (vorrechnen):
In dieser Aufgabe betrachten wir die Schwingungsgleichung (fiir & > 0)

#(t) = —kz(t)

zusammen mit den Anfangsbedingungen z(0) = 1 und #(0) = v(0) = —1. Wie lautet die Losung 7 Sei nun
k = 4. Zeichnen Sie z(t) und &(t) = v(t) fiir 0 <t < 27 jeweils in ein Koordinatensystem ein. Tragen Sie dann
in einem weiteren Koordinatensystem z gegen v auf.

Tip : Zum Losen der Differentialgleichung muss die in der Vorlesung angegebene Losung noch an die Anfangs-
bedingungen angepasst werden.

Losung: Nach Vorlesung hat die Losung der Schwingungsgleichung folgende Gestalt, wobei w = v/k:
z(t) = Asin(wt) + B cos(wt).

Um dies an die Anfangsbedingungen anzupassen, setzen wir ¢t = 0. Es ist

1 =z(0) = Asin(0) + Bcos(0) = B,
also muss B =1 gelten. Fiir die zweite Bedingung miissen wir zunéchst v, also & berechnen:

v(t) = £(t) = Aw cos(wt) — Bw sin(wt).
Setzen wir die Anfangsbedingung ein, so folgt
—1=v(0) = #(0) = Aw cos(0) — Bwsin(0) = Aw,

also A = —1/w. Die Losung lautet also

2(t) = —% sin(vE¢) + cos(vt)

Die folgenden Skizzen gelten fiir k = 4:
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o(t) = — 1 sin(2t) + cos(2t) u(t) = — cos(2t) — 2sin(2t) o(t) gegen v(t)

Dabei tragt man x(t) gegen v(t) wie folgt auf. Fiir verschiedene t-Werte wird der zugehorige x und v-Wert
errechnet, der dann in das Koordinatensystem eingetragen wird. Die daraus resultierende Kurve wird dann
in der iblichen Art und Weise gewonnen. Mit solchen Diagramme werden wir und im weiteren Verlauf der
Vorlesung noch niher beschiftigen.



Aufgabe 4 (vorrechnen):

Die Koérpertemperatur einer Frau ist bestimmt durch einen téglichen und eine monatlichen Zyklus. Die durch-
schnittliche Temperatur betragt 36.8°. Fiir die beiden Zyklen gelte:

o “taglicher Zyklus”: Periode T = 1 Tag, Amplitude R = 0.3, Phase po = —27 - 8/24
e “monatlicher Zyklus”: Periode T' = 28 Tage, Amplitude R = 0.2, Phase g = —27-9/28

Stellen Sie die zu den einzelnen Zykeln gehorigen Funktionen in Abhéngigkeit von ¢ [Tage] auf und skizzieren
sie diese innerhalb ihrer jeweiligen Periode. Zu welchem Zeitpunkt ist jeweils die Temperatur am hochsten ?
Setzen Sie nun die beiden Funktionen zusammen und skizzieren Sie den Verlauf (ohne Wertetafel, nachdenken
!). Wie hoch ist der maximale Wert der Kdrpertemperatur und wann wird dieser erreicht ?

Losung:

Zunichst stellen wir mit den uns bekannten Daten die Funktion auf, die den téglichen Temperaturzyklus
beschreibt:

2
fi(t) =36.8+ Rsin(?ﬂt + ¢o) = 36.8+ 0.3sin(27 - t — 27 - 8/24) = 36.8 + 0.3sin(27(t — 8/24))
Der sinus ist bei (2k + 1)7/2 mit k € Z maximal, also berechnen wir
2r(t—8/24) = /2 <= t=1/4+8/24=6/24+8/24 = 14/24

Die maximale Temperatur ist also f;(14/24) = 36.8 + 0.3 = 37.1 und wird nach 14 Stunden des Tages, also um
14 h erreicht.
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£1(t) = 36.8 + 0.3sin(27(t — 8/24)) £2(t) = 36.8 + 0.2sin(27 (¢ — 9)/28)

Analog behandeln wir dem monatlichen Temperaturzyklus:
. 2T . 2w .
f2(t) = 36.8+ Rsm(Tt + @) =36.84+0.2 s1n(2—8 -t —2m-9/28) = 36.8 + 0.2sin(2w(t — 9)/28)

Wir erkennen, daf der sinus bei ¢ = 16 maximal wird. Die maximale Temperatur ist also f2(16) = 36.8+0.2 = 37
und wird nach 16 Tagen des Monats erreicht.

Setzen wir die beiden Funktionen zusammen zu einem Temperaturzyklus, der sowohl die monatlichen als auch die
téglichen Schwankungen erhélt, diirfen wir sie nicht einfach addieren (sonst wiirde die Durchsschnittstemperatur
2 - 36.8° betragen), sondern die folgende Funktion definieren:

F(t) = 36.8 + 0.3sin(2r (¢ — 8/24)) + 0.2sin(27(t — 9)/28)

Die maximal Temperatur betrdgt 36.8 + 0.3 + 0.2 = 37.3 und wird um 14h am 16. Tag erreicht.



Die zusammengesetzte Kurve hat folgende stark oszillierende Gestalt:
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Aufgabe 5 (Wiederholung):

In dieser Aufgabe wollen wir uns mit Diffusion beschiftigen. Eine Substanz verlasst eine Zelle mit einer Rate,
die proportional ist zu der Konzentration innerhalb der Zelle und dringt in die Zelle ein mit einer Rate die
proportional zur Konzenration ausserhalb ist. Dabei hingen die Konstanten von der Substanz sowie den Eigen-
schaften der trennenden Membran ab. Sei C(t) die Konzentration in der Zelle, I' die Konzentration auflerhalb
und S der Proportionalititsfaktor. Dann lautet das Modell

d
(1) = BT - C(t)

(a) Losen Sie die Differentialgleichung unter der Annahme, dafl zu Beginn des Diffusionsvorgangs eine Konzen-
tration Cy in der Zelle ist.

(b) Wieso wurde die Konzentration I' unabhéngig von ¢ gewahlt ? Ist dies realistisch ?
(c) Welches Verhalten stellt sich langfristig ein ?
Losung:
(a) Wir benutzen mal wieder die vierte Aufgabe der 2. Ubung, diesmal mit 8 = —f und v = AT, und erhalten
C(t) = (Co — ') exp(—pt) + T,
als Losung, die die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung erfillt.

(b) Unter der Annahme, dafl der Zu- bzw. Abfluss aus der Zelle im Verhéltnis zur Menge der Substanz
auflerhalb gering ist, ist es verniinftig, I' als unabhéngig von ¢ zu wéihlen. Im Vergleich zu der schnellen
anderung der Konzentration innerhalb der Zelle bleibt I' relativ unverandert.

(¢) Fiir t — oo konvergiert die Losung gegen den Wert T, es stellt sich also ein Gleichgewicht zwischen der
Konzentration auflerhalb der Zelle und der in der Zelle ein.



