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Losungshinweise zu Ubungsblatt Nr. 8

Aufgabe 1 (8 Punkte):

Die physikalische Leistung L ist definiert als die momentane Abgabe von Energie pro Zeiteinheit. Sei E(t) die
gesamte bis zur Zeit t abgegebene Energie, dann ist also

L(t) = E(t)
Nehmen wir nun an, dafl die Leistung eines Marathonlaufers gem&f der Formel

1
L(t) = Lom
abnimmt. Wie grof} ist dann die gesamte Energie, die er zum Zeitpunkt ¢ = 1 abgegeben hat ?
Tip: Eine Stammfunktion von 1/(1 + x) ist In(1 + z).
Losung:

Gesucht ist also F(1). Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

/1 L(t)dt = /1 B(t)dt = B(1) — E(0).
0 0

Dabei haben wir die Integralgrenzen so gewahlt, dal der gesuchte Wert E(1) auftaucht. Die andere Grenze
wurde als 0 gewédhlt, da dieser Wert bekannt ist. Die bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 abgegebene Energie ist natiirlich
Null. Daher folgt

Wir miissen also das Integral {iber L bestimmen. Sei f(z) :=1/1+ z, dann ist nach Tip F(z) = In(1 + z) eine
Stammfunktion. Andererseits gilt nach der Regel aus der Vorlesung (mit c= X\, a=0,8=1, 2z =1):

! | ! Lo [ L L
/0 L(t)dt = Lo /0 T ="To /0 f(At)dt = 70 /0 f(t)dt = TO(F()\) — F(0)) = 7°1n(1+x),
also E(1) = Loln(1 4+ M)/

Aufgabe 2 (8 Punkte):

Die meisten Populationen haben Todes- und Geburtsraten, die von der Jahreszeiten abhingen. Sei u(t) die
zeitabhingige Todesrate und 3(t) die zeitabhingige Geburtsrate. Da die beiden Raten periodisch sein sollen,
gilt

p(t+1) = p(t), BlE+1)=B(1).
Die Dynamik der Populationsgrofie z(t) wird durch die Differentialgleichung

d

2(t) = —p®)z(t) + BH)2(?)

beschrieben.

(a) Zeigen Sie, daf} die Funktion

£(t) = m exp ( / )+ ﬂ(s))ds)

die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung z(0) = zo erfillt.



(b) Bestimmen Sie eine Konstante A, so daf§
z(n) = xo exp(An)
fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Wie kann man A interpretieren ?

(¢) In einem vereinfachten Modell wird nun die Geburtsrate als konstant iiber das Jahr angenommen, wihrend
bei der Todesrate zwischen Sommer- und Wintersterblichkeit unterschieden wird, also

B i, 0<t<1/4,3/4<t<1

Seien 8 = 2 und p; = 3 gegeben. Wie muss us gewahlt werden, so daf3 die Population nicht ausstirbt ?
Skizzieren Sie z(t) in den ersten 5 Jahren (0 <t < 5) fiir 8 =2, ug = 3 und (4) p2 = 1/2, (44) p2 =1
bzw. (iii) ps = 2.

Losung:

(a) Zunichst verifizieren wir die Anfangsbedingung. Mit der Definition I(t) = f(f (—u(s) + B(s))ds miissen
wir also 2(0) = zgexp(I(0)) bestimmen. Es gilt I(0) = 0, denn die Flache unter der Funktion —u(s) +
B(s) zwischen 0 und 0 ist natiirlich 0. Demach folgt z(0) = zgexp(0) = zo. Nun priifen wir, ob die
Differentialgleichung erfiillt ist. Dabei muss z(t) nach der Kettenregel differenziert werden:

%m(t) = zo exp(I(t)) %I(t)-

Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

S1(0) = ~u(t) + ()

und damit die Behauptung.
(b) Wir berechnen z(n) als

2(n) = o exp( / " (Cus) + B(s))ds)

Wegen der Periodizitdt der Funktionen gilt

k+1 1
/ (—p(s) + B(s))ds = / (—p(s) + B(s))ds
k 0

und daher

2 n

(—ps) + B(s))ds + .. + / (—pls) + B(s))ds

n—1

n 1
| s+ B = [ (o) + Beas+ [
n—1 k41 n—1 .1 1
= (—u(s) + B(s))ds = (—u(s) + B(s))ds =n- | (—p(s) + B(s))ds.
), > e e
Dies bedeutet also I(n) = nI(1) oder
z(n) = xo exp(I(n)) = zo exp(nl(1))

und damit hat die gesuchte Konstante A den Wert I(1), d.h.

a= [ (i) + B(s))ds.

A ist also der Mittelwert von —pu(s) + S(s) iiber die Periode und gibt an, ob die Population - bis auf
die unterjahrigen Schwankungen - wéchst oder abnimmt. Insofern ist A mit der bekannten Zerfalls-
bzw. Zuwachskonstante aus der Wachstumsgleichung # = Az artverwandt. Man bemerke, dasf die hier
untersuchte Populationsgleichung sich als & = A(t)z schreiben ldsst, wobei \(t) = —pu(t) + B(t).



(c) Damit die Population nicht ausstirbt, muss gelten

lim z(¢) > 0.

t—o0

Insbesondere also lim,,—, z(n) > 0. Dies ist genau dann der Fall, wenn die in (b) errechnete Konstante
nicht negativ ist. Die gesuchte Bedingung lautet also A = I(1) = fol (—u(s) + B(s))ds > 0 Im konkreten

Fall gilt
1/4 3/4 1
(1) =/0 (—ul+,6’)ds+/1/4 (—u2+,6’)ds+/3/4(—u1 + B)ds
= m 4B+ G D 4B + (L= D+ )
= i(—3+ 2) + %(—Nz +2)+ i(—3+ 2) = —% + %

Dies ist genau dann nicht negativ, wenn pus <1 ist. Die folgenden Skizzen gelten jeweils fiir 2o = 1:
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() p2 = 1/2 (i) p2 =1 (id4) po = 2

Wir erkennen, daf} die mittlere Jahrespopulation in (7) exponentiell wéchst, in (i7) konstant bleibt und in
(7i7) exponentiell abnimmt. Insbesondere ist in (i¢) I(1) = 0 und daher ist die Losung periodisch.

Zusatz: Natiirlich ist die Annahme, daf§ die Funktionen stiickweise konstant sind stark vereinfachend. Folgendes
Modell ist realistischer: u(t) = 1+ cos(2nt), B(t) := 1 + sin(2nt). Siehe dazu folgende Skizzen
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Aufgabe 3 (vorrechnen):

Wir betrachten einen ringformigen Glastubus der Linge L (siehe Zeichnung).

——=>

Aufschneiden,
geradebiegen




Man kann den Durchmesser dieses Tubus vernachlassigen, d.h. der Ort ist hinreichend genau mit z € [0, L]
angegeben. Der Tubus ist mit Wasser und Alkohol gefiillt. Sei u(x,t) die Dichte des Alkohols zu Zeit ¢, d.h. die
Menge von Alkohol zur Zeit ¢ zwischen den Orten z; und z» ist gegeben durch das Integral f;f u(z,t) dz. Da
unser Tubus ringformig ist, gilt u(z,t) = u(z + L,t), d.-h. im Ort ist die Dichte L-periodisch.

Die zeitliche Entwicklung dieser Dichte wird durch die Diffusionsgleichung beschrieben,

0 0?
au(x,t) = d@u(w,t)

(erste Ableitung nach ¢ gleich d mal zweiter Ableitung nach x). Dabei ist d eine positive Konstante, die die
Geschwindigkeit der Diffusion des Stoffes beschreibt.

(a) Zeigen Sie durch Einsetzen, dafl

ul)(z,t) = exp (—d(n%)Zt) sin(n%a:) bzw. u? (z,t) = exp (—d(n%)zt) cos(n%;v)

fiir alle n € IN Losungen der Diffusionsgleichung sind.

(b) Man kann zeigen, dafl dann auch
t) = Z anulV (z,t) + byul? (z,t)
n=1

mit beliebigen reellen Konstanten a,,, b, eine Losung ist. Wie lautet die Losung obiger Diffusionsgleichung
mit Anfangsbedingung

2
u(z,0) =2 — sin(%x) - cos(%r;v)?
(c) Wie sieht lim;_, o, u(z,t) aus ? Warum ?
Losung:
(a) Wir berechnen zunichst die Ableitung nach ¢ von uld:
0 nmw nmw nw nmw
9 @) — (M2 (P2 o T Mo (1)
520 (@,8) = —d(S5)? exp (—d(T)t) sin(Tra) = —d(“)ull) (@, 1)
Weiter gilt fiir die Ableitung nach z
0 nm nmw nw
2 u® = (22 nr
—ull) (@, 1) = = exp( d(“%) t) cos( ")
0? nm 2 nmw nw n\ 2
A ¢Y) —_ (" A2 Y i) = — (2T) O
52 Un (z,t) (L) exp( d( L) t) sin( Lx) (L) uy,’ (1)

Durch Einsetzen in die Gleichung erkennen wir, dafl ug) Losung der Diffusionsgleichung ist. Mit ug)
verfahren wir analog.

(b) Aus der Aufgabe ist bekannt, dafl

t) =Y anud) (@) + boud (z,1)

n=1

Losung ist. Wir versuchen, dies an die Anfangsbedingungen anzupassen:

27
(1) bn (2) bn =2 —sin(—=z) — —z).
ng_l anuy,’ (z,0) + bpu,.’ (x,0) E an, sin( ) + cos( L x) sin( T z) — cos( T x)
Offenbar miissen wir also by = 2, az = —1 und b7 = —1 wéhlen und die restlichen Koeffizenten gleich Null

setzen. Die zugehorige Losung lautet dann

u(z,t) = 2 —exp (—d(%)%) sin(%m) — exp <_d(7f77)2t> cos(%m)_



(c¢) Lassen wir nun, in der Formel fiir u(x,t), t gegen oo laufen, so folgt (da d > 0)
tl_l}r& u(z,t) =2
Im Verlauf der Zeit ndhert sich also die Dichte des Alkohols iiberall dem Wert 2 an (der Grenzwert ist
unabhéngig von z). Der Alkohol hat sich also gleichm#Big in dem Tubus verteilt.
Aufgabe 4 (vorrechnen):

Eine Droge wird zur Zeit ¢t = 0 in einen Muskel injiziert. Der Muskel gibt die Droge mit der konstanten Rate
m in das Blut ab; im Blut wird die Droge mit der konstanten Rate b # m abgebaut. Die zur Zeit ¢ im Blut
enthaltene Drogenmenge ist dann gegeben durch

u(t)

Die Abbaugeschwindigkeit vg im Blut ist proportional zur vorhandenen Menge u, also vg(t) = bu(t).

= E (exp(-mt) — exp(~bi)

(a) Sei U(T) die gesamte im Zeitintervall [0,T] vom Blut abgebaute Drogenmenge. Begriinden Sie, da§ U(T')
durch fOT vp(t)dt gegeben ist und berechnen Sie dieses Integral.

(b) Welches Verhalten stellt sich fiir T — oo ein. Was bedeutet das ?

(c) Der Muskel hat die Abgabegeschwindigkeit vas(t) = ¢-m-exp(—mt). Wie grof} ist die gesamte vom Muskel
abgegebene Drogenmenge ?

Losung:

(a) Die Abbaugeschwindigkeit ist definiert als vg, d.h. fiir die momentane Anderung der abgebauten Dro-

genmenge gilt U = vp, also nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung U (T) = fOT vp(t)dt.
Dieses Integral berechnet sich wie folgt:

T T .m c-m T T
/0 vp(t)dt = /0 bbc_ - (exp(—mt) — exp(—bt)) dt = bb (/0 exp(—mt)dt — /0 e:cp(—bt)dt)

-m

Wir wissen, dafl exp(x) eine Stammfunktion von exp(z) ist und wenden die Formel aus der Vorlesung mit
¢ = —m bzw. ¢ = —b an und erhalten

T —mT —-bT
c-m 1 1
1

_pm (Lm(exp(—mT) —exp(0)) + E(exp(—bT) - exp(O))

b—m \ —
c-m [exp(=bT) exp(—-mT) 1 1
=b - + ===
b—m b m m b
=3 _cm (mexp(—bT) — bexp(—mT) +b—m).
(b) Wir schicken in der in (a) errechneten Formel T' — oo und erhalten
lim UT) = [ vs(t)dt = lim —°— (mexp(=bT) — bexp(—mT) + b—m) = c2—™ —
Jim =/ VB = Jim o—— (mexp exp(—m m)=cp—=c

Damit ist ¢ die gesamte vom Blut abgebaute Drogenmenge. Weiter ist lim;_, o, u(t) = 0, das bedeutet das
zum Zeitpunkt ¢ = oo im Blut keine Drogen mehr vorhanden sind. Daher ist ¢ also auch die maximale
Drogenmenge, die im Blut enthalten war.

(c) Sei also V(T') die gesamte im Zeitintervall [0,7] vom Muskel abgegebene Drogenmenge. Wie in (a)
berechnen wir

V(T) = /0 vp (t)dt = cm/0 exp(—mt) dt = % (exp(—mT) — exp(0)) = —c(exp(—mT) — 1).

Um die gesamte abgegeben Drogenmenge zu bestimmen, schicken wir wieder 7' — 0o und erhalten

T—o0

lim V(T) = /000 up (t)dt = 711_13;0 —c(exp(—mT) —1) =c.

Somit wird die gesamte vom Muskel abgegebene Drogenmenge im Blut abgebaut.



Aufgabe 5 (Wiederholung):

Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z) = cos(2z) um zq = 0.
Losung:

Es sei zunéichst an die Formel fiir die Taylorreihe erinnert:

Um eine Gesetzmfigkeit zu erkennen, berechnen wir die ersten Ableitungen von f. Es ist f(0) = cos(0) = 1
und

f'(z) = —2sin(2z) = f'(0)=0
f'(z) = —4cos(2z) = f"(0)=—-4
f’”(:l?) =8sin(2z) = f///(o) -0
" (x) = =16 cos(2z) = —16f(x) = f"'(0)=-16

Dies bedeutet, dafl die fiinfte Ableitung von f gleich —16f'(x) ist usw. Fiir die i-te Ableitung erkennen wir
dann
i gerade, also i = 2k : 1 f(z) = 2% (—1)* cos(20) = L f(2)(0) = (—1)F22
’ dzn dzn
n

i gerade, also i = 2k + 1 : CZE—nf(ac)(a:) = 2%+ (_1)k+ gin(22) = d;c—"f( z)(0) =0

Damit fallen in der Taylor-Reihe alle ungeraden Potenzen weg, wir summieren dann statt ¢ iber k£ und erhalten

— 1 d’ — 1 d?%
COS(Q.’L‘) Z—'d— Z—kdm-Qkf )
=0 k=0
B *x ( k22k & )
=) @k Z F=1—2g? +3x +.
k=0 k=0

Selbstverstandlich hatte man auch die Taylorreihe fiir cos(y) ausrechnen kénnen und dann y = 2z einsetzen.



