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Aufgabe 1

In dieser Aufgabe wollen wir das folgende Additionstheorem beweisen

sin(t + s) = sin(t) cos(s) + sin(s) cos(t) für s, t ∈ IR.

Dazu definieren wir bei festem s ∈ IR die Funktionen

x1(t) := sin(t + s) und x2(t) := sin(t) cos(s) + sin(s) cos(t).

Zeigen Sie zunächst, dass x1 und x2 beide die Differentialgleichung zweiter Ordnung

ẍ(t) = −x(t)

zu denselben Anfangsdaten x(0) und ẋ(0) lösen. Folgern Sie dann mit Hilfe der eindeutigen
Lösbarkeit der zugehörigen Angangswertaufgabe obiges Additionstheorem.

Lösung:

Es gilt

ẋ1(t) = cos(t + s), ẍ1(t) = − sin(t + s) = −x1(t)

sowie

ẋ2(t) = cos(t) cos(s) − sin(s) sin(t)

ẍ2(t) = − sin(t) cos(s) − sin(s) cos(t) = −x2(t).

Also erfüllen beide Funktionen die Differentialgleichung. Falls die Anfangsbedingungen über-
einstimmen, so folgt aufgrund der eindeutigen Lösbarkeit der Gleichung die Behauptung. Es
ist

x1(0) = sin(0 + s) = sin(s) = sin(0) cos(s) + sin(s) cos(0) = x2(0),

ẋ1(0) = cos(0 + s) = cos(s) = cos(0) cos(s) − sin(s) sin(0) = ẋ2(0),

also folgt die Behauptung.

Aufgabe 2

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen des IRn:

(i)
{

(x1, x2) ∈ IR2 : 0 < x1 < exp(1), x2 = ln(x1)
}

,
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äc

h
e

m
it

M
it
te

lp
u
n
k
t

(u
=

1,
v

=
2)

u
n
d

R
ad

iu
s
√

3.
F
al

ls
m

an
d
ie

al
lg

em
ei

n
e

K
re

is
gl

ei
ch

u
n
g

n
ic

h
t

ke
n
n
t,

ka
n
n

m
an

si
ch

d
as

w
ie

fo
lg

t
ve

ra
n
sc

h
au

-
li
ch

en
:
w

ir
b
er

ec
h
n
en

zu
n
äc
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äc

h
e:

0

0.
51

1.
52

2.
53

3.
54

−
2

−
1

0
1

2
3

v

u

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

(i
ii
)

{

(a
,b

)
∈

IR
2

:
0
≤

a
≤

b
≤

4}

,

L
ö
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(iv)
{

(x, y, z) ∈ IR3 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1
}

,

Lösung:

Die Menge ist offenbar ein Würfel mit Kantenlänge 1, der liegt und im Ursprung
angelegt ist.

(v)
{

(x, y, z) ∈ IR3 : x, y, z > 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

.

Lösung:

Die Bedingung x2 + y2 + z2 ≤ 1 ist diejenige für einen Kugel im IR3. Da jedoch die
Zusatzbedingung x, y, z > 0 gefordert ist, besteht die Menge nur aus dem zugehörigen
Achtel der Kugel.

Aufgabe 3

(i) Stellen Sie die folgenden Funktionen durch Höhenlinien dar, indem Sie die Mengen

N(c) := {(x, y) : f(x, y) = c}

für c = −2,−1, 0, 1, 2 in ein Schaubild zeichnen.

(a) f(x, y) = xy,

(b) f(x, y) = 4x − y2.

Lösung:

(a) Aus f(x, y) = c folgt y = c/x, wir zeichnen also die Funktionen y = −2/x,
y = −1/x usw. in eine Diagramm. Die Höhenlinie zu c = 0 ist die Menge {(x, y) ∈
IR2 : x = 0 oder y = 0}, also die x- und die y-Achse.
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(b) Zu lösen ist also die Gleichung 4x − y2 = c, was

y = ±
√

4x − c

impliziert. Zeichen wir die Funktion zu den entsprechenden Werten von c in ein
Diagramm, so ergibt sich folgende Höhenkarte:

(ii) Gegeben sei die Funktion f : IR2 → IR mit

f(x, y) := ln(x2 + y2 − 5)

(a) Geben Sie den Definitionsbereich und den Wertebereich an.

Lösung:

Die Funktion ist dort definiert, wo x2 + y2 − 5 > 0 ist. Die Menge {(x, y) ∈ IR2 :
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x2 + y2 ≤ 5} ist ein Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Radius
√

5.
Ausserhalb dieses Kreises ist die Funktion definiert, es gilt also

D(f) = {(x, y) ∈ IR2 : x2 + y2 > 5}

Auf D(f) nimmt das Argument des ln alle Werte zwischen 0 und +∞ an und
damit ist der Wertebereich on f ganz IR.

(b) Berechnen Sie alle Nullstellen von f .

Lösung:

Die Nullstellenmenge von f berechnet sich aus der Gleichung

x2 + y2 − 5 = 1.

Bezeichnen wir diese mit N (f), so gilt

N (f) = {(x, y) ∈ IR2 : x2 + y2 = 6},

was ein Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Radius
√

6 ist.

(c) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge in der (x, y)-Ebene. Tragen Sie ebenfalls die
Mengen M+ = {(x, y ∈ IR2 : f(x, y) > 0} und M

−
= {(x, y) ∈ IR2 : f(x, y) < 0}

ein.

Lösung:

Es ist M+ = {(x, y) ∈ IR2 : x2+y2 > 6} und M
−

= {(x, y) ∈ IR2 : 5 < x2+y2 < 6},
vgl. folgende Zeichnung
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Im Inneren des kleinen Kreises ist die Funktion nicht definiert, im Kreisring dann
negativ und ausserhalb des grösseren Kreis ist f positiv.
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