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Aufgabe 1
Gegeben seien die Funktionen f(z) = (z + 1)*(x — 1)? und g(x) = (3z + 4)?(x — 1000).
(i) Bestimmen Sie den Grad von f, g f+gund f-g.
Losung

Der Grad eines Polynoms f ist die hochste Potenz von z, die in f vorkommt. Um den
Grad zu bestimmen, miissen wir also die einzelnen Polynome in die Form

1

f(SC) = ApTp + anflxn_ +...+a1x1 + a9 = Z akxk
k=0

bringen. Falls a,, # 0, so ist n der Grad von f.
Hier gilt mit der dritten binomischen Formel
f@)=(@+1)%@-1? =(@+Da-1))"=(?—1) =2 - 22>+ 1.
Die hochste Potenz von z ist 4, also folgt grad(f) = 4.
Fiir g gilt dann

g(x) = (3z + 4)*(x — 1000) = (92* + 24z + 16) - (x — 1000)
= 923 + 2422 + 162 — 900022 — 240002 — 16000
= 923 — 897622 — 23984z — 16000

Also ist grad(g) = 3. Betrachten wir nun f + g

f(z) 4 g(x) = 2* — 22% + 1 4 92 — 897622 — 239842 — 16000
= 2% + 923 — 897822 — 239842 — 15999

Damit ist grad(f + g) = 4. Es fehlt noch f - g

f(z)-g(x) = (2* — 22% + 1)(92° — 89762* — 239842 — 16000)
=927 — 89762°% — 2398425 — 16000z* — 1825 + 179522 + 4796823 + 3200022
+ 92% — 897622 — 23984z — 16000
= 927 — 89762°% — 2400225 + 19522* + 4797723 + 230242% — 239842 — 16000

Daher berechnet sich der Grad von f - g zu 7.

(ii) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f/g und g/f.
Losung

Eine rationale Funktion ist iiberall definiert, wo der Nenner verschieden von Null ist,
die Nullstellen von f und ¢ berechnen sich wie folgt

fx)=0 = (x+1)*(z—-1)*=0 =r=—1oderz =1

4
g(z) =0 = 3z +4)*(x — 1000) =0 =z = —3 oder z = 1000



Damit sind wir in der Lage den Definitionsbereich der rationalen Funktionen anzuge-
ben:

D(f/g)={reR:g(x) #0}={z e R:xz# —4/3, 2 # 1000}
D(g/f)={reR: f(x)#0}={recR:a# -1,z # 1} ={zreR: |z| #1}.

(i) Wie verhélt sich f/g bzw. g/f fir £ — 0o 7
Losung
Nach (i) ist bekannt, dass grad(f) = 4 > 3 =grad(g). Mit dem Kriterium aus der
Vorlesung folgt also

limM=+oo hm@:a

2= () " a—oo f(2)
Aufgabe 2

Ein Virus bricht aufgrund der Inkubationszeit bei einem Kollektiv infizierter Patienten, die
sich alle zum Zeitpunkt ¢ = 0 angesteckt haben, erst zu einem spéterem Zeitpunkt ¢ > 0
aus. Fiir den Anteil y(t) der Patienten, bei denen der Virus noch nicht ausgebrochen ist, gilt
nach einem Modell

y(t) = exp(—at?®)
mit einer von der Krankheit abhéngigen Konstante a > 0.
(i) Zeichnen Sie y(¢) fir 0 <t <5 und a = 1 in ein Koordinatensystem.

Losung:

Skizze der Funktion y(t) = exp(—t?) :

exp(-t**Z)I —_—
0.8 - -
0.6 - -
=

04 -
0.2 -

0 1 1

-4 4




(iii)

(iv)

Wir haben hier die Funktion zwischen —5 und 5 (obwohl im Kontext der Aufgabe
negative Werte fiir ¢ natiirlich sinnlos sind) gezeichnet, da diese Funktion an anderer
Stelle noch wichtig sein wird. y(¢) wird auch Glockenkurve genannt.

Stellen Sie eine Formel auf fiir den Anteil der Patienten, bei denen der Virus ausge-
brochen ist.
Losung:

y(t) beschreibt den Anteil der Personen, bei denen der Virus noch nicht ausgebrochen
ist, also

B Anzahl noch nicht erkrankter Personen

y(t) =

Gesamtzahl der Personen

Gesucht ist nach dem Anteil der erkrankten Personen, also

B Anzahl erkrankter Personen

z(t) =

Es ist y(t) + z(t) = 1, also 2(t) = 1 — y(t) = 1 — exp(—at?).

Gesamtzahl der Personen

Zu welchem Zeitpunkt haben wenigstens 50% der Patienten erste Anzeichen der Krank-
heit, wenn a = 1 gilt ?

Losung:
Gesucht ist nach dem ¢ fiir das gilt (e = 1):

1
2(t) =1 —exp(—t*) = 0.5 = 5

Mit Hilfe des In folgt zunéchst
—t* =1n(1/2) = t* = —1In(1/2) = In(2).

Wir sind nur an ¢ > 0 interessiert und der gesuchte Wert berechnet sich als

t = /In(2) ~ 0.833.

Dies durfte man auch anhand der Skizze aus (a) ablesen, da der Logarithmus erst in
der Vorlesung vom 15.11. eingefiihrt wurde.

Zur Bestimmung von a fiir einen bestimmten Virustyp werden Probanden mit dem
Virus infiziert. Zum Zeitpunkt ¢ = 1 sind bereits bei 10% des Kollektivs erste Anzeichen
der Krankheit erkennbar. Wie lautet die richtige Wahl von a ?

Losung:
Zum Zeitpunkt ¢ = 1 gilt also
1 —exp(—a) =10% = 0.9 = 3
10
Es folgt

ex (—a)—g = —a=1 J
p =10 = 0/

Also ist a = In(10/9) ~ 0.105 die richtige Wahl fiir diesen Virustyp. Falls der In nicht
bekannt ist, kann man sich dem gesuchen Wert von a auch mit dem Taschenrechner
annahern.



Aufgabe 3

Zwischen den Temperaturwerten auf der Fahrenheitskala T und denen auf der Celsiusskala
T besteht ein linearer Zusammenhang der Form

Te = f(Tr) =aTp +0b

(i) Fiir Tp = 122°F ist Te = 50°C' und Tr = —13°F korrespondiert zu T = —25°C. Wie
lauten ¢ und b 7

Losung:

In dieser Aufgabe muss zu gegebenen zwei Punkten die Gerade aTp + b berechnet
werden. Fiir diese Problematik gibt es eine allgemeine Formel fiir @ und b, die als
Zwei-Punkte-Formel bekannt ist. Hier wollen wir aber a und b wie in Aufgabe 1 der 3.
Ubung bestimmen. Es gilt

50 =122a +bund — 25 = —13a + b,

also b = 50 — 122a und damit
75
—25=—-13a+50—-122¢ = —135a=-75 = a = T35 ~ 0.556

Also folgt

9000 6750 9150 2400

b= 50 — 122a = 50 — — N 47
o0 @=50= T3 =135 " 135 135
Demnach folgt
75 2400
To = f(Tp) = —Tr — —— ~ 0. Ty — 17.
o= J(Tr) = 15T — Jgg ~ 055567 — 17.778
50 T T T T T
| f(T_C) ——
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(ii) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von f. Welcher Temperatur in Fahrenheit entspre-

chen 0°C' 7
Losung:

Wegen a > 0 ist f streng monoton wachsend, also existiert eine Umkehrfunktion f~!.
Es gilt

Te—b T, b 135 2400
Te=alp+b = Tp=-"—="9  — =2 T+ —~ 18Tc+32
a a a 75 75
Dabher ist
Tc b 135 2400
Tr= YT =" —=-="Z0T, — ~ 18T 32.
r=[f"(Tc) a a 75 o+ 75 o+

die gesuchte Umkehrfunktion. Dies wollen wir durch Einsetzen bestétigen, es ist

1 b
—(CLTF + b) —_ = = TF,
a a

S (TR) = [ (aTr +b) =

was zu beweisen war. Streng genommen, miisste man auch noch f(f~1(T¢)) = T¢
nachrechnen.

Zu T = 0°C' korrespondieren also

also 32°F.
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