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Aufgabe 1

Ein mol eines Stoffes entspricht der Menge von 6 - 10*® Teilchen dieses Stoffes. Fiir ein
Experiment benétigen Sie nun 100 ml einer 2-mol Losung, also 2 mol pro Liter Wasser. Im
Labor finden Sie aber nur einen Liter 10-mol Losung. Bestimmen Sie die Menge Wasser und
die minimale Menge dieser Losung, die gemischt das gewiinschte Ergebnis liefern.

Losung
Wir benétigen also 100 ml einer 2-mol Losung. Sei x die Menge der 10-mol Lésung in ml,
die wir entnehmen miissen. Dann muss gelten:

2mol - 100ml = 10mol - x,

also x = 20 ml. Dies fiillen wir dann noch mit 100 — 20 = 80 ml auf, und erhalten die
gewiinschte Menge der 2-mol Losung.

Aufgabe 2

Das Caesisum-Isotop 37C's ist ein gefihrliches Umweltgift, das sich in radioaktiven Nieder-
schlagen befindet. Es verliert pro Jahr 2.3% seiner Masse durch radioaktiven Zerfall. Jedes
Jahr gelange die gleiche Masse M dieses Stoffes in die Umwelt.

(i) Stellen Sie eine Formel auf mit der man berechnen kann, welche Menge des Stoffes
nach n Jahren in der Umwelt vorhanden ist. Benutzen Sie hierzu das Summenzeichen
und vereinfachen Sie dann die Formel so weit wie mdoglich.

(ii) Welches Gleichgewicht wird sich auf Dauer einstellen (n — oo) 7
Losung

(i) Sei M,, die Masse des Stoffes, die nach n Jahren in der Umwelt ist. Am Anfang (n = 0)
ist nur die Menge My = M in der Umwelt, nach einem Jahr hat die Anfangsmasse
2.3% ihrer Masse verloren und im Laufe dieses Jahres ist die Masse M in die Umwelt
gelangt, es gilt also M; = M + M (1 — 0.023). Nach zwei Jahren befindet sich bereits
die Masse My = M + M (1 —0.023) + M (1 — 0.023)? in der Umwelt, usw. Es gilt also

M, = M + M(1—0.023) + M (1 —0.023)% + ... + M(1 —0.023)"
=M (1-0.023)"
k=0

Es gilt fiir 0 < ¢ < 1 (geometrische Reihe, vgl. Aufgabe 3 der 2. Ubung):

Damit ergibt sich als Vereinfachung
1— qn+1

M,=M——
1—gq

fir ¢:=1-0.023 =0.977.



(ii) Da unser ¢ < 1 ist, gilt lim, .. ¢" = 0 und somit M, = M/(1 —¢q) = M/0.023 ~
43.478M.
Aufgabe 3

Ein Enzym habe N = 6 Bindungsstellen. Auf wie viele verschiedene Weisen konnen ¢ = 2
Bindestellen besetzt werden? Berechnen Sie diesen Wert und fertigen Sie ein schematisches
Bild der verschiedenen Enzym-Substrat-Komplexe an. Wie viele verschiedene Komplexe kann
dieses Enzym insgesamt bilden 7

Losung

Geméaf der Formel aus der Vorlesung gilt

| .
Anzahl der Moglichkeiten, 2 Bindestellen zu besetzen = (g) = 2'(.3'4' :% = 15.
Die einzelnen Komplexe haben dabei folgende Gestalt:
HEEEENEINEINER EINREINREINEREIN EI NN EEEY
BEIEIEEN REINEINRNEINEEIN NEINEEEI NNEIEIEN
EEEINEIN EREINREI NEEESEIN NENEINEI NNENEEY

Bekanntlich berechnet sich dich die Anzahl der Komplexe die ein Enzym insgesamt bilden
kann gemafl Aufgabe 2 der 2. Ubung als

N
Z (N ) _ 9N
, [ ’
=0

hier also 2% = 64 Moglichkeiten.

Aufgabe 4
Gegeben seien die Funktionen f(z) = x(x + 2)? und g(x) = (3x +4)* — 81z,
(i) Bestimmen Sie den Grad von f, g f+¢gund f-g.
Losung:
Es gilt
f(x) =2(r+2)* = 2(2® + 42+ 4) = 2° + 42* + 4,
also grad(f) = 3. Fiir g gilt
g(x) = 3z +4)* — 81a* = (3z +4)*- (3x +4)* — 81z*
= (927 + 242 + 16) - (927 + 242 + 16) — 812*

= 81z* + 216> + 1442% + 2162> + 5762 + 384x + 14422 + 384x + 256 — 812
= 43223 + 86422 4 768z + 256,

also grad(g) = 3.

(ii) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f/g und g/f.
Losung:

Die Funktion f/g ist da definiert, wo g(x) # 0 ist. Dazu kiirzen wir die Gleichung
g(x) = 0 durch 432 und erhalten

2%+ 22% +16/9x + 16/27 = 0.



Die Gestalt der Gleichung legt nahe nach Losungen der Form x = y/3 zu suchen.
Substituieren wir dieses, so erhalten wir nach Multiplikation mit 27 = 33:

P4+ 6y>+ 16y +16 =0
Eine Losung ldsst sich raten als y = —2, denn
—8+24—-32416=0.
Polynomdivision liefert
y?+6y> + 16y +16 = (y+2) - (v* + 4y + 8)
und wegen y? + 4y + 8 > 0 existieren keine weiteren Nullstellen, also folgt
D(f/gfz e R:g(x) # 0} ={r e R:x# -2/3} =R\ {-2/3}.
Die Nullstellen von f findet man einfacher. Es ist
f(x)=2(z+2)*=0 & x=0oder v =—2,
also
D(g/ffzeR: f(z) #0} ={zeR:z#0,z# -2} = R\ {-2,0}.
(iii) Wie verhélt sich f/g bzw. g/f fir £ — 0o 7

Aufgabe 5

Bei Ausgrabungen in der Kolner Altstadt wurde kiirzlich ein Fossil gefunden, bei dem das
Verhiltnis von C'* und C'? auf 60% von ¢y gesunken war. Wie alt war das Fossil zum
Zeitpunkt der Ausgrabung ? Verwenden Sie dazu die C'**-Methode zur Altersbestimmung
(vgl. Aufgabe 3, 6. Ubung).

Losung:
Sei ty das Alter des Fossils zum Zeitpunkt der Ausgrabung. Wir wenden das Zerfallsgesetz
an und erhalten
3
coexp(—oty) = 0.6¢co = €0

& exp(—oty) = =

& — oty =1In(3/5)
~In(3/5)

= t(]: .
g

Allerdings ist die Zerfallskonstante o noch unbekannt, diese berechnet sich aus der bekannten
Halbwertszeit von 5760 Jahren wie folgt:

1
exp(—57600) = 5
& — 57600 =1n(1/2) = —1n(2)
In(2)
< 77 560"
Insgesamt folgt also
In(3/5
to = —57602C75) 1044 9918
In(2)

Das Fossil ist also knapp 4245 Jahre alt. Aufgabe 6

Geben Sie jeweils die erste Ableitung und den Definitionsbereich der Funktionen an:

3



(i) fi(x) = v/exp(x)
Loésung:

Es gilt exp(x) > 0, also D(f;) = IR. Die erste Ableitung berechnet sich wie folgt:

fita) = 5L — et

2 exp(z)

(i) fo(x) = x/sin(2?)

Losung:
Es gilt

sin(#?) =0 < 2 =km, ke IN & z=+VEknr, k€N,
also

D(fy) ={reR:z# tVknr, Vk € N} =R\ {Vkn, k€ N}
. Fiir x € D(f5) berechnet sich dann die Ableitung als

_ sin(a?) — 22? cos(a?)

L) = )

(iii) f3(x) = sin(x)/ cos(z).
Losung:

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches betrachte die Nullstellen von cos(z), also
cos(z) =0 < x:g+k7r, kelZ,

also
D(fs)={z€eR:x#n/2+kn, Vk e Z} =R\ {n/2+ km, k € Z}

. Fiir © € D(f5) berechnet sich dann die Ableitung als

(cos(z))? + (sin(z))”

(cos(2))”

=1+ (tan(z)).

f3(z) =

Es gilt tibrigens f3(x) = tan(x).
(iv) fa(z) = In(z?)
Losung:

Wegen 22 > 0 fiir z # 0 gilt
D(f) = {r e R: 240} = R\ {0}

. Fiir x # 0 berechnet sich die Ableitung dann geméaf

2 2
filw) =5 =~

X X

Aufgabe 7

Experimentelle Messungen haben gezeigt, dass der Energieverbrauch eines Wellensittichs
beim Fliegen in Abhéngigkeit von der Fluggeschwindigkeit v ndherungsweise durch folgende
Formel gegeben ist

E(v) = = (0.01(v — 20)* + 21) .

S|



Dabei wird F in Kalorien pro g Korpergewicht pro km Flugstrecke gemessen und die Ge-
schwindigkeit in km/h. Man geht dabei davon aus, dass v > 10, da der Wellensittich sonst
abstiirzt. Bei welcher Geschwindigkeit ist der Energieverbrauch minimal ?

Losung:

Um das Minimum von f zu bestimmen, miissen wir die Nullstellen der Ableitung finden:

E'(v) = _v_12 (0.01(v —20)* +21) + % (0.02(v —20)) = 0
& — (0.01(v —20)> + 21) + v (0.02(v — 20)) =0

& — (0.01(v* — 40v + 400) + 21) + (0.02v° — 0.4v) =0

& 0.010°—25=0 < 0?2 =2500 < v=+v2500 = +50.

Natiirlich interessieren hier nur positive Geschwindigkeiten, also v = 50km/h ist ein Kandi-
dat fiir die Geschwindigkeit mit minimalem Energieverbrauch. Ob es wirklich ein Minimum
ist klart sich nach Inspektion der zweiten Ableitung:

B0 = <— (0.01(v — 20)2 + 21) + (0.020(v — 20)))

1)2
0.0102 — 25\’

25\’

25
:25 >0,

also liegt bei v = 50km/h tatséchlich minimialer Energieverbrauch vor. Der zugehorige Wert
ist £(50) = 0.6.

Aufgabe 8
In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit der Schwingungsgleichung
(1) = k% (1),
welche eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Zeigen Sie, dass
x(t) = Cy sin(kt) + Cy cos(kt)

fiir beliebige Konstanten C; und Cy die Gleichung 16st. Falls die Anfangsbedingungen als
2(0) =1 und #(0) = —1 gegeben sind, wie lautet die Losung ?
Loésung:

Um nachzuweisen, dass z(t) die Schwingungsgleichung 16st, miissen wir die zweite Ableitung
von z(t) berechnen. Es gilt

&(t) = k (Cy cos(kt) — Cysin(kt))
und  #(t) = —k* (O} sin(kt) + Cy cos(kt)) = —k*z(t),

was zu beweisen war. Sind die Annfangsbedingungen z(0) = 1 und #(0) = —1 gegeben, so
muss gelten

1 =2(0) = C;sin(0) + Cycos(0) = Cy und — 1 = #(0) = k (C; cos(0) — Cysin(0)) = kCY,

also lautet die Losung zu obigen Anfangsbedingungen

x(t) = —% sin(kt) + cos(kt).



Aufgabe 9
Vorgelegt sei die Differentialgleichung

= (x—1)(z—-3), 2(0) =C.
(i) Zeigen Sie, dass

1-C
exp(2)(C—3) +1-C

z(t) =142

die Differentialgleichung 16st.
Losung:
Um zu zeigen, dass z(t) die Differentialgleichung 16st, differenzieren wir

, 1-C
(exp(26)(C —3) + 1 —C)2

z(t) = — -2(C' — 3) exp(2t)

Die rechte Seite schreibt sich als

1-C 1-C
(2(t) = 1)(a(t) = 3) = 2exp(%)(C -3)+1-C <26Xp(2t)(C’ —3)+1-C 2)

2(1-C) —2(exp(2t)(C =3)+1-C)
(exp(2t)(C —3)+1—C)?
2(1-C) —=2(exp(2t)(C —=3)+1—-C)
(exp(2t)(C —3)+1—C)?

e0@C-3)
(exp(2t)(C' —3)+1—C)? ’

=2(1-0C)-

=2(1-0C)-

= —4(1-C)-

was zu beweisen war. Setzen wir ¢t = 0, so erkennen wir, dass

1—

gilt, also ist die Anfangsbedingung ebenfalls erfiillt.

(ii) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von x(t).
Losung:

Die Funktion x ist iiberall dort definiert, wo der Nenner verschieden von Null ist. Es
gilt fiir C' # 3 (fiir C' = 3 ist der Nenner stets 1 — C' = —2 # 0):

—1
exp(26)(C—3)+1—-C=0 & exp(2t) = %

Die letzte Gleichung kann nur erfiillt sein, falls (C'— 1)/(C — 3) > 0, also entweder
C < 1 oder C' > 3. In diesem Fall folgt dann

£ g 1l Cc—-1
=t"=-In| =—+%|.
2 C-3

Zusammenfassend haben wir gesehen, dass

1<C<3:Dxt)=R

C<loder C>3:Dx(t)=R\{t"= %ln (C—:l)}’



(iii) Fiir welche Werte von C' existiert der Grenzwert lim; o, 2(t) und wie lautet dieser 7
Loésung:

Im letzten Aufgabenteil haben wir gesehen, dass die Losung fiir C' < 1 oder C' > 3 nur
bis zur Zeit t* existiert. Dabei ist t* fiir C' < 1 negativ, also existiert der Grenzwert
fiir £ — oo. Im Fall C' > 3 ist t* positiv und die Losung existiert nur bis zu dieser Zeit.
Fiir C' < 3 existiert die Losung also fiir alle ¢ € IR, dann lduft der Nenner gegen 4-co
abhéngig vom Wert von C, jedenfalls ndhert sich der Bruch demnach Null an und es
folgt

lim z(t) = 1.

t—o00

Aufgabe 10

Fiihren Sie wie in Aufgabe 1 der 10. Ubung eine qualitative Analyse der Differentialgleichung
aus der vorigen Aufgabe, also & = (x —1)(x — 3) durch und vergleichen Sie die hier erzielten
Ergebnisse mit denen aus der vorigen Aufgabe.

Losung:

Sei also f(z) = (¢ — 1)(x — 3), dann sind 1 und 3 die Nullstellen von f und somit die
stationdren Punkte der Gleichung. Fiir z < 1 oder x > 3 ist f(x) > 0, im umgekehrten
Fall ist f negativ. Damit ist klar, dass der stationdre Punkt x = 1 stabil ist wahrend z = 3
instabil ist, vgl. untenstehede Abbildung. Weiter ist klar, dass die Losungen fir z(0) < 3
immer gegen den stationdren Punkt x = 1 laufen, wéhrend sie fiir C' > 3 in endlicher oder
unendlicher Zeit gegen +o0o laufen. Bleibt noch zu untersuchen, ob Wendepunkte existieren:
Dazu berechnen wir die Nullstelle von f'(z):

fliz)=("—42+3) =20 —4=0 & z=2.

Demach besitzen alle Losungen mit Startwerten zwischen 2 und 3 einen Wendepunkt und
zwar zu der Zeit, wo z(t) = 2 gilt. Man vergleiche dazu das (t, z(t))-Diagramm.

x(t)
6 . . . . ///
09 ——
3 --

A\

o

Aufgabe 11

Vorgelegt sei die Differentialgleichung © = f(x). Die Gestalt von f kann dabei folgender
Zeichnung entnommen werden. Tragen Sie die stationdren Punkte und deren Stabilitéit sowie
die Richtungspfeile der Evolution in das Diagramm ein. Ubertragen Sie dann die Ergebnisse
in eine (¢, z(t))-Diagramm.

Losung:

Ein Blick auf die Skizze von f zeigt, dass es drei stationédre Punkte gibt: = —1,x = 1 und
x = 4. Das Maximum z; und das Minimum x5 von f korrespondieren zu Wendepunkten der
Losung, vgl. folgende Abbildung:



Aufgabe 12

Berechnen Sie die folgenden Integrale

(1)
5
1
/ —3d7’
LT
Losung

Eine Stammfunktion von 1/r3 = r=3 ist F(r) = —1/2r72, es folgt

5 _ 2
1 r=5 1 1 5-1 24 12
—dr=—-1/2r"% = =" ==
e T T - ™
(i)
w/2
/ cos(2t)dt
—7/2
Loésung

Eine Stammfunktion von cos(2t) ist F'(t) = sin(2t)/2, wie man durch Ableiten leicht
sieht. Damit folgt
/”/2 sin(2t) 7/2 sin(m)  sin(—mn)

2)dt = — _ —0.
_F/QCOS( ) 2 iy 2 2

(iii)
/ 2 In(t)v/tdt

Losung

Hier ist partielle Integration gefragt, sei u/(t) = v/t und v(t) = In(t), dann ist
2
t) = 32
) = >
und folglich

2 2 a=2 (%2 1 2
/ Vrin(z) doe = §x3/2 In(z)| - / 23 —dr = gx?’/z In(z)
1 1

=1 3 xr
2 3 =2 2 T 2 2 =2
— Z2.3/2 — 2 (232 3/2 _ =z
3% In(x) - (3ZL‘ ) - x (ln(x) ) -

2

3
2 2\ 2 2 4 2\ 4
=222 ()= )+=-2==2(In@2) - = | + -.
3 (nU 3)+3 3 ?DF(H() 3)+9



/077 cos(t) exp(2t)dr

Losung

Hier ist eine kleine Falle eingebaut, die Integrationsvariable ist r. Die zu integrierende
Funktion ist konstant in r, also

/O7r cos(t) exp(2t)dr = 7 cos(t) exp(2t).

Wire hier iiber ¢ integriert worden, so hétte zweimalige partielle Integration zum Ziel
gefiihrt.

dxmita,b >0

1
x
/0 vaxr?+b

Losung

In diesem Aufgabenteil ist Substitution gefragt. Sei 7 = az?, dann ist

Ferner gilt
1

~ 20y/7/a

> 0 fiir z > 0.

¢'(7)
und
¢ :10,a] — [0,1].

Damit gilt dann mit der Substititionsregel

/lLdaz: RVAT LN S
0o Var?+b o va(r/a)+b 2a\/7/a

1 [/ 1
:—/ dr
2a 0 T+b

1 T=a
=—-2v7+b
2a =0
1
= (Vavo- i)




