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Vorwort

Das vorliegende Skriptum wurde fiir die Vorlesung ,, Gewohnliche Differentialgleichungen®,
die ich im Wintersemester 2021/22 an der Universitét zu Koln gehalten habe, geschrieben.
Es orientiert sich vorwiegend an den Vorlesungsskripten von Prof. Dr. G. Sweers (Uni-
versitidt zu Koln, 2020/21), sowie Prof. Dr. A. Krieg und Prof. Dr. S. Walcher (RWTH
Aachen University, 2019). Das Skript von Herrn Prof. Dr. Sweers ist iiber die folgende
URL verfiighar und kann als zusétzliche Ressource genutzt werden,

http://www.mi.uni-koeln.de/Vorlesung_Sweers/GDGL2021/Skript/DGL-2020R.pdf.

Zu beachten ist hierbei, dass dieses Skripte nicht zu 100% dieselben Themen behandeln
und diese nicht immer in derselben Reihenfolge.

Daneben gibt es diverse Lehrbiicher zum Thema Differentialgleichungen, die als Quel-
le fiir alternative (oder auch die gleichen) Herangehensweisen an die hier behandelten
Themen zu empfehlen sind:

e B. Aulbach, Gewdhnliche Differenzialgleichungen, Spektrum Akademischer Verlag,
Heidelberg, 2. Auflage, 2004.

e C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications, Springer-Verlag,
New York, 2nd ed., 2006.

o W. Walter, Gewdohnliche Differentialgleichungen, Springer-Verlag, Berlin, 7. Auflage,
2006.

Diese Liste erhebt natiirlich keinerlei Anspruch auf Vollstédndigkeit.

Fiir die Vorlesung ,, Gewohnliche Differentialgleichungen® sind gute Kenntnisse des
Stoffes der Vorlesungen Analysis I und II sowie Lineare Algebra I und II erforderlich.
Zentrale Resultate aus diesen Vorlesungen, soweit sie hier relevant sind, sind im An-
hang zusammengefasst, allerdings ohne Beweise. Auch hier besteht kein Anspruch auf
Vollstédndigkeit und die Anhénge sollen lediglich evtl. das Nachschlagen einer Aussage
erleichtern.

Trotz eifriger Bemiithungen ist es kaum zu vermeiden, dass diese Notizen (hoffentlich
wenige) Fehler enthalten, sowohl typographischer als auch mathematischer Natur. Kor-
rekturen oder Nachfragen per E-Mail unter mmertens@math.uni-koeln.de sind jederzeit
willkommen.

Koln, April 2022, Michael H. Mertens


http://www.mi.uni-koeln.de/Vorlesung_Sweers/GDGL2021/Skript/DGL-2020R.pdf
mailto:mmertens@math.uni-koeln.de
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Erste Beispiele

Vor allem in vielen Naturwissenschaften, wie etwa der Physik oder der Biologie, aber
auch in den Wirtschaftswissenschaften wird héufig die zeitliche Verédnderung einer ge-
wissen Grofle, etwa die Position einer Masse in einem Gravitationsfeld, die Groéfle einer
Tierpopulation oder die Entwicklung eines Aktienkurses, betrachtet. Durch Modelle wird
versucht, diese Entwicklung mathematisch zu beschreiben., das heifit ausgehend von ge-
wissen Anfangs- oder Randbedingungen und einem Modell, das die Anderungsrate
beschreibt, mochte man die Entwicklung der eigentlichen Gréfle berechnen. Die iibliche
Interpretation einer Ableitung als Anderungsrate fithrt hierbei ganz natiirlich dazu, dass
eine Funktion, die die relevante Grofie beschreibt, zu ihrer Ableitung in Beziehung gesetzt
wird. Eine solche Beziehung nennen wir eine Differentialgleichung. Wir betrachten
zunéchst einige Beispiele, in denen eine solche Beziehung hergeleitet wird.

Beispiel 1.1.1 (Freier Fall). Nehmen wir an ein Apfel féllt aus einer gewissen Hohe
auf die Erde. Wie entwickelt sich seine Geschwindigkeit v = v(¢) wihrend des Falls?

Da der Apfel féllt, kénnen wir zunéchst annehmen, dass er zum Zeitpunkt ¢ = 0 die
Geschwindigkeit v(0) = 0 hat. Nach dem Newton’schen Tragheitsprinzip wissen wir, dass
eine Kraft auf den Apfel wirken muss, damit sich seine Geschwindigkeit &ndert. Diese
Kraft F ist gegeben durch die Gleichung F'(t) = maf(t), wobei m die Masse des Apfels
und a(t) die Beschleunigung des Apfels zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Nach Definition ist
die Beschleunigung aber nichts anderes als die Anderungsrate der Geschwindigkeit, also
gilt a(t) = v/(t). Wir nehmen hier also sofort an, dass die Geschwindigkeit als Funktion
der Zeit differenzierbar ist, was aber in der Regel eine verniinftige Annahme ist. Die
Krifte die hier im Spiel sind, sind offenbar einerseits die Schwerkraft der Erde sowie
andererseits der Luftwiderstand. Erstere ist konstant mit Fi; = mg, wobei g =~ 9.81 7%
die sogenannte Erdbschleunigung bezeichnetl} Der Luftwiderstand wirkt der Schwerkraft
entgegen. Diesen genau zu beschreiben, ist tatséchlich nicht so einfach. Man nimmt oft
an, dass der Luftwiderstand proportional zur Geschwindigkeit ist, F(t) = —yov(t) fiir ein

!Diese ist genau genommen ortsabhingig, aber das ignorieren wir hier.
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Abbildung 1.1: Ein fallender Apfel

~v > 0. Das negative Vorzeichen ist notig, weil die Orientierung der Kraft entgegengesetzt
zur Schwerkraft ist. Insgesamt erhalten wir also die Beziehung

mv'(t) = mg —yvu(t), v(0)=0. (1)

Wir haben also eine Gleichung hergeleitet, die die Funktion v, fiir die wir uns interessieren,
durch ihre Ableitung ausdriickt. Man nennt eine solche Beziehung ein Anfangswertpro-
blem.

Eine solche Gleichung kann man ohne grofie Probleme l6sen: Die Masse m ist konstant,
so dass wir sie aus der Gleichung herauskiirzen konnen, die wir sodann umformen kénnen
7u

V'(t) = —a(v(t) = b), v(0)=0, (2)

wobei a = 7/m und b = g/a neue Konstanten sind. Fiir v —b # 0 konnen wir durch diesen

Ausdruck dividieren und erhalten
v

v—b:

Wir integrieren nun beide Seiten der Gleichung beziiglich ¢ und erhalten

—Q.

log|v —b| = —at+C

fiir eine Integrationskonstante C. Wegen b > 0 und v(0) = 0 ist es sinnvoll anzunehmen,
dass v — b < 0 gilt. Somit erhalten wir

v(t) =b—ce ™

fiir eine Konstante ¢ = e“. Diese kénnen wir aus unserer Anfangsbedingung v(0) = 0
bestimmen und erhalten direkt ¢ = b und somit

u(t) = b(1 — e~
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Direktes Uberpriifen zeigt, dass diese Funktion in der Tat unser Anfangswertproblem
16st.

Fiir die praktische Anwendung ist hier natiirlich zu sagen, dass unser Apfel nur aus
einer begrenzten Hohe fallen kann, so dass unsere Annahmen fiir das Modell noch gelten.
Spétestens sobald der Apfel den Boden erreicht, ist das Modell nicht mehr realistisch. Auch
kann man ab einer gewissen Hohe die Schwerkraft nicht mehr als konstant annehmen und
gerade in grofler Hohe gibt es starke Luftstromungen, so dass auch unsere Formel fiir
den Luftwiderstand nicht universell wird. Unsere Losung ist also nur in einem gewissen
Intervall fiir ¢ brauchbar, obwohl die Losung natiirlich fiir alle rellen ¢ definiert ist.

Beispiel 1.1.2 (Logistische Gleichung). Die sogenannte logistische Gleichung

y'(z) = dy(z)(1 —y(x)), (3)

wobei A > 0 eine Konstante ist, kann zur Beschreibung sehr vieler verschiedener Situa-
tionen verwendet werden. Beispielsweise modelliert sie das beschréinkte Wachstum einer
Population von z.B. Hasen: Ist zum Beispiel die Population y(x) grofl (sie sollte geeig-
net normiert sein), so sehen wir, dass die Ableitung negativ ist, die Population wird also
schrumpfen. Dies ist durchaus sinnvoll, denn wenn viele Hasen an einem Ort sind, gibt
es womoglich nicht geniigend Futter fiir alle und es werden ggf. auch mehr Hasen von
Fiichsen o.4. gefressen. Ist die Population hingegen sehr klein, wird die Ableitung positiv,
d.h. die Population erholt sich wieder (fiir das einzelne Tier gibt es mehr Nahrung und
eine kleine Population ist fiir Rauber weniger attraktiv, so dass weniger Hasen gefressen
werden).Diese Differentialgleichung hat mehrere verschiedene Losungen, wie man leicht
nachpriift.

y(x) =0 fir x € R,
y(x) =1 fir x € R,
Az
a<0: ylx)= /\f fir x € R,
e A—a (4)
e . 1
a>0: y(:c):em_a fur:ce(xloga,oo),
e)w ) 1
a>0: yx)= T fir z € (—oo,Xloga).

Man beachte bei der vierten und fiinften Losung in , dass Losungen zu einer Differenti-
algleichung {iblicherweise auf Intervallen betrachtet werden, so dass die angegebenen zwei
Losungen tatséchlich als verschieden anzusehen sind.

Beispiel 1.1.3 (Wasser in einem Eimer mit Loch). Wir betrachten einen zylindri-
schen Eimer, der bis zu einer Hohe hg mit Wasser gefiillt ist. Ab dem Zeitpunkt ¢ = 0
strome aus einem Loch am unteren Rand des Eimers Wasser aus. Wie herhélt sich die
Fiillhohe h(t) des Eimers in Abhéngigkeit von der Zeit?
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Nach dem Gesetz von Torricelli ist die Anderungsrate des Volumens V (¢) des Wassers
im Eimer proportional zur Quadratwurzel der Fiillhohe h(t), also haben wir

V/(t) = —e1/h(t)

fiir eine Konstante ¢; > 0. Da der Eimer zylindrisch ist, sagen wir mit Radius r, haben
wir die Beziehung V' (t) = 7r2h(t), also erhalten wir das Anfangswertproblem

K (t) = —cy/h(t), h(0) = ho,

fiir eine Konstante ¢ = ¢;/(7r?). Mit einem dhnlichen Verfahren wie in Beispiel [1.1.1} das
wir spéter auch in groflerer Allgemeinheit untersuchen und benutzen werden, erhéilt man

die Losung
nioy = L (Vi = ¢t)”, te0,2vho/d]
1o t € (2v/ho/c, 00).

Im Laufe dieser Vorlesung werden wir noch viele andere Beispiele von Differentialglei-
chungen und ihren Anwendungen sehen.Hauptziel wird es sein, einerseits, soweit moglich,
Losungsverfahren kennenzulernen, aber auch Strukturresultate wie Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatze fiir Losungen.

1.2 Grundlegende Begriffe und Definitionen

Wir wollen zunéchst formal die Begriffe aus Abschnitt definieren.

Definition 1.2.1. Sei D C R xR und F : D — R, (z,y) — F(z,y) eine stetige
Funktion. Dann heifit

Yy =F(z,y) (1)

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Eine auf einem nicht-
entarteten Intervall I C R definierte Funktion f : I — R, mit den Eigenschaften

(1) f ist auf I differenzierbar.
(24) Wir haben {(z, f(x)) : z € I} C D.
(1ii) Es gilt f'(x) = F(x, f(x)) fiir alle z € 1.

heifit eine Losung der Differentialgleichung . Unter einer Losung des Anfangs-
wertproblems
y' =F(z,y), yla)=0b

verstehen wir eine Losung f : I — R der Differentialgleichung , so dass zusétzlich
a € I und f(a) = b erfiillt sind.
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Bemerkung 1.2.2. 1. In den Randpunkten des Intervalls I, sofern diese zu I dazu-
gehoren, ist die Bedingung (i) in Definition als einseitige Differenzierbarkeit
zu verstehen.

2. Fs ist formal nicht notwendig, in Definition die Stetigkeit der Funktion F zu
fordern. Allerdings ist dies in den meisten Anwendungen eine verniinftige Annahme
und ohne sie gibt es eventuell keine Lésung: Sei etwa

0, z<0
F(ﬂc,y)Z{1 50

Dann besitzt das Anfangswertproblem y' = F(x,v), y(0) = 0 keine Lisung (Ubung).

3. Die Bezeichnungen und auch die Rollen der Variablen x und y sind nicht immer
festgeschrieben. So ist gerade in Anwendungen aus der Physik die Variable der ge-
suchten Funktion die Zeit und wird dann meist mit t bezeichnet. Die Position eines
Teilchens zum Zeitpunkt t wird dann hdufig mit x(t) bezeichnet. Aus dem Kontext
sollten die Rollen der Variablen jedoch immer klar sein.

Beispiel 1.2.3. Ist D CR x R und F' : D — R derart, dass F(x,y) = G(x) nicht von y
abhéngt, so ist eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = G(x) genau eine Stammfunktion
der stetigen Funktion G. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus
der Analysis (siehe Satz wissen wir, dass eine solche Stammfunktion auf jedem
Intervall I, auf dem G stetig ist, existiert. Ebenso hat das Anfangswertproblem

auf jedem Intervall I im Definitionsbereich von G, welches a enthélt eine eindeutige
Losung,

f:[—>R,be+/ G(t)dt.

Analog zu Definition definieren wir auch Systeme gewohnlicher Differentialglei-
chungen. In der nachfolgenden Definition schreiben wir abkiirzend etwa ¢ = (y1, ..., yn)""
und die Ableitung versteht sich komponentenweise.

Definition 1.2.4. Sei D CR x R” und F : D — R", (z,7) — F(z,7) eine stetige
Funktion. Dann heifit

i = F(x,7) (2)
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ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Eine auf einem nicht-entarteten Intervall I C R definierte Funktion f : I — R",
mit den Eigenschaften

—

(1) f ist auf I differenzierbar.
(it) Wir haben {(z, f(z)) : = € I} C D.
(iii) Es gilt f(z) = F(, f(z)) fiir alle z € 1.

heifit eine Losung des Systems . Unter einer Losung des Anfangswertpro-
blems

7=F(7), ¥a)=b
verstehen wir eine Losung f : I — R™ des Systems , so dass zusétzlich a € I und
f(a) = b erfiillt sind.

Ist aus dem Kontext klar, dass es sich um ein System von Differentialgleichungen
handelt, lassen wir die Vektorpfeile meist weg.

Beispiel 1.2.5. Betrachten wir das Anfangswertproblem

V= (zi) N <y1?i1yz) - 0= G) '

Aus der Analysis I ist bekannt, dass die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
v, = 11, y1(0) = 1 gegeben ist durch y;(x) = e*. Hiermit erhélt man ein weiteres An-
fangswertproblem fiir s,

Yo =ya+ €, y2(0) =2.

Man priift ohne Schwierigkeiten nach, dass ys(x) = (x + 2)e” eine Losung ist, also finden

wir mit
. 1

eine Losung unseres urspriinglichen Systems.

Neben Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet man auch Dif-
ferentialgleichungen héherer Ordnung.

Definition 1.2.6. Sei D C R x R” und F' : D — R eine stetige Funktion. Dann
heifit

y(n) - F(I7 y? y’? A y(n_l)) (3)
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- -

/7/t)§r— =

Abbildung 1.2: Skizze eines mathematischen Pendels

eine gewoOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine auf einem nicht-
entarteten Intervall I C R definierte Funktion f : I — R, mit den Eigenschaften

(7) f ist auf I n-mal differenzierbar.
(ii) Wir haben {(x, f(z), f'(2), ..., f®*Y(z)) : 2 € I} C D.
(#3i) Es gilt f(z) = F(z, f(x), f'(x), ..., f®D(z)) fiir alle z € 1.

heifit eine Losung der Differentialgleichung . Unter einer Losung des Anfangs-
wertproblems

y(n) _ F(:v,y,y’, m,y(n—l))’ y(a) = by, m’y(n—l)(a) = b,_1

verstehen wir jede Losung f : I — R der Differentialgleichung , so dass zusétzlich
acl, (abg,....by_1) € Dund f(a) =by,... [*Y(a) = b,_, erfiillt sind.

Beispiel 1.2.7 (Mathematisches Pendel). Ein mathematisches Pendel besteht aus
einer punktformigen Masse m, die an einem masselosen Faden der Lénge ¢ reibungs-
frei aufgehdngt ist. Zudem gibt es keinen Luftwiderstand. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das
Pendel um einen Winkel 6, ausgelenkt und werde von dort losgelassen. Wir suchen nun
eine Beschreibung fiir den Auslenkungswinkel 6(¢) zum Zeitpunkt ¢.

Die Gesamtenergie E(t) des Pendels ist die Summe aus seiner kinetischen Energie,
gegeben durch

Erin(t) = %mv(t)2 = %m(f&’(t))2,
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und seiner potentiellen Energie
Epot(t) = mgh(t) = mgl(1 — cos(6(t))).

Es gilt also
E(t) = Exn(t) + Epor(t) = %mé@'(t) + mgl(1 — cos(0(t))).

Nach dem Energieerhaltungssatz ist diese Gesamtenergie konstant, d.h. es gilt E’(¢t) = 0.
Fiir den Winkel 6(¢) erhalten wir somit nach einigen leichten Umformungsschritten die
Differentialgleichung

00’ ()0" (t) + gsin(6(¢))0'(t) = 0.

Nehmen wir 6'(t) # 0 an, so konnen wir noch durch diese Grofie teilen und erhalten die
Pendelgleichung,

0" (t) + %sin(@(t}) = 0. (4)
Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung. Das entsprechende Anfangswertproblem
ist dann
0" (t) + % sin(0(t)) =0, 0(0) =6, ¢(0)=0.

Diese Differentialgleichung besitzt zwar Losungen, jedoch lassen sich diese nicht durch
sogenannte elementare Funktionen (also im Wesentlichen Kombinationen aus Poten-
zen, Exponentialfunktionen, trigonometrischen Funktionen, sowie deren Umkehrungen)
darstellen. In der Physik modifiziert man die Pendelgleichung meist etwas, indem man
verwendet, dass fiir kleine Winkel sin(#) = 6 gilt. Die neue Gleichung lautet dann

0" (t) + %9(7&) = 0.

Fiir diese Gleichung kann man recht leicht elementare Losungen finden (wir werden uns
in Abschnitt néher damit befassen). Zum Beispiel liefert

0(t) = by cos (\/%)

eine Losung des entsprechenden Anfangswertproblems fiir das Intervall I = [0, 00).

Der folgende Satz zeigt nun, dass man Differentialgleichungen héherer Ordnung stets in
ein dquivalentes System von Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfithren kann.

Satz 1.2.8 (Reduktionssatz). Sei D CR x R", F': D — R stetig und betrachte
die Differentialgleichung n-ter Ordnung

y™ = F(z,y,9,....,y" V)
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wie in . Hierzu definieren wir das folgende System von Differentialgleichungen
erster Ordnunyg,

Yo hn

Y Y2

L= : . (5)
y';l,f2 Yn—1
Yn_1 F(2,%0, Y1, s Yn—1)

Dann existiert eine natiirliche Bijektion zwischen den Ldsungen von und .'

(1) Ist f: I — R eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung , 80 st
f=ff ., fOU) . [ — R" eine Losung des zugehérigen Systems ().

(13) Ist f= (fos f1sey fae1)™ © I — R™ eine LBong des Systems (F]), dann ist
fo: I = R eine Liosung der Differentialgleichung n-ter Ordnung (i3)).

Beweis.

(i) Fiir v € {0,...,n — 1} setzen wir f, = f). Dann gilt offenbar f, = f,., fiir alle
v <n— 2 und wir haben

f7/1—1 = f(n) = F(.CE, f7 f/7 ceey f(n_l)) = F(xa f07f17 --'7fn—l)-
Somit ist f: (f, s, fD) wie behauptet eine Losung des Systems .

(77) Es folgt unmittelbar aus der Betrachtung des Systems , dass die Funktion f; der
Losung auf dem Intervall I n-mal differenzierbar sein muss, und dass gilt

fl = f(,)7 f? = f{ = 6/7"'afn—1 = f*r/z—Q == (;l_l?
sowie
n n—1
fé ) - frr,L_l = F('Tamefl?"'vfn—l) = F(xvfmfé""?f(g ))

Damit ist in der Tat fy : I — R eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung
(11.2.6)).

q.e.d.

Bemerkung 1.2.9. Man begegnet auch Systemen von Differentialgleichungen n-
ter Ordnung. Analog zum Reduktionssatz lassen sich diese ebenfalls auf ein (héher-
dimensionales) System von Differentialgleichungen erster Ordnung zurickfihren, wie wir
1m nachfolgenden Beispiel sehen werden.
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Beispiel 1.2.10. Wir betrachten zwei Punktmassen m; und msy an Positionen z,zy €
R?. Nach dem Newton’schen Gravitationsgesetz ist die Schwerkraft Fj;, die Korper i auf
Korper 5 ausiibt gegeben durch

Ej _ G mimj

=z, [P )

Hierbei bezeichnet G ~ 6.67408-10"''m3kg~'s~2 die Gravitationskonstante. Wirken sonst
keine Krafte auf die Punktmassen, so ist ihre Bewegung in Abhéngigkeit von der Zeit
nach dem zweiten Newton’schen Gesetz (F' = ma) beschrieben durch folgendes System
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung?

. mo ( )
1 =G (22—

' 2o — 213 ? '
. my ( )
To = —— X1 — T9).

? ||951 —$2H3 ! ?

Setzen wir y; = @; (i = 1,2), so kénnen wir dieses System in ein (12-dimensionaledY)
System von Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfiihren,

T1 =1
Ty = U
. mo
g "M .
4 |xe — 1|2 (22 = 1)
. my
=G—m— (11 — o).
Je = G @ — )

1.3 Losungsverfahren

Im vorigen Abschnitt haben wir definiert, was eine Losung einer Differentialgleichung ist.
In diesem Abschnitt wollen wir fiir einige wichtige spezielle Typen von Differentialglei-
chungen Verfahren kennenlernen, mit denen man eine solche Losung bestimmen kann.
Hierzu sei allerdings schon hier gesagt, dass einerseits langst nicht jede (interessante)
Differentialgleichung in eine der hier betrachteten Formen passt, und auch wenn sie von
einer der hier betrachteten Formen ist, kann man die Losung oft nicht mit Hilfe der iibli-
chen elementaren Funktionen (wie etwa Potenz- oder Exponentialfunktionen) ausdriicken,
sondern nur z.B. als ein Integral. Wann genau man eine ,explizite“ Losung fiir eine Diffe-
rentialgleichung erhalten kann, ist ein interessantes (algebraisches!) Problem, auf das wir
im Rahmen dieser Vorlesung jedoch nicht néher eingehen

2Wir folgen hier der in der Physik iiblichen Konvention, eine Ableitung nach der Zeit ¢t durch einen
Punkt statt einen Strich kenntlich zu machen.
3Man beachte, dass z1 und x5 jeweils R3-wertige Funktionen sind.
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1.3.1 Separation der Variablen

Eine haufig vorkommende Klasse von ,16sbaren®Differentialgleichungen bilden die soge-
nannten separablen Gleichungen.

Definition 1.3.1. Eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Form

wobei F' und G jeweils auf einem nicht-entarteten Intervall stetige Funktionen seien,
heifit separabel (alternativ: trennbar oder separierbar). Ist F'(z) konstant, so
sprechen wir auch von einer autonomen Differentialgleichung.

Ein einfaches Beispiel fiir eine separable Gleichung (und auch dafiir, wie man sie
l6sen kann) haben wir in Beispiel |1.1.1] genauer gesehen. Wir betrachten nun den
allgemeinen Fall.

Satz 1.3.2 (Separation der Variablen). Seien I,J C R nicht-entartete Inter-
valle und seien F : I — R und G : J — R\0 stetige Funktionen. Fir (zo,y0) € I xJ
setzen wir .
F:I—R, Fz) :/ F(t)dt
xo

und

. . v oq
G:J—)R,G(y):/ ds.
Yo G(S)

(i) Sei I’ C 1 ein Intervall, so dass zo € I' und F(I') C G(J) gelten. Dann besitzt
das Anfangswertproblem

y' = F(@)G(y), y(xo) =yo (1)
eine eindeutige Losung [ auf I'. Fiir alle x € I' erfillt diese
G(f(z)) = F(a). (2)

(ii) Sei I* C I ein Intervall mit xy € I* und f* : [* — R eine stetige Funktion,
die f*(xg) = yo und @(f*(x)) = ﬁ(x) fiir alle x € I* erfillt. Weiter sei f* auf
kein grifieres Teilintervall von I stetig fortsetzbar. Dann gilt fir die Lésung
f des Anfangswertproblems , dass

f=f1r

die Einschrankung von f* auf das Intervall I' ist. Man nennt I* das maxi-
male FExistenzintervall der Lisung von .
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Beweis.

(i) Zunéchst bemerken wir, dass die Funktionen F' und 1/G auf den Intervallen I bzw.
J stetig sind, da G nach Voraussetzung keine Nullstellen besitzt. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung garantiert somit die Existenz der Funktionen F'
und G.

Eindeutigkeit: Nehmen wir zunichst an, f : I’ — R sei irgendeine Losung des
Anfangswertproblems (I). Dann gilt f'(z) = F(z)G(f(z)) fiir alle x € I'. Wegen
G(f(z)) # 0 folgt somit

flx) F(z) firallexzel

G(f(x))
und damit auch
/ T
/ S t) / F(t)dt fir alle z € I'.
To
Nun substituieren wir s = f(¢) und erhalten wegen f(zy) = yo die Beziehung

A (@ . A
G(f(x)):/f @ds:/ F(t)dt = P(x) firallez € I'

also . Nun ist G (y) = ﬁ # 0 fiir alle y € J, also hat wegen der Stetigkeit von ¢

G’ auf dem gesamten Intervall dasselbe Vorzeichen. Somit ist G auf J streng mono-
ton (Vgl Monotoniekriterium . Damit existiert eine eindeutige Umkehrfunk-

tion G : G(J ) — J, die selbst Wleder streng monoton und stetig differenzierbar
ist. Hieraus ergibt sich mit , dass

flz) =G Y(F(z)) firallex eI’
gilt. Damit ist die Losung f eindeutig bestimmt, falls sie existiert.
Existenz: Wir definieren nun wie oben angedeutet
[T =R, fa)= é*<ﬁ<x>>

und uberprufen nun, dass es sich um eine Lésung von (1)) handelt. Zunéchst haben
wir wegen G(yo) = 0 auch G~1(0) = yo und damit

Flx0) = G (F(0)) = G7(0) = o
)=F

wie gefordert. Wegen G (f(x) (x) erhalten wir nach Definition von G und F als
Stammfunktionen von 1/G bzw. F' die Beziehung

f'(z)
G(f(x))

Somit haben wir

=G'(f(x)f () = F'(z) = F(z) fiir alle z € I'.

f'(x) = F(2)G(f(x)),
so dass f in der Tat das Anfangswertproblem 16st.
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(77) Da G auf dem gesamten Definitionsbereich J invertierbar ist und sicherlich I’ C I*
gelten muss, folgt unmittelbar f*(x) = f(z) fiir alle z € I’ und somit die Behaup-
tung.

q.e.d.

Bemerkung 1.3.3. Man beachte, dass Satz[1.3.9 KEINE Aussage dariber macht, was
passiert, wenn etwa G(yo) = 0 gilt. In diesem Fall ist sicherlich die konstante Funkti-
on f:I' =5 R, f(xr) = yo eine Lisung des Anfangswertproblems , eine sogenannte
partikuldre Losung. Es kann jedoch durchaus weitere Lisungen geben, z.B. wenn die
uneigentlichen Integrale fyi 1/G(s)ds konvergieren.

Wir wollen nun die Schritte aus dem Beweis zu Satz[1.3.2] erneut etwas prignanter als
Losungsverfahren formulieren.

7~

Verfahren 1.3.4.
Gegeben: Eine separable Differentialgleichung

y' = F(2)G(y),
gef. mit Anfangsbedingung y(zo) = yo

1. Berechne die unbestimmten Integrale

/ @dy und / F(z)dz

2. Setze beide die Ergebnisse gleich — bis auf eine Integrationskonstante —

/@dy = /F(x)dx +C

und l6se nach y auf.
3. Bestimme das maximale Existenzintervall.

4. Bestimme ggf. C' aus den Anfangsbedingungen.

Beispiel 1.3.5. (i) Seien I = J = R. Betrachten wir das Anfangswertproblem

Y =(1+y")2" y(0)=1.
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Dieses ist offenbar separabel mit F'(z) = z* und G(y) = y*+1. Eine Stammfunktion
zu 1/G(y) ist offenbar arctan(y), eine Stammfunktion zu F(z) ist ”"Tf. Laut Schritt
2 in Verfahren erhalten wir nun die Gleichung

4

arctan(y) = % +C.

Aus der Anfangsbedingung erhalten wir C' = arctan(y(0)) = arctan(1) = 7/4, so
dass die Losung des Anfangswertproblems gegeben ist durch

y(x) = tan <x4z7r).

Die maximale Umgebung des Punktes x = 0, in der die Funktion auf der rechten
Seite stetig ist, also das maximale Existenzintervall, erhalten wir nun wir folgt:
Offenbar hat unsere Losung einen Pol, wenn (z* 4 7)/4 = 7/2 gilt.Fiir x = 0 haben
wir die Ungleichung 7/4 < 7/2, also ist das maximale Existenzintervall beschrieben
durch die Ungleichung (z*+7)/4 < 7/2, also #* < 7. Das maximale Existenzintervall
ist somit [* = (—x'/4 7l/4).

Als Beispiel fiir eine autonome Gleichung betrachten wir die logistische Gleichung
mit Parameter A\ > 0 (vgl. Beispiel |1.1.2)

y' =yl =), y(xo) = 1o
fir ein o € I =R und ein yo € J = (0, 1). Man beachte, dass also G(y) = y(1 —y)

dann keine Nullstelle in J hat. Eine Stammfunktion von
1 1 1 1

Gly) yll—-y) y 11—y

ist offenbar gegeben durch log(y) —log(1l — y) = log(y/(1 — y)). Wir erhalten somit
nach unserem Verfahren die Gleichung

log <L) =+ C.
-y

Fiir die Integrationskonstante C' erhalten wir aus den Anfangsbedingungen den Wert
C' = log(yo/(1 — yp)) — A\xg. Fiir die Losung f gilt somit

f ()
1— f(x)

Yo
I —wo

=exp(Az+C) = exp(A(z — 20)),

also
B 2= exp(A(z — o)
1+ 12 exp(AMz — 20))
Das maximale Existenzintervall in diesem Fall ist offenbar R. Verglichen mit Bei-
spiel ist diese die Lésung fiir den Fall @ < 0 in (4)). Die beiden (verschiedenen!)

Losungen fiir « > 0 dort erhélt man mit der analogen Rechnung fiir die Intervalle

J =(—=00,0) und J = (1, 00).

()
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(77i) Betrachten wir das Anfangswertproblem

v =2v]yl, y(0)=0.

In diesem Fall garantiert uns Satz zwar nicht die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung, aber das Verfahren [1.3.4] ist trotzdem anwendbar. Wir erhalten als
partikuldre Losung einerseits die konstante Funktion f(x) = 0. Wenden wir Verfah-
ren fir das Interval I = (¢, 00) fiir beliebiges ¢ > 0 an, so erhalten wir die
Losung

0, r<c

(x—c)?, x>ec

fc:R%R,fc(x):{

Es gibt also hier iiberabzéhlbar viele verschiedene Losungen desselben Anfangswert-
problems; die alle auf ganz R definiert sind.

1.3.2 Lineare Differentialgleichungen und Variation der Kon-
stanten

In diesem Abschnitt betrachten wir speziell lineare Differentialgleichungen.

Definition 1.3.6. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und seine a,b : I — R
stetige Funktionen.

(7) Eine Differentialgleichung der Form

nennen wir eine homogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

(7i) Eine Differentialgleichung der Form

Y = a(x)y + b(x)

heiflit inhomogene lineare Differentialgleichung.

Bemerkung 1.3.7. Der Begriff ,linear® in der Definition oben rihrt daher, dass die
Abbildung L : f v+ f'—a(x)f einen linearen Operator auf dem Raum der differenzierbaren
Funktionen definiert, das heifst es gilt L(af + g) = aL(f) + L(g) fir alle « € R und f,g
differenzierbare Funktionen. Hierauf werden wir spdter noch sehr viel genauer eingehen.

Eine homogene lineare Differentialgleichung ist offenbar insbesondere separabel (mit
F(z) = a(x) und G(y) = y). Wir kénnen also durch Separation der Variablen eine Losung
finden.
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Korollar 1.3.8. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall, xo € R, a : I — R eine
stetige Funktion und yo € R. Dann existiert eine eindeutige Losung f : I — R des
Anfangswertproblems

Y =a(x)y, y(zo) = Yo.

f(z) = yoexp (/w: a(t)dt> .

Beweis. Fiir yg # 0 kénnen wir direkt aus Satz die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung folgern: Wir setzen F(z) = a(z) auf dem Intervall I und G(y) = y auf dem
Intervall J = (0,00) (falls yo > 0) bzw. J = (—00,0) (falls yo < 0). Dann liefert uns
Satz im ersten Fall die Beziehung

Diese ist gegeben durch

logy — log yo :/ a(t)dt

zo

Y = 1o exp (/ a(t)dt) mit I’ = 1.
xo

Im zweiten Fall erhalten wir analog aus

und so

log(~y) ~log(—un) = [ alt)a
xo
dasselbe Ergebnis.
Fiir yo = 0 miissen wir die Eindeutigkeit neu beweisen. Nehmen wir dazu an, es gibe
eine Losung f : I — R, die nicht identisch verschwindet. Dann existiert ein x; € I mit
y1 := f(x1) # 0. Damit ist f aber die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

Yy =a(x)y, ylz1)=u,

welche nach dem ersten Teil des Beweises nullstellenfrei ist. Damit haben wir einen Wi-
derspruch und es kann keine Losung aufler der Nullfunktion geben.
q.e.d.

Aus der Losung eines homogenen Anfangswertproblems lédsst sich nun eine Losung fiir
ein entsprechendes inhomogenes herleiten.

Satz 1.3.9. Seien a,b: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I und seien
xg € I und yg € R gegeben. Dann existiert fiir das Anfangswertproblem

Y = a(z)y+b(z), y(wo) = yo (3)
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eine eindeutige Losung f auf dem Intervall I. Diese ist gegeben durch

f(x) = folz)u(z),

fo(z) :=exp (/x: a(t)dt) ,

fo ist also die nach Korollar[1.3.§ eindeutige Lisung des homogenen Anfangswert-
problems

wobei fir x € I gilt

y' = a(@)y, y(w) =1, (4)
und wir haben > b()
u(z) ==y + 3 fo(t)dt'

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit: Seien y; und y, zwei Losungen des
Anfangswertproblems . Dann erfiillt ihre Differenz v = y, — y; die Differentialgleichung

v =1h — 4 = (alx)ya + b(z) = (al@)yr + b(x)) = a(x)(y2 — y1) = alz)v

mit Anfangsbedingung

v(z0) = y2(z0) — v1(20) = Yo — yo = 0.

Aus Korollar folgt aber sofort v = 0, also y; = ¥s.

Nun zur Existenz: Wie schon erwéhnt ist fy die auf I eindeutige Losung des homoge-
nen Anfangswertproblems (). Die Funktion f(z) = fo(z)u(z) erfiillt somit wie behauptet
die Differentialgleichung

b(x)

= fou+ fou' = a(z) fou + foT =a(z)f +b(z)

und wir haben
f($o) = fo(ﬂfo)u(ﬂﬁo) = Yo,

so dass f eine Losung des betrachteten Anfangswertproblems ist.
q.e.d.

Bemerkung 1.3.10. Nimmt man fo als Losung des homogenen Anfangswertproblems
an und macht den Ansatz, dass die Lésung des inhomogenen Problems gegeben ist
durch f(z) = fo(x)u(x) fir irgendeine differenzierbare Funktion u: 1 — R, so ergibt sich
mit derselben Rechnung wie oben

f'= fou+ fou' = a(z) fou+ fou' = a(z)f + b(x)
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also miissen wir

fou' =0 @u’zﬁ

fo

erfiillen. Man beachte hierbei, dass wir fo(x) # 0 fir alle © € I haben. Zusammen mit der
Anfangsbedingung

Yo = f(20) = folwo)u(wo) = u(zo)
fiihrt dies unmaittelbar zur angegebenen Wahl der Funktion .

Diese Herleitung motiviert den Namen ,Variation der Konstanten® fir dieses Ver-
fahren: Fir b = 0, also das homogene Anfangswertproblem, sind alle Lésungen von der
Form yo fo(x) fiir eine Konstante yo. Man erhdlt die Losung fir das inhomogene Problem,
indem man gewissermaflen ,die Konstante variabel macht®.

Wir fassen erneut die wichtigsten Losungsschritte dieses Verfahrens zusammen.

Verfahren 1.3.11.
Gegeben: Ein inhomogenes, lineares Anfangswertproblem

y = a(@)y +b(x), y(wo) = Yo
auf einem Intervall I.

1. Bestimme die Losung fy des homogenen Anfangswertproblems

/

Y =a(x)y, y(xo) =1,

fo(z) = exp </z: a(t)dt) .

0
2o Jo(t)

namlich

2. Definiere die Funktion

dt.

u(z) = yo +

3. Die Losung ist gegeben durch

f(@) = folz)u(z).

Beispiel 1.3.12. Betrachten wir das Anfangswertproblem
y' =22+ 32", y(0) =yo
auf dem Intervall I = R. Wie im Beweis von Satz bestimmen wir zunichst die

Funktion N
fo(z) = exp (/ 2t3dt) = e"'/2,
0



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 27

Hiermit erhalten wir fiir die Funktion u(z) den Ausdruck

z 347 zt/2
u(l’):yo-ir/o Wdt:yo—l—iifo se *ds = yo — 3 [(s + 1)e o

Insgesamt ergibt sich somit die Losung

3
f(x) = fol@)u(@) = (yo + 3)e™/* - 5 (@' +2).
Zum Abschluss betrachten wir noch ein Anwendungsbeispiel.

Beispiel 1.3.13. Ein Teich hat ein konstantes Volumen von 12-10° Litern. In diesen Teich
wird aus der nahegelegenen Fabrik kontaminiertes Wasser mit einer konstanten Rate von
4 - 10% Litern pro Jahr eingeleitet und das (gut durchmischte) Teichwasser stromt mit
derselben Rate wieder aus dem Teich aus. Die Konzentration, gemessen in Gramm pro
Liter, der ungewollten Chemikalien im eingeleiteten Wasser zum Zeitpunkt ¢ sei gegeben
durch die Funktion

Y(t) = 3 + cos(t).

Wie grof ist die Gesamtmasse ((t) der Chemikalien im Teich zum Zeitpunkt ¢, wenn das
Wasser im Teich zum Zeitpunkt ¢t = 0 sauber ist?

Die zeitliche Anderung @’ (t) ergibt sich als Differenz aus der Zuflussrate der Chemika-
lien, also 4-10°-~(¢), und der Abflussrate, also 4 -10°- % = £Q(t). Durch Reskalierung
q(t) = Q(t)/10° erhalten wir so die Differenzialgleichung

1
q = —3¢+ 4ry(t).

Als Anfangsbedingung haben wir ¢(0) = 0. Dies ist wieder ein lineares, inhomogenes
Anfangswertproblem, das wir wie schon gesehen l6sen kénnen: Wir bestimmen zunéchst

die homogene Losung
t
qo(t) = exp (—1/3/ ds> — 73,
0

Hieraus bestimmen wir die Funktion

t

u(t) = /Ot 47(8>d8 = {3665/3 + g (cos(s) 4 3sin(s)) 63/3}

Go(s) 0
1
= 36¢'/® + g (cos(t) + 3sin(t)) e/? — g

Als Losung erhalten wir somit

186
et

6 .
q(t) = 36 + R (cos(t) + 3sin(t)) — 5
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1.3.3 Bernoulli-Gleichungen

Lineare Differentialgleichungen und Anfangswertprobleme lassen sich, wie im vorigen Ab-
schnitt gesehen, immer recht explizit 16sen (abgesehen davon, dass die notwendigen In-
tegrale evtl. nicht analytisch l6sbar sind). Durch geeignete Transformationen lassen sich
auch andere Typen von Differentialgleichungen auf lineare zuriickfithren und so ebenfalls
16sen. Zwei solche Typen von Differentialgleichungen wollen wir hier betrachten.

Definition 1.3.14. Seien a,b : I — R stetige Funktionen auf einem nicht-
entarteten Intervall 7, sowie o € R und m € R. Eine Differentialgleichung

y = a(z)y + b(z)y™

nennen wir Bernoulli’sche Differentialgleichung.

Fiir m = 0 ist eine Bernoulli’sche Differentialgleichungl] offenbar eine inhomogene,
lineare Differentialgleichung, fiir m = 1 ist sie eine homogene, lineare Differentialgleichung
und kann somit mit den Methoden aus dem letzten Abschnitt gelost werden. Fiir m = 2
und a(z) = —b(x) = A konstant erhalten wir als Spezialfall die logistische Gleichung
(vgl. Beispiel und Beispiel (#7)). In allen iibrigen Féllen haben wir folgendes
Resultat.

Satz 1.3.15. Seien a,b: I — R stetige Funktionen auf einem nicht-entarteten In-
tervall I, sowie xg € R undm € R\{0,1}. Zudem seiyy € R\{0} gegeben, wobei wir
zusdtzlich yo > 0 fordern, falls m ¢ Z. Ist f eine Losung des Anfangswertproblems

y = a(x)y +b(x)y™, y(xo) = o (5)

auf einem Intervall J C I mit xo € J, so dass fir alle x € J f(x) # 0 gilt, dann
ist g: J — R, g(x) = f(x)'™™ eine Lisung des Anfangswertproblems

y' =1 —ma(@)y+ (1 —mb(z), ylwo) =1y ™ (6)

Insbesondere ist die Ldsung von lokal eindeutig.

Beweis. Nach Voraussetzung ist g auf J wohldefiniert und ist dort differenzierbar. Wir
erhalten somit aus der Kettenregel

4Diese ist nicht zu verwechseln mit der Bernoulli-Gleichung aus der Strémungsmechanik.
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wobei wir im zweiten Schritt verwendet haben, dass f die Bernoulli’schen Differentialglei-
chung erfiillt.

Da nach Annahme die Funktion y — y!'=™ in einer Umgebung von v, injektiv ist folgt
die lokale Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems direkt aus der Eindeu-
tigkeit der Losung des linearen, inhomogenen Anfangswertproblems @ (vgl. Satz .

q.e.d.

Bemerkung 1.3.16. Die Voraussetzungen an 1, in Satz garantieren, dass die
Ausdriicke y™ und y*~™ in einer Umgebung von vy eindeutig erkldrbar sind. Mitunter ist
dies auch fiir allgemeinere Situationen maglich, etwa fir m =1/(2n+1), n € N, wo y™
fiir alle y € R eindeutig erklirbar ist. Die Aussage von Satz[1.3.15 bleibt dann ebenfalls
qgiiltig.

Aus Satz[1.3.15|ergibt sich offenbar ein direktes Verfahren zur Lésung von Bernoulli’schen
Differentialgleichungen.

Verfahren 1.3.17.
Gegeben: Eine Bernoulli’sches Anfangswertproblem

y =a(@)y +b(=)y™,  y(zo) =10
mit den Bedingungen aus Satz [1.3.15]

1. Bestimme die eindeutige Losung g fiir das inhomogene, lineare Anfangswert-
problem

v = (1 -m)a(@)y+ (1 —mb(x), y(zo) =y ™",
vgl. Verfahren [1.3.11]

2. Bestimme eine Umgebung von g, in der g(x) > 0 gilt.

3. In dieser Umgebung ist f(z) = g(x)"/3=™) die Losung des Anfangswertpro-
blems.

Beispiel 1.3.18. 1. Betrachten wir das Anfangswertproblem

y=y—y> y(0)=uyo#0.

Wir haben es hier offenbar mit einer Bernoulli’schen Differentialgleichung mit m = 3
zu tun. Das entsprechende lineare Anfangswertproblem erhalten wir somit als

v =—=2y+2, y(0)=y;>>0.
Mit Verfahren [[.3.11] erhalten wir leicht

g(@) =1+ (y* 1) e ™
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als Losung. Fiir verschiedene Werte von y, ergeben sich so etwas unterschiedliche
Losungen fiir das urspriingliche Problem.

e Sei yo = 2. Wir erhalten somit g(z) = 1 — 2e~%*. Hiermit ergibt sich fiir die
Losung f des urspriinglichen Anfangswertproblems f(z) > 0 fir alle z € J,
wobei wir nach Definition von g J = (—% log ‘51, oo) wéhlen konnen, so dass wir
auf diesem Intervall die eindeutige Losung

ergibt.

e Fiir yo = —3 haben wir f(z) < 0 fiir alle z € J. Wegen g(z) =1— 5¢72* > 0
fir x € (—% log %, oo), weshalb wir dieses Intervall fiir J wéhlen konnen. Hier
erhalten wir die Lésung

2. Fiir das Anfangswertproblem

v =4y +axyy, y(l)=-

erhalten wir mit m = 1/2 das zugehorige lineare Problem

1 1 1/2
y'=2y+ g, y(1) (4)

Dieses lasst sich wieder mit Verfahren [1.3.11|16sen und wir erhalten die auf ganz R

eindeutige Losung
1 Tot)2
_ 2(z-1)
o) = (G4 [ )
= (——l—%/ te” 2tdt)
G
:e — J—
1

2

7

L2 _ 2x +
8 8

Auf jedem Intervall J mit 1 € J, in dem g keine Nullstelle besitzt, garantiert uns

nun Satz [1.3.15, dass f(x) = g(z)? die eindeutige Losung des urspriinglichen An-

fangswertproblems ist.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 31

Durch eine Kurvendiskussion findet man, dass die Funktion ¢ im Punkt xo = 1 —
% log 7 &~ 0.02704 ein globales Minimum hat und dort den Wert g(xg) = % — 3_15& =
0e7=2 — () annimmt. Auf dem Intervall (o, 3), auf dem g(z) < 0 gilt, also etwa auf
dem Intervall (—0.1469,0.1829), gelten zwar die Voraussetzungen, und auch die
Aussage von Satz NICHT, aber dennoch ist f(x) = g(x)? weiter eine Lésung

des Anfangswertproblems.

Allerdings ist diese Losung dann bei weitem nicht mehr eindeutig. So ist z.B. auch
die Funktion

(2) = {(])“(;E) x> [~ 0.1829
x<p

eine Losung desselben Anfangswertproblems.

1.3.4 Homogene Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt lernen wir eine weitere Klasse von Differentialgleichungen kennen.
Diese lassen sich auf eine separable Differentialgleichung zuriickfithren und so 16sen.

Definition 1.3.19. Fiir ein Intervall J C R sei F': J — R eine stetige Funktion.
Dann heifit eine Differentialgleichung von der Form

-

eine homogene Differentialgleichung.

Satz 1.3.20. Sei F': J — R stetig auf einem Intervall J C R und seien xy € R\{0}
und yo € R gegeben, so dass z—g € J und F (i’—g) = i’—g gilt. Dann besitzt das

(homogene) Anfangswertproblem

y=F (%) ;o y(wo) = Yo (7)

auf einem geeigneten Intervall I C R\ {0} eine eindeutige Losung f: 1 — R.

Diese ist gegeben durch f(x) = zg(z), wo g die auf I eindeutige Losung des An-
fangswertproblems

y=—"—  ylm)="— (8)

18t.
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Beweis. Sei f eine Losung des Anfangswertproblems und setze g(z) = 1@ Dann

pa
haben wir

§(z) = ['(x)x . flx) _ F(f(x)/x);v —rg(x) _ Fy()) — g(x)

und g(zo) =
ist.

= g—g, so dass ¢ in der Tat eine Losung des Anfangswertproblems ({))

Ist umgekehrt g(z) eine Losung des Anfangswertproblems und setzen wir f(z) =
zg(x), so ergibt sich

F(x) = g(z) + z¢'(z) = g(z) + F(g(z)) — g(z) = F (@)

X

und offenbar f(z) = yo, so dass f dann eine Losung von @ ist.

Die Differentialgleichung in (8] ist nun offenbar separabel, also existiert nach Satz m
auf einem geeigneten Intervall I eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Man
beachte hierbei die Voraussetzungen an F'.

q.e.d.

Auch hier formulieren wir den Beweis noch einmal als Losungsverfahren fiir homogene
Differentialgleichungen.

Verfahren 1.3.21.
Gegeben: Ein homogenes Anfangswertproblem

Y
y =F <—) y(zo) = %o
i
mit den Voraussetzungen in Satz (1.3.20]

1. Lose das separable Anfangswertproblem

_ry -y _Y%

y=—"r vl =

wie in Verfahren Die Losung sei g : I — R fiir ein geeigentes Intervall
I

2. Die Funktion f : I — R mit f(z) = xg(x) ist die Losung des urspriinglichen
Anfangswertproblems.

Beispiel 1.3.22. Wir betrachten das Anfangswertproblem

2
y’z(y> + 241y =o.
X xr
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Die Differentialgleichung ist offenbar homogen. Das Intervall J wéhlen wir als J = R. Wie
in Verfahren [1.3.21] beschrieben betrachten wir das separable Anfangswertproblem

T
y:

ot y(1) =0.

Fiir dieses finden wir mit Verfahren die implizite Losung
arctan(y) = log x,

also haben wir auf dem Intervall I = (0, 00) die eindeutige Losung
g(x) = tan(log ).

Die Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems ist damit
f(x) = zg(x) = xtan(log ).

1.3.5 Exakte Differentialgleichungen

Als letzte Klasse spezieller Differentialgleichungen, fiir die wir Losungsverfahren angeben,
wollen wir nun noch exakte Gleichungen studieren.

Definition 1.3.23. Seien I, J C R Intervalle und F': [ x J — R eine differenzier-
bare Funktion. Eine Differentialgleichung der Form

d )
;EF@w%Z%ﬂLwy+%F@w%ﬂ)

heifit exakte Differentialgleichung.

In dieser Form ist es nicht weiter schwierig als implizite Losung F(y,x) = c¢ fiir eine
geeignete Konstante ¢ anzugeben. Meist liegt eine exakte Differentialgleichung eher in der
Form

G(z,y)y' + H(z,y) =0

mit stetig differenzierbaren Funktionen GG, H vor. Eine solche Gleichung muss man zunéchst
als exakt erkennen.

~ ~

Satz 1.3.24. Seien I, J C R Intervalle und G, H : I x J — R stetig differenzierbar.
Dann ist die Differentialgleichung

Gz, y)y' + H(z,y) =0

genau dann exakt, wenn

0,G = 0,H
gilt.
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Insbesondere besitzt eine solche Differentialgleichung eine Ldsung auf einem geeig-
neten Intervall Iy C 1.

Beweis. Die Aussage iiber die Existenz einer Losung einer exakten Differentialgleichung
folgt unmittelbar aus der Bemerkung vor dem Satz. Wir zeigen also nun das angegebene
Kriterium.

Wenn die Differentialgleichung exakt ist, so existiert eine differenzierbare Funktion
F:IxJ— Rmit ,F = G und J,F = H. Da G und H nach Voraussetzung stetig
differenzierbar sind kann man nach dem Satz von Schwarz (siche Satz die partiellen
Ableitungen vertauschen und erhélt

0,G = 0,0,F = 0,0, F = 0,H.
Gilt nun umgekehrt die Gleichung
0,.G = 0,H,
so konnen wir fiir jedes feste z € I die Funktion

F(z,y) == Q(z,y) + C(x)

betrachten, wobei Q(z,y) := fyyo G(z,v)dv fiir ein fest gewéahltes yo € J gelte und C(x)
eine zunéchst beliebige Konstante ist, die aber vom vorher gewéahlten Punkt x abhéngt.
In jedem Fall ergibt sich 0,F = G. Es bleibt zu zeigen, dass wir C'(z) so wihlen konnen,
dass 0,F = H gilt. Insbesondere muss dazu F' und damit C in x partiell differenzierbar
sein. Es muss dann offenbar gelten

C'(x) = H(z,y) — 0:Q(x,y). (9)
Augenscheinlich hingt die rechte Seite von y ab, allerdings gilt

0, (H — 0,Q) = 0,H — 0,0,Q

— 0,H — 0,0,Q
= 0,H — 0,G
—0.

Im zweiten Schritt haben wir wieder den Satz von Schwarz (siehe Satz verwendet,
nach dem man wegen der stetigen Differenzierbarkeit von GG und damit von () die partiel-
len Ableitungen vertauschen kann. Wir sehen also, dass die rechte Seite von @D tatséachlich
nicht von y abhéngt. In x definiert sie eine stetige Funktion, also kénnen wir die Funk-
tion C' nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mit den gewiinschten
Eigenschaften finden und der Beweis ist vollstdndig.

q.e.d.
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Bemerkung 1.3.25. Die Aussage von Satz[1.3.2]] gilt allgemeiner genau so auch dann,
wenn man stetig differenzierbare Funktionen G, H : D — R fiir ein einfach zusam-
menhdngendeéﬂ Gebiet D C R xR zuldsst. Die Beweisidee ist dann im Prinzip dhnlich,
aber formal aufwdindiger.

Ist D C R x R irgendein Gebiet, so ist die Bedingung 0,G = 0,H notwendig fir
FExaktheit, aber im Allgemeinen nicht mehr hinreichend.

Der Beweis von Satz [1.3.24] gibt wieder ein direktes Verfahren zur Losung exakter
Differentialgleichungen an, das wir nun erneut explizit formulieren wollen.

Verfahren 1.3.26.
Gegeben: Eine Differentialgleichung der Form

Gz, y)y + H(z,y) =0,
gef. mit Anfangsbedingung y(zo) = yo.

1. Priife das Kriterium fiir Exaktheit,

0,G = 0,H.

2. Bestimme eine Stammfunktion Q(z,y) von G(z,y) in y (integriere in y bei
konstantem x).

3. Bestimme eine Funktion C'(x) als Stammfunktion von H — 0, (unabhéngig
von y, , vgl. (9)).

4. Setze F(z,y) = Q(z,y) + C(z) und lose ggf. F(x,y) = c fiir eine geeignete
Konstante c. nach y auf. Bei gegebenen Anfangsbedingungen y(xy) = o setze
¢ = F(zo,yo)-

. J

Beispiel 1.3.27. Betrachten wir die Differentialgleichung

1 3 2 3
(§x4y2 — 512y2 — 3y —y — 2) Y+ §x3y3 —zy’ — §y2 — 5zt =0.

Mit G(z,y) = sa*y* — 32?y* — 3oy —y — 2 und H(z,y) = 22%y® — 2y® — 34> — 52 finden
wir zunéchst direkt

8.G(x,y) = 20°y* — 3wy® — 3y = 9, H (,y),
die Differentialgleichung ist also nach Satz [1.3.24] exakt.

Eine ,,Stammfunktion“ in y von G ist offenbar gegeben durch
Lys 1og 3 o 14,
Ty gt “y? 2y,
Qla,y) = oo’y — 52y — gay + 5y" = 2y

5 Anschaulich gesprochen ein Gebiet ohne ,,Lécher.
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Damit ergibt sich

H(z,y) — 0,Q(z,y) = | 2%’ —xy® — oy — 52" ) — ( 2%y —a® — 297 ) = =52,
3 2 3 2
Erwartungsgemés ist dieser Ausdruck unabhiingig von y und wir kénnen mit C(x) = —2°

direkt eine Stammfunktion bestimmen.
Wir erhalten somit fiir ¢ € R die implizite Losung

1 1
Qz,y) +C(x) = 6@4 —32%)y® + 3 (1—-3z)y* -2y —2° =c.

Bemerkung 1.3.28. Prinzipiell lassen sich auch viele nicht exakte Differentialgleichun-
gen auf exakte zurickfihren. Man multipliziert hierzu die gegebene Differentialgleichung
G(z,y)y + H(x,h) = 0 mit einer geeigneten Funktion u(x,y), einem so genannten In-
tegrationsfaktor, so dass die neue Differentialgleichung

w(z, y)G (2, y)y" + p(x,y)H(z,y) =0

exakt ist. Aus der Fxaktheitsbedingung in Satz|1.53.24) ergibt sich dann, dass p eine Lisung
der partiellen Differentialgleichung

GOy — Hoyp + (0,G — 0, H)p =0

geniigen muss. Im Allgemeinen sind partielle Differentialgleichungen allerdings sehr viel
schwieriger zu losen als die gewdhnlichen Differentialgleichungen, die wir in diesem Kurs
betrachten, so dass dies kein effektives allgemeines Losungsverfahren darstellt. Manchmal
kann man allerdings einen geeigneten Integrationsfaktor ,raten® und dann mit Verfah-

ren die Gleichung losen.
Beispiel 1.3.29. Wie man leicht iiberpriift, ist die Differentialgleichung
(2 +zy)y' + (Bry +y°) =0

NICHT exakt, kann also nicht direkt mittels des Verfahrens [1.3.26| gelost werden. Wir
wollen nun einen Integrationsfaktor p(z,y) bestimmen. Zur Vereinfachung nehmen wir
zunédchst an, dass p unabhéngig von y ist, also dy,p0 = 0. Dann muss p eine Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung

d
(2 +ay) o+ Qe+ y =30 = 2y)p = (@° +ay)y’ — (v +y)u =0

sein. Dies konnen wir weiter vereinfachen zu
d 1
TH = .
T

Diese Differentialgleichung ist offenbar separabel und kann durch Verfahren gelost
werden, oder man sieht direkt die Losung p(z) = x.
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Multiplizieren wir also unsere urspriingliche Gleichung mit p(z) = x, so erhalten wir
(2% + 2%y)y + (32%y + 23*) = 0.

Wegen
Op(2® + 2%y) = 32% + 22y = 9,(32%y + xy°)

ist diese Gleichung nach Satz [1.3.24] exakt und wir kénnen Verfahren [1.3.26| verwenden:
Wir bestimmen eine Stammfunktion in y von 2® + 22y, etwas Q(z,y) = 2*y+ 32%y>. Dann
bestimmen wir C'(z) als eine Stammfunktion von

ax@(%?J) - (3$2y + ny) = 07

also ist C'(z) eine Konstante, die wir als 0 wahlen konnen. Wir erhalten somit fir ¢ € R
die implizite Losung
3 L 59
7Yy + 551; Yy =c

fiir die mit p multiplizierte Gleichung. Durch direktes Einsetzen ergibt sich, dass dies auf
einem Intervall, dass x = 0 nicht enthélt, auch eine Losung der urspriinglichen Differen-
tialgleichung ergibt.

Wir bemerken zum Abschluss, dass unsere vereinfachende Annahme 9,y = 0 hier zwar
zum Ziel fithrt, dies aber im Allgemeinen nicht der Fall zu sein braucht.

1.4 Erste qualitative Aussagen

1.4.1 Autonome Gleichungen

Von besonderem Interesse in vielen Anwendungen sind autonome Differentialgleichungen,
also Differentialgleichungen der Form

fiir eine stetige Funktion G auf einem geeigneten Intervall J (vgl. Definition . Diese
Gleichungen sind insbesondere separabel, lassen sich also prinzipiell mit Verfahren [1.3.4
16sen, insbesondere haben wir mit Satz[1.3.2) eine Existenz-und Eindeutigkeitsaussage fiir
die Losung. Allerdings ist es nicht immer moglich, Losungen explizit anzugeben. Wir
wollen hier untersuchen, welche Information {iber die Losung man aus der Differential-
gleichung erhélt, ohne die Losung direkt zu kennen.

Ein wichtiges Resultat in diesem Zusammenhang ist der folgende Satz.

Satz 1.4.1. Sei J C R ein nicht-entartetes Intervall und set G : J — R stetig.
Weiter sei f : I — R eine Ldosung der Differentialgleichung auf einem geeigneten
Intervall I. Dann ist f auf I entweder monoton wachsend oder monoton fallend.

Beweis. Nehmen wir an, die Losung f sei nicht monoton. Dann kénnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f im Inneren von I ein lokales Maximum
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annimmt (fiir ein lokales Minimum verlduft die Argumentation analog). Es gibt also
a,bzg € I mit a < xo < b und f(zg) > max{f(a), f(b)}. Tatsdchlich kénnen wir so-
gar f(zo) > max{f(a), f(b)} annehmen, sonst wire f konstant und damit monoton, im
Widerspruch zur Annahme.

Nun gibt es a; < by € [a,b], so dass f(a;) = f(by) gilt: Gilt schon f(a) = f(b), so sind
wir fertig. Gilt f(a) < f(b), so folgt wegen der Stetigkeit von f aus dem Zwischenwertsatz
(vgl. Satz [A.4.5)), dass es ein a; € (a,x0) gibt mit f(a;) = f(b) und wir kénnen b; = b
wéhlen. Gilt Umgekehrt f(a) > f(b), so folgt genauso, dass ein by € (z,b) existiert mit
f(b1) = f(a) und wir kénnen a; = a wihlen.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Satz folgt nun wegen
der Differenzierbarkeit von f, dass ein z, € (a1, x¢) existiert, so dass

To — ay

f(z,) = >0

gilt. Nach dem Zwischenwertsatz finden wir nun wiederum ein z* € [zg, b] mit f(z.) =
f(z*). Wir kénnen nun z* maximal mit dieser Eigenschaft wihlen, ansonsten gébe es
eine monoton wachsende Folge (), von solchen Losungen, die streng monoton wichst.
Gleichzeitig ist diese Folge aber nach oben durch b; beschriankt, also konvergiert sie gegen
einen Grenzwert T < by (vgl. Satz . Wegen der Stetigkeit von f ergibt sich auch hier
f(&) = f(x,), also wire T die maximale Losung. Sei also * maximal mit der gewiinschten
Eigenschaft. Dann folgt aber fiir alle 2* < = < ¢; auch f(z) < f(x*), also gilt

Fla) = iy LN I

Aus der Differentialgleichung erhalten wir nun

0 < fi(w.) = G(f(2.)) = G(f(27)) = f'(2") <0

und somit einen Widerspruch zu unserer urspriinglichen Annahme, dass f nicht monoton
ist.
q.e.d.

Beispiel 1.4.2. Betrachten wir die autonome Differentialgleichung
v =yl -y

Offenbar ist die Funktion G : y — y(1 — y?) fiir y € (—oo0,—1) U (0,1) positiv, und wir
haben G(y) < 0 fiir y € (—1,0) U (1, 00).
Es folgt also mit Satz [1.4.1] dass jede Losung dieser Differentialgleichung, die Werte
in (—oo,—1) U (0,1) annimmt, monoton wachsend ist, wihrend Losungen mit Werten in
-1, ) (1, 00) monoton fallen.
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Abbildung 1.3: Der Graph von G(y) = y(1 — y?)

LBARALAAA AR A A LA AL
—2:481:5160.9.00.51.01.52.0

Abbildung 1.4: Qualitatives Verhalten der Losung von 3’ = y(1 — y?).

Mittels Verfahren ldsst sich diese Differentialgleichung l6sen und man erhélt als
implizite Losung
|| .
=e

Vig=1

wobei das maximale Existenzintervall fiir jeden Anfangswert y(0) ¢ {—1,0,1} ganz R ist.

Wir wollen nun Systeme von autonomen Gleichungen untersuchen, also Systeme der
Form
y =Gly)
fiir eine stetige Funktion G : D — R” fiir eine nichtleere, offene Menge D C R". Im
Folgenden wollen wir annehmen, dass die Funktion G ,, hinreichend gutartig“ ist, so dass
wir fiir jede Anfangsbedingung y(0) = z fiir z € D garantieren konnen, dass es eine ein-
deutige Losung des entsprechenden Anfangswertproblems gibt, die auf einem maximalen
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Intervall definiert ist, d.h. die Losung kann auf kein grofleres Intervall fortgesetzt werden.
Wir werden spéter sehen, dass dies etwa dann der Fall ist, wenn F' auf D stetig partiell
differenzierbar ist (vgl. Lemma und Satz , aber auch unter allgemeineren
Voraussetzungen.

Definition 1.4.3. Sei D C R" offen und G : D — R" hinreichend gutartig im
oben erklérten Sinn. Weiter sei z € D.

(1) Die (eindeutig bestimmte) Losung des Anfangswertproblems

Yy =G(y), y0)=z2

bezeichnen wir mit ®(x; z) und nennen sie auch den lokalen Fluss des Vek-
torfeldes G durch z. Das maximale Existenzintervall der Losung bezeichnen
wir mit I,,q.(2).

(77) Unter der Losungsbahn oder Trajektorie durch z verstehen wir die Menge
{®(x;2) @ = € Ina(2)}

(74¢) Wir nennen z einen stationiren Punkt der Differentialgleichung, falls
O (x; 2) = z fiir alle € R gilt, wenn die Losung also eine konstante Funktion
in x ist.

Bemerkung 1.4.4. (i) Es gilt, dass z € D genau dann ein stationdrer Punkt der
Differentialgleichung y' = G(y) ist, wenn G(z) =0 gilt.

(17) Es bedeutet keine Einschrinkung, in Definition den Anfangspunkt x = 0 zu
bevorzugen. Genauer ist fiir xo € R die Losung des Anfangswertproblems

y =Gy, ylx) ==
gegeben durch ®(x — xg; z).
Beweis.

(1) Ist ®(x;z) = =z konstant, so folgt 0,P(z;2) = 0 = F(z). Ist umgekehrt G(z) = 0,
so ist sicher die konstante Funktion x — 2z eine Losung des Anfangswertproblems,
wegen der Annahme der Eindeutigkeit der Losung folgt daher ®(x; z) = z und z ist
ein stationédrer Punkt.

(#4) Nach Voraussetzung gilt
0, P(x; 2) = G(P(x; 2)).

Nach der Kettenregel folgt nun
0. P(x — xp;2) = G(P(x — x¢; 2)),
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also ist g(x) :

= — xo; z) eine Losung der Differentialgleichung ¢ = G(y). AuBer-
dem gilt g(xo)

®(x
= ®(0; 2) = z, also 16st g auch das betrachtete Anfangswertproblem.

q.e.d.

Eine wichtige Frage im Kontext autonomer Gleichungen ist immer das maximale Exi-
stenzintervall einer Losung. Hierzu gibt es folgendes Resultat, dessen Beweis wir jedoch
vorerst zuriickstellen miissen. Die Behauptung folgt direkt aus einem allgemeinen Satz

(Satz [2.1.19)) iiber die Fortsetzbarkeit von Losungen von Anfangswertproblemen.

Satz 1.4.5. Sei D C R"™ offen und G : D — R™ auf D stetig partiell differenzierbar,
sowie z € D. Weiter existiere eine kompakte Menge K C D, so dass fir alle
T € Iar(2) mit x >0 (bzw. © < 0) ®(x,2) € K gilt. Dann folgt

Inaz(2) N[0, 00) = [0, 00)

(bzw. Lnex(2) N (—00,0] = (—o0,0]).

\. J

Einige weitere wichtige Eigenschaften von Trajektorien autonomer Gleichungen fassen wir
in folgender Proposition zusammen.

Proposition 1.4.6. Sei D C R" offen und G : D — R™ hinreichend gutartig wie
in Definition[1.4.5 Dann sind folgende Aussagen wahr.

(i) Fir alle z € D gilt ®(0;2) = z und
D(x1 + x9;2) = P(x1; P(29; 2))

fiir alle 1, x € R, fiir die die rechte Seite existiert bzw. fiir die sowohl ®(z1 +
T9; 2) als auch ®(xq; 2) existieren. (Lokale Halbgruppeneigenschaft)

(13) Verschiedene Trajektorien sind disjunkt: Existieren x1,x9 € R und z1, 29 € D,
so dass P(x1;21) = P(x9; 29) gilt, so folgt zo = P(x1 — x9;21). Somit liegen 2z,
und zo in derselben Trajektorie.

(i13) Emistiert ein w # 0 und ein z € D mit ®(w; z) = z, so existiert ®(x;z) fir
alle x € R und es gilt ®(z + w; z) = O(x;2) fir alle x € R. Die Liosung ist
daher periodisch und die Trajektorie geschlossen.

Beweis.

(i) Dass ®(0;z) = z gilt, folgt aus der Anfangsbedingung in Definition [1.4.3] Wie im
Beweis zu Bemerkung folgt, dass ®(z + x9; z) eine Losung der Differentialglei-
chung ' = G(y) ist und fir x = 0 ist der Anfangswert ®(xs;2). Damit folgt die
Behauptung aus der Eindeutigkeit der Losung.
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(#4) Man rechnet mit Teil (i) direkt nach, dass gilt
2o = ®(0; 29) = P(—xo; P(x9; 20)) = P(—mo; P(x1, 21)) = P(21 — 725 21),
wie behauptet.
(#71) Nehmen wir ohne Einschédnkung w > 0 an. Dann gilt fiir alle z € [0, w] nach Teil (7)
P(z;2) = O(z;P(w; 2)) = Pz + w; 2).

Auf diese Weise konnen wir ®(x; z) auch fiir alle x € [0, 2w] erklaren. Mit Induktion
erhilt man direkt, dass sich fiir jedes m € N auf dieselbe Weise ®(z;z) auf dem
Intervall [0, m - w] definieren ldsst, und damit fiir alle > 0.

Fiir z € [w, 2w| gilt aulerdem
D(z —wi2) = (2 — w; P(w; 2)) = (5 2),

also ergibt sich wieder mit Induktion auch die Fortsetzung der Losung fiir alle x < 0,
was wir behauptet hatten.

q.e.d.

Beispiel 1.4.7. Betrachten wir die autonome Gleichung

) = (yl —y2— (i + y%)yl)
Y1+ Y2 — (Y7 +935) 0

auf D = R?. Man verifiziert leicht durch Einsetzen, dass

FiR SR o (COSI)

sin x

eine Losung dieser Gleichung ist. Die entsprechende Trajektorie ist demnach klarerweise
die Einheitskreislinie. Wéhlen wir nun einen Startwert z innerhalb des Einheitskreises,
so kann die zugehorige Trajektorie die Einheitskreislinie nach Proposition [1.4.6| nicht
schneiden, verliuft also innerhalb der kompakten Einheitskreisscheibe K = {y : y+y3 <
1}. Dann folgt aber sofort mit Satz[1.4.5] dass das maximale Existenzintervall I,,,q,(2) der
Losung ganz R sein muss. Wir haben also das maximale Existenzintervall einer Losung
bestimmen konnen, ohne diese Losung explizit zu kennen.

In Abbildung|1.5[sehen wir die Trajektorien fiir die Anfangswerte z = (1/4,0) (blau),
z = (1,0) (schwarz, die Einheitskreislinie) und z = 3/2 (rot).
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Abbildung 1.5: Trajektorien von Losungen fiir verschiedene Startwerte z.

1.4.2 Vergleich von L6sungen
In Beispiel haben wir mit der Pendelgleichung
0" + %sin(@) =0

eine Differentialgleichung kennengelernt, die sich nicht explizit Losen léasst. Indem wir
die Anndherung sin(f) ~ 6 fir kleine Winkel § verwendet haben, haben wir eine leicht

veranderte Differentialgleichung

0”+%9:0

erhalten, die wir explizit 16sen konnten. Intuitiv ist es wenig iiberraschend, dass man
mit einem solchen Vorgehen auch die Losung der eigentlichen Differentialgleichung ap-
proximiert, jedenfalls in einem gewissen Bereich. In diesem Abschnitt wollen wir syste-
matisch untersuchen, inwieweit man Losungen verschiedener Differentialgleichungen bzw.

Anfangswertprobleme vergleichen kann.

Satz 1.4.8. Sei I = [xo,b) ein halboffenes Intervall, wobei wir b = oo zulassen,
und J C R ein beliebiges (nicht-leeres) Intervall. . Weiter seien F,G : I x J — R
Funktionen und es existiere eine Konstante L > 0, so dass gilt

F(z,y) — G(z,2) > —Lly — 2| firalexel, y,z € J.
Weiter seien yo, zo € J und f,g: I — R Lisungen der Anfangswertprobleme
y' = F(z,y), y(@o)=yo

bzw.

Z,:G(I',Z), Z(JZO) = 20

und es gelte f(I),g(I) C J.
(i) Gilt yo > zo, so folgt f(x) > g(x) fir alle x € I.

(13) Gilt yo > zo, so folgt f(x) > g(z) fir alle x € I.
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Beweis.

(4)

Es sei yg > zp und wir nehmen an, die Behauptung wére falsch. Dann gibt es einen
Punkt z* € (z0,b) mit f(z*) — g(z*) = 0. Wir kénnen z* als minimale Nullstelle
wiéhlen, was wir im Folgenden auch tun: Wegen der Stetigkeit von f und g gibt es ein
e >0, so dass f(z) —g(x) > 0 fiir alle z € [xg, 29 + ) gilt. Gébe es kleine minimale
Nullstelle von f — g, so gébe es eine monoton fallende Folge von Nullstellen (z7),
mit z} > xg + . Damit ist aber (z}), konvergent gegen einen Grenzwert > g + ¢
(vgl. Satz und wegen der Stetigkeit von f — g ist dieser Grenzwert wiederum
eine Nullstelle (vgl. Satz und damit die minimale solche.

Fiir alle z € [xg, 2*] gilt dann offenbar

f(@) = g'(x) = F(z, f(z)) = G(z,9(x)) > —L|f(z) — g(x)| = —L(f(z) — g(x)).

Damit folgt auch

[ (f(z) — g(x))]

Fir z = 2* erhalten wir

/

=" [(f'(z) = ¢'(x)) + L(f(2) — g(x))] > 0.

*

0< [ [ (@) — gla))] do = e (1) - g()) - € — o)

o

Wir erhalten somit
f(a") = g(a*) = "7 (yy — 2) > 0,
im Widerspruch zu unserer Annahme f(z*) — g(z*) = 0.

Wir haben nur den Fall yy = zg zu betrachten. Gibt es nun ein x* € I, so dass
f(z*) < g(x*) gilt, so existiert wieder aufgrund der Stetigkeit von f und g ein
Intervall [Z, x*] mit f(Z) — ¢(Z) = 0 und f(x) < g(x) fir alle z € (Z, x*]. Wie oben
erhalten wir fiir alle x € [%, 2*] die Abschétzung

f'(@) = g'(x) = F(z, f(x)) = Gz, g(x)) = —LIf(x) — g(x)| = L(f(z) — g(z)),

und so auch

e (f(z) — g(x))]

Damit erhalten wir

/

— [ () — g'(a) — L(f (&) — g(x))] > 0.

*

0< [ @) - gl dr = e (1) - gla®) - B ) - (@)
= B (fa) — gla)),

Im Widerspruch zu unserer Annahme f(z*) < g(z*).
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Bemerkung 1.4.9. Die Bedingung
F<x7y) - G(.’JJ,Z) > _L‘y - Zl

in Satz[1.4.8 mag hier etwas willkiirlich erscheinen. Sie wird uns im Wesentlichen in Ab-
schnitt[2.1) als Lipschitz- Bedingung wiederbegegnen und ist eine essentielle Bedingung,
wenn man allgemein die Ezxistenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Anfangswertpro-
blemen diskutiert. Dort, genauer in Lemma werden wir auch sehen, dass diese
Bedingung im Wesentlichen etwa dann (lokal) erfillt ist, wenn F oder G stetig differen-
zierbar sind.

Wir erhalten hiermit direkt folgendes Resultat.

Korollar 1.4.10. Sei I = [z0,b) ein halboffenes Intervall, wobei wir b = oo zu-
lassen, und ser J C R ein weiteres Intervall. Weiter seien F,G : I x J — R
Funktionen, von denen eine stetig differenzierbar sei und es gelte aufSerdem

F(z,y) > G(z,y) firalexel, yeJ

Weiter seien yo, zo € J und f,g: I — R Lisungen der Anfangswertprobleme

/

Yy = F(Ct?,y), y(l‘g) =%

bzw.
72 =G(z,2), z(z0)= 2

und es gelte f(I),g(I) C J.
(1) Gilt yo > 29, so folgt f(x) > g(z) fir alle z € I.

(i1) Gilt yo > =z, so folgt f(x) > g(z) fir alle x € I.

Beispiel 1.4.11. Betrachten wir das Anfangswertproblem
y =a*+sin(y), y(0)=0.

Diese Gleichung lésst sich nicht mehr mit den iiblichen Verfahren l6sen, selbst Computeralgebra-

Systeme wie Mathematica oder Sage kommen hier an ihre Grenzen. Man kann jedoch

zeigen, dass fiir alle x > 0 eine eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems existiert.
Betrachten wir die Anfangswertprobleme

y=2"+1, y(0)=0
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und
Z=a2*-1, 2(0)=0.

Diese haben offenbar die eindeutigen Losungen g¢;(z) = 32° + z und go(x) = $2° — x.

Wegen —1 < sin(y) < 1 folgt also mit Korollar sofort die Abschétzung
1, 15 "
3% —ng(a:)ggx +a  fiir alle x > 0.

In Abbildung sehen wir eine Illustration dieser Abschétzung. Die Funktion f wurde
hierfiir mittels numerischer Methoden angenéhert, die wir im folgenden Abschnitt kurz
diskutieren werden.

251
20 A
159

10 A

Abbildung 1.6: Vergleich der Losungen verschiedener Anfangswertprobleme

1.5 Approximationsverfahren

Wie wir schon des Ofteren erwihnt haben, lassen sich die meisten Differentialgleichungen
nicht mehr explizit 16sen. Dennoch beno6tigt man haufig etwa fiir Anwendungen wenigstens
eine hinreichend gute Approximation einer Losung. In diesem Abschnitt wollen wir zwei
solche Verfahren kurz diskutieren.

1.5.1 Eulers Polygonzug-Verfahren

Das Euler’sche Polygonzug-Verfahren basiert auf der Grundidee, sich differenzierbare
Funktionen lokal durch Geraden approximieren lassen: Auf einem geniigend kleinen In-
tervall [xg, zo + h| gilt

f(@) ~ f(xo) + (x — z0) [ (o). (1)
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Ist nun f die Losung eines Anfangswertproblems
Y = F(z,y), y(w0) = wo,
so konnen wir auch schreiben als
f(z) = f(zo) + (x — o) F(xo, Yo),

wobei wir die rechte Seite nun problemlos auswerten kénnen. Dies ldsst sich nun auf dem
néchsten Intervall entsprechend wiederholen.

Verfahren 1.5.1 (Euler-Verfahren).
Gegeben: Ein Anfangswertproblem

/

y = F(z,y), y(xo) =
und eine feste Schrittweite A > 0.
1. Fiir n € Ny definiere x,, = xg + nh.

2. Fiir n € N definiere iterativ
Yn = Yn—1 ol hF(xn—h yn—1>-
3. Die Naherungslosung ist dann gegeben durch die stiickweise lineare Funktion

flx) = —y,+ ———y,1, firz€ [z, 1,2,]

Insbesondere gilt f(x,) = v, fiir alle n.

Bemerkung 1.5.2. Man kann zeigen, dass das FEuler-Verfahren tatsdchlich fiir
h — 0 auf einem kompakten Intervall I gegen eine Losung des Anfangswertproblems
konvergiert, wenn man etwa annimmt, dass die exakte Losung [ zweimal differenzierbar
1st und die Funktion F in y partiell differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

|[f (@) = f(a)] < Ch
fiir eine von F' abhdngige Konstante C'.

Beispiel 1.5.3. Betrachten wir das Anfangswertproblem

I J—

y = —2zy, y(0)=1.

Mit der Schrittweite h = 0,1 erhalten wir folgende Werte aus dem FEuler-Verfahren bzw.
fir die exakte Losung, die wir leicht mit Verfahren als f(z) = exp(—z?) finden.
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T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 1.7: Konvergenz des Euler-Verfahrens.

[ 2n | yn | flza) |

0 | 1,00000000 | 1,00000000
0,1 | 1,00000000 | 0,99004983
0,2 | 0,98000000 | 0,96078943
0,3 | 0,94080000 | 0,91393118
0,4 | 0,88435200 | 0,85214378
5 10,5 0,81360384 | 0,77880078

In Abbildung[I.7] verdeutlichen wir die Konvergenz des Verfahrens, in dem wir die Schritt-
weite h = 27 fiir m = 2, ..., 5 wahlen. Die rote gestrichelte Linie représentiert hierbei die
exakte Losung.

|

B W~ o3

Beispiel 1.5.4. Wéhlt man die Schrittweite im Euler-Verfahren ungiinstig (bzw. zu grof}),
so kann die Ndherungslosung einen falschen Eindruck vermitteln. Etwa fiir das Anfangs-

wertproblem
, 5

- _° 0) =1
Y 5 y(0)

erhalten wir leicht die exakte Losung f(z) = e . Diese geht fiir grofle x offenbar
gegen 0 und ist stets positiv. Versucht man allerdings, die Losung mittels des Euler-
Verfahrens mit Schrittweite » = 1 zu ermitteln, oszilliert die Niherungslosung f
und wird betragsméafiig immer grofler. Man sagt das Verfahren sei numerisch instabil.
Bei einer Schrittweite von etwa h = % andert sich das Bild jedoch und die Ndherung geht
zumindest augenscheinlich gegen 0, d&ndert aber nach wie vor das Vorzeichen.

—5x/2

Bemerkung 1.5.5. Es gibt eine Variante des Euler-Verfahrens, bei der die Punkte y,
sozusagen ,rickwdrts“ bestimmt werden. Man definiert x,, und yo wie in Verfahren[1.5.1]
definiert dann aber

Yn = Yn—-1 + hF(Zan yn)
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21 /\
\K.‘ - + + +
V 2 3 4 5

Abbildung 1.8: Instabilitat des Euler-Verfahrens

Diese Beschreibung ist natiirlich implizit und erfordert die Auflosung der obigen Gleichung
nach y,, was dieses Verfahren aufwendiger macht, als das urspriingliche Euler-Verfahren.
Dafiir ist es allerdings auch numerisch stabiler. Niheres hierzu ist Gegenstand einer Vor-
lesung iiber Numerik.

1.5.2 Das Runge-Kutta-Verfahren

Das Euler-Verfahren ist eines der dltesten Verfahren zur numerischen Losung von Diffe-
rentialgleichungen. Es taucht bereits in einem Lehrbuch Eulers aus dem Jahr 1746 auf. Es
ist sehr einfach umzusetzen, ist aber numerisch instabil und konvergiert nicht sehr schnell
gegen die tatséchliche Losung. Es gibt daher viele Erweiterungen des Verfahrens. Eine
sehr verbreitete Methode, die iiblicherweise sehr schnell konvergiert, ist das folgende Ver-
fahren, das gegen Ende des 19. Jahrhunderts von Runge und Kutta etwickelt wurde. Es
gibt zahlreiche Varianten dieses Verfahrens, die wir hier jedoch nicht diskutieren wollen,
sondern wieder auf die Numerik-Vorlesungen verweisen.

7~

Verfahren 1.5.6 (4-stufiges Runge-Kutta-Verfahren).
Gegeben: Ein Anfangswertproblem

/

Yy =F(z,y), y(wo)=1wo
und eine feste Schrittweite A > 0.

1. Fir n € Ny definiere x,, = ¢ + nh.
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2. Fir n € N definiere iterativ

y’Szl) = Yn—-1 + hF(xn—la yn—l)a
Ty + Tno1 Yno1+ yﬁl))

@) — hF
Yn, Yn—1 + ( 9 ) 9

(2)

Ty + T h—1+

yr(zg) = Yn—1 + hit 17 Yot o )
2 2

v =y 1 + hF (20,32,
1 1 1 1
_loyle el
Yn 63/71 3yn 3yn 6yn

3. Die Naherungslosung ist dann gegeben durch die stiickweise lineare Funktion

fir x € [x,_1, T,

Yn—1,

Insbesondere gilt f(z,) = v, fiir alle n.

Bemerkung 1.5.7. Wihrend der Fehler beim FEuler-Verfahren (fiir hinreichend
gutartige Funktionen F') auf einem kompakten Intervall I mit h etwa wie Ch gegen 0
geht (C' eine von F abhdingige Konstcmte) lasst sich zeigen, dass der Fehler beim Runge-
Kutta- Verfahren etwa wie Ch* fir eine Konstante C gegen 0 geht, also wesentlich
schneller. Allerdmgs maissen hierfiir in der Regel stirkere Bedingungen an die rechte Seite
F(z,y) gefordert werden, die in der Prazis jedoch meist erfillt sind.

Es gibt zahlreiche Varianten dieses Verfahrens, die zum Teil mehr Rechenaufwand in
jedem Schritt erfordern, aber dafiir noch schneller konvergieren.

Beispiel 1.5.8. Wir betrachten wieder das Anfangswertproblem aus Beispiel (1),
y = —2zy, y(0)=1.

In der folgenden Tabelle geben wir die ersten Naherungswerte aus dem Runge-Kutta-
Verfahren an und vergleichen sie mit den tatséichlichen Werten der Losung f(x) = exp(—x?).

(| @, | ys! Y ys) y Yn f(zn)

0] 0 - - - - 1,00000000 | 1, 00000000
110,1| 1,00000000 | 0,99000000 | 0,99005000 | 0,98019900 | 0, 99004983 | 0, 99004983
210,2 | 0,97024883 | 0,96064535 | 0,96078940 | 0,95161825 | 0,96078943 | 0.96078943
30,3 0.922357857 | 0.91371075 | 0.91392693 | 0.90595381 | 0.91393117 | 0.91393118
40,4 | 0.85909530 | 0.85187524 | 0.85212794 | 0.84576093 | 0.85214377 | 0.85214378
510,5| 0.78397227 | 0.77851855 | 0.77876396 | 0.77426737 | 0.77880078 | 0.77880078

Wir sehen, dass die Ndherung und die Losung schon bei dieser gewéhlten Schrittweite auf
ca. 8 Dezimalstellen iibereinstimmen, also sogar mehr als theoretisch zu erwarten war.
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1.6 Potenzreihen

Sowohl fiir theoretische wie praktische Uberlegungen zum Thema Differentialgleichungen
bietet es sich an, Losungen in Form von Potenzreihen zu betrachten (vgl. Appendix [A.6)).
Dieser Ansatz geht bereits auf Euler zuriick und stellte bis etwa zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts die einzige Methode dar, mit der man Existenz und Eindeutigkeit der Losung
eines Anfangswertproblems untersuchen konnte.

1.6.1 Ein motivierendes Beispiel

Ohne uns fiir den Moment auf Konvergenzfragen Riicksicht zu nehmen betrachten wir
das folgende Beispiel.

Beispiel 1.6.1. Die Differentialgleichung im Anfangswertproblem
y=2"+y* y(0)=0

nennt man auch eine Riccati-Gleichung. Diese gehort zu den einfachsten Differential-
gleichungen, fiir die es keine elementar darstellbaren Losungen mehr gibt.

Nehmen wir nun an, es gibt eine Losung f in einer Umgebung von x = 0 und neh-
men wir weiter an, dass diese Losung analytisch ist, also als Potenzreihe mit positivem
Konvergenzradius geschrieben werden kann,

o0

f(@) = ap+ a1z + axx® + azz® + ... = Zanx”,

n=0

Aus der Anfangsbedingung folgt dann f(0) = ay = 0. Bekanntermaflen ist es recht einfach,
Potenzreihen zu differenzieren und wir erhalten

f'(x) = a1 + 2ap2 + 3azz® + ... = Z na,x" = Z(n + Day2™.
n=1 n=0

Uber das Cauchy-Produkt (vgl. Satz|A.6.4) berechnen wir

(f(2)? = a?2? 4 2a1a92® + (2a1a5 + a2)2z* + (2a1a4 + 2a2a3)2°...
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Uber einen Koeffizientenvergleich erhilt man so nach und nach folgende Beziehungen aus
der Differentialgleichung bzw. der Anfangsbedingung.

20 a, = 0;

' 20,=0 = ay=0;
Te 3a3:1+a% :>a3:%;
day = 2a1a9 = a4 = 0;
5a5:2a1a3—|—a§ = as = 0;
b6ag = 2a1a4 + 2asa3 = ag = 0;

1
T 7a7=2ala5+2a2a4+a§ :>a7:§;

Man sieht leicht ein, dass man auf diese Weise nach und nach beliebig viele Koeffizienten
der Potenzreihe bestimmen kann. Sofern die so definierte Potenzreihe tatséchlich konver-
giert (was sie, wie wir sehen werden, in diesem Falle tut), ldsst sich so auch eine Naherung
fiir die Losung berechnen.

Bemerkung 1.6.2. FEs ist méglich, die Losung des Anfangswertproblems in Beispiel[1.6.1]
durch sogenannte Bessel-Funktionen auszudriicken. Diese Funktionen sind in vielen
Bereichen der Mathematik und auch der Physik extrem wichtig und werden uns spdter
noch beschdftigen.

1.6.2 Potenzreihen in mehreren Veranderlichen
Wir wollen nun allgemein Differentialgleichungen der Form
y' = F(z,y)

untersuchen, wobei F': D — R auf einer offenen Menge D C R x R analytisch ist. Um
diesen Begriff zu prézisieren, brauchen wir zunéchst einige Grundlagen zu Potenzreihen
in mehreren Variablen.

7

Definition 1.6.3. Fiir jedes Paar (i,j) € Ny x Ny sei eine reelle Zahl a;; € R
gegeben. Man nennt (a;;); ; dann auch eine Doppelfolge.

(1) Fiir eine endliche Menge M C Ny x Ny nennen wir
SM o= Z Q5
()M
die zu M gehorige Partialsumme.

(1) Die Doppelreihe Z;?:o a;; ist die Familie (Sas)acngxNo endiicn aller Partial-
sumimen.
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(173) Existiert eine Bijektion 7 : Ny — Ny x Ny, so dass die (einfache) Reihe

o0

>

n=0

absolut konvergiert, so nennen wir auch die Doppelreihe "7 _, a;; absolut

]=

konvergent. Den Grenzwert bezeichnen wir ebenfalls mit » . =0 i

Bemerkung 1.6.4. (i) Nach dem Riemann’schen Umordnungssatz hingt der Wert ei-
ne absolut konvergenten (Einfach-)Reihe nicht von der Reihenfolge der Summanden
ab. Die Frage nach der absoluten Konvergenz einer Doppelreihe sowie ihr Grenzwert
hdngen somit nicht von der gewdhlten Biyjektion 7 : Ng — Ny X Ny ab.

(17) Da es auf Nog x Ny keine ausgezeichnete Anordnung gibt, gibt es keinen universelle
Definition fiir bedingte Konvergenz von Doppelrethen.

(1ii) Es gibt auch analog formulierbare Definitionen fiir Mehrfachreihen und deren (ab-
solute) Konvergenz mit mehr als zwei Summationsindizes. Der Notationsaufwand
steigt dabei allerdings deutlich, so dass wir uns hier auf die Betrachtung von Dop-
pelreihen beschrdnken wollen.

Lemma 1.6.5. Sei 7 : Ny — Ny x Ny eine Bijektion. Dann gilt

Z |ar(ny| = sup Z la;;| : M C Ny x Ny endlich
n=0

(i,9)eM
Insbesondere folgt somit fiir eine absolut konvergente Doppelreihe
> lagl =3 > lai]
i,j=0 i=0 j=0

und

[es) oo 00
E aij: E E aij.

i,j=0 i=0 j=0

Beweis. Ist ) |a,()| unbeschrankt, so liefert M, := {7(m) : 0 < m < n} eine Folge
endlicher Teilmengen von Ny x Ny, deren zugehorige Partialsummen ebenfalls iiber alle
Grenzen wachsen, so dass das Supremum iiber alle endlichen Teilmengen unendlich ist.

Nehmen wir also an, dass die Reihe > 7 || gegen einen Grenzwert a konvergiert.
Dann ist a offenbar auch eine obere Schranke fiir die Menge

> Jayl : M c No x Ng endlich

(i,5)eM
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Da die Teilmengen M, von oben nun eine Folge von Teilmengen bilden, deren zugehorige
Partialsummen gegen a konvergieren, kann es sicher keine kleinere obere Schranke fiir die
Menge geben und die Behauptung folgt.

Fiir die zweite Behauptung bemerken wir, dass die rechte Seite sicher nach oben durch
das Supremum

sup Z la;;| © M C Ny x Ny endlich
(4,5)eM
nach oben beschrankt ist, da sie der Grenzwert der Partialsummen iiber die Familie My :=
{(i,j) € Ng x Ny : 4,57 < N} von endlichen Teilmengen ist. Von unten ist jede dieser
Partialsummen durch
D> larw

n€eNg
T(n)eMn

beschrénkt. Da 7 eine Bijektion ist, konvergiert diese untere Schranke fiir N — oo gegen
das Supremum, also folgt die Behauptung.

Hieraus ergibt sich auch direkt die dritte Behauptung mit dem Riemann’schen Um-
ordnungssatz.

q.e.d.
Beispiel 1.6.6. Die geometrische Reihe
>
i,j=0
ist fiir |[¢f < 1 und |r| < 1 absolut konvergent mit Grenzwert ﬁ - 7. Sei némlich

M C Ny x Ny eine beliebige endliche Teilmenge, dann gilt

Z |q|i|7"|j < Z |T|jZ|Q|i < z:|7"|Jz:|Q|Z = 1 —1’7“| ] _1|
=0 =0

(i.5)eM j(ij)eM =0

ql

Das Supremum existiert somit und die Reihe ist absolut konvergent. Der Wert der Dop-
pelreihe regibt sich dann mit Lemma [1.6.5]

Wir kommen nun zu Potenzreihen in mehreren Variablen.

Definition 1.6.7. Seien zg,yp € R und (a;;); ; eine Doppelfolge.
() Wir nennen den Ausdruck

o0

Z aij<x - ﬂco)i(y - yo)j

1,7=0
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eine Potenzreihe in Variablen z und y um (2o, yo).

(73) Sei

A= {($,y) €R? : Z aij(z — m0)"(y — yo)’ konvergiert absolut} :

i,j=0
Das Innere A° von A nennen wir das Konvergenzgebiet der Potenzreihe.

(i13) Ist (Ajj)i; eine weitere Doppelfolge mit |a;;| < A;; fir alle (4, ) € Ny x Ny,
so nennen wir die zugehérige Potenzrethe Y2 Ayj(x — x0)'(y — yo)? eine
majorisierende Reihe von ) 7 a;;(z — 20)"(y — yo)’.

(iv) Sei D C R x R offen und F : D — R, (z,y) — F(z,y) eine Funktion. Wir
nennen F eine analytische Funktion, wenn es zu jedem Punkt (zo,v0) € D
eine offene Umgebung U C D von (zg, yp) und eine auf U absolut konvergente
Potenzreihe ) 7 aij(x — 20)'(y — yo)’ gibt, so dass fiir alle (z,y) € U

F(z,y) = Z aij(z — 20)"(y — yo)’

i,j=0

gilt. Man sagt dann, die Funktion F' werde auf U durch die Potenzreihe dar-
gestellt.

Bemerkung 1.6.8. (i) Zu Punkt (iv) von Definition ist zu sagen, dass die Po-
tenzreihe (offenbar) vom gewdhlten Punkt (xq,yo) € D abhdngen. Insbesondere dndert
sich die Koeffizientenfolge in Abhdngigkeit dieses Punktes.

(i) Wir erinnern daran, dass es durchaus auch ,glatte“ Funktionen gibt, die zwar un-
endlich oft differenzierbar, aber nicht analytisch sind. Das Standardbeispiel hierfiir
(in einer Variablen) ist die Funktion

R |
f2) = {O xz=0.

Entwickelt man diese Funktion mittels des Satzes von Taylor (vgl. Satz|A.6.1]) in eine
Potenzreithe um x¢g = 0, so findet man, dass alle Koeffizienten verschwinden. Wire
die Funktion f analytisch, so miisste sie nach dem Identititssatz (vgl. Satz
in einer Umgebung von xg = 0 identisch verschwinden, aber wir haben offenbar
f(z) >0 fir alle x # 0, also einen Widerspruch.

Zur Beschreibung des Konvergenzgebietes einer Potenzreihe in zwei Variablen dient das
folgende Lemma.
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Lemma 1.6.9. Die Potenzreihe Y75 ai;(x — 20)'(y — yo)’ sei absolut konvergent
im Punkt (z,y) = (z1,y1) mit x1 # xo und y1 # yo. Dann ist fir alle 0 < p < 1 die
Menge

K, ={(z,y) e RxR : |z — x| < plz1 — 20| und |y — yo| < plyr — o}

im Konvergenzgebiet der Reihe enthalten. Weiterhin konvergiert die Potenzreihe auf
K, absolut und gleichmdfig.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir X = |z; — xo| und Y = |y; — yo|.
Nach Voraussetzung konvergiert die Doppelreihe Z?j‘:o a;; X'Y7 absolut. Insbesondere
gibt es damit ein C' > 0, so dass |a;;|XY? < C fiir alle (i,7) € Ny x Ny gilt.
Seien nun (z,y) € K, und M C Ny x Ny eine endliche Menge. Dann haben wir die
folgende Abschétzung:

> aijllz = ol ly — ol

(i,9)eM
i j
iv-i | T —To| |Y—Yo
= ) laylXY? '
(i,5)eM X Y
2
<C Y p”j§0(%) .
(4,5)eM P

Aus LemmalI.6.5] folgt somit die absolute Konvergenz der Reihe. Da die gefundene Schran-
ke nicht von (z,y) abhéngt, ist die Konvergenz auch gleichméfig und die Behauptung ist
bewiesen.

q.e.d.

Den folgenden Satz geben wir ohne Beweis an. Es handelt sich um eine direkte Verallge-
meinerung eines zentralen Resultates {iber Potenzreihen in einer Variablen und der Beweis
ist zwar technisch aufwéndiger als in einer Variablen, aber im Wesen sehr verwandt.

Satz 1.6.10. Seiy > aij(x—x0)'(y—yo)’ eine Potenzreihe mit nicht-leerem Kon-
vergenzgebiet A°.

(1) Dann definiert

[e.e]

F:A SR, (2,y) = Y ay(e—0)'(y — y)

i.j=0

eine analytische Funktion auf A°.
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(1) Die Funktion F ist stetig und stetig partiell differenzierbar. Die partiellen
Ableitungen sind wiederum analytisch. Genauer gilt

O F(z,y) = Z ia(z—0) " (y—10)’; Oy F(x,y) = Z Jaij(x—20)" (y—y0)’

i,j=0 1,j=0

und beide Potenzreihen konvergieren ebenfalls auf A° absolut.

Bemerkung 1.6.11. Durch Induktion folgt aus Satz|1.6.10 (ii) sofort, dass eine analy-
tische Funktion in zwei Variablen unendlich oft partiell differenzierbar ist.

Wie man aus Beispiel vielleicht schon erahnen kann, ist es fiir die Untersuchung
von Differentialgleichungen wichtig, das Einsetzen von Potenzreihen ineinander zu be-
trachten. Das folgende Lemma liefert die dazu notigen Hilfsmittel. Wir formulieren es der
Einfachheit halber nur fiir den Fall 2o = yo = 0.

Lemma 1.6.12. Sei Z;?:O a;;x'y’ eine Potenzreihe mit nicht-leerem Konvergenz-
gebiet und F die durch sie definierte analytische Funktion. Weiter sei Y o, bya® ei-
ne Potenzreihe in einer Variablen mit positivem Konvergenzradius (vgl. Satzm
und g die durch sie definierte Funktion. Weiter nehmen wir an, dass g(0) = by =0
gilt.

Dann ezistiert eine Umgebung von x = 0, in der durch h(z) = F(z,g(z)) eine
analytische Funktion mit Reihenentwicklung h(x) = ZZO cex’, wobei ¢y = agy und

fir € >1
14 m
C¢ = Qpo + g E A¢—mn E bp1 co bpn
m=1 n=1 (P1,-+sPn)
D1,.-Pn>1
p1t...+Pn=m
gelten.

Beweis. Wir leiten lediglich die Formel fiir die Koeffizienten ¢, her. Die Fragen zur
Konvergenz lassen sich dann mit zwar jeweils nicht schwierigen, aber etwas technischen
Abschétzungen behandeln, die hier wenig erhellend waren.

Nach dem Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen in einer Variablen folgt
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und jede dieser Potenzreihen hat denselben Konvergenzradius wie g. Da nach Vorausset-
zung by = 0 gilt, ist jede der inneren Summen offenbar endlich. Setzen wir dies formal in
die Potenzreihe fiir F'(z,y) ein, so erhalten wir

o0 (o]
aij E E biy - by, | 2,
ig=0 k=0 \ (i1,ni))

i1+...+ij:k

woraus die angegebene Formel fiir die Koeffizienten ¢, durch eine Indexverschiebung folgt.

q.e.d.
1.6.3 Analytische Losungen von Differentialgleichungen
Wir kommen nun zuriick zur Frage nach Losungen fiir ein Anfangswertproblem
y, = F([L’,y), y(iﬁo) = Yo, (1)

wobei F' eine auf einer offenen Menge D C R xR analytische Funktion sei und (zg, yo) € D
gelte.

Zunichst wollen wir begriinden, warum wir uns auf den Spezialfall (zg,yo) = (0,0)
beschrianken kénnen.

Lemma 1.6.13. Fine Funktion f : I — R auf einem geeigneten Intervall I ist ge-
nau dann eine Losung des Anfangswertproblems , wenn die Funktion g definiert
durch g(x) := f(x + x9) — yo das Anfangswertproblem

Yy =F(z,y) = F(r+ 20,y + %), y(0)=0

lost.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen: Wir haben offenbar ¢(0) =
f(0+x0) —yo =0 und

g (z) = ['(x +x0) = F(z + 20, f(z + 20)) = F (2 + 20, 9(2) + 10)-

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes.
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Satz 1.6.14. Das Anfangswertproblem besitzt in einer Umgebung von xz eine
eindeutige Losung. Diese Losung ist dort analytisch.

Beweis. Nach Lemma [1.6.13 konnen wir ohne Einschrinkung (z,y0) = (0,0) annehmen
und schreiben F' als Doppelpotenzreihe,

[e.9]

F(z,y) = Z a;z'y’.

,5=0

Wir machen nun den Ansatz
fl@) = bua" (2)
n=0

Wenn diese Reihe eine Losung des Anfangsproblems darstellt, so erhalten wir aus der An-
fangsbedingung notwendigerweise f(0) = by = 0. Der Beweis erfolgt nun in drei Schritten.

1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass die Potenzreihe in einen positiven Kon-
vergenzradius hat. Dann definiert die Reihe in einer Umgebung von z = 0 eine analytische,
also insbesondere differenzierbare, Funktion und es gilt f'(z) =Y 7 (n+ 1)b,12™. Aus
Lemma erhalten wir dann die Beziehung

Qoo, n =20,

1 .
22:0 (n—r, <Zr:0 Zp1+...+pT=£ bpl T bpr) , n>0

Auf der rechten tauchen nur b; mit j < n auf, so dass wir b,4; aus by, ..., b, direkt und
eindeutig berechnen kénnen.

Mit Induktion erhilt man aus Lemma die Aussage, dass zu jedem n > 1 ein
Polynom Q,, in den n? Variablen X;;, 0 < 4,57 < n — 1 mit nicht-negativen, rationalen
Koeffizienten existiert, so dass

(n + 1)bn+1 = {

b = Qulay;)

gilt: Fiir n = 1 haben wir wie oben gesehen b; = ag, also haben wir ()1 = Xg9. Nehmen
wir an, die Aussage gelte fiir alle m < n fiir ein n > 2, so folgt die Behauptung direkt
durch Einsetzen in die Formel oben, da nach Induktionsvoraussetzung jedes b, (man
beachte p; < n — 1) durch ein Polynom @,, mit den geforderten Eigenschaften ersetzt
werden kann.

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit einer analytischen Losung, unter der An-
nahme der Konvergenz.

2. SchrittSei Y ;_, Aijx'y’ eine majorisierende Reihe fiir die Doppelreihe > =0 aijx'y’

(vgl. Definition (#74)). Dann definieren wir eine Folge (B,), durch By = 0 und
B,, = Qn(A;j), n > 1. Da die Koeffizienten der Polynome @, alle nicht-negativ sind, folgt,
dass die Potenzreihe )" 7 B,z" eine majorisierende Reihe fiir die Reihe > 7 b,z ist.

Finden wir also fiir eine geeignete majorisierende Reihe Z?f:o Aj;z'y’ eine analytische
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Losung des Anfangswertproblems, folgt direkt, dass auch die Potenzreihe aus unserem
Ansatz in einen positiven Konvergenzradius hat und der Satz ist bewiesen.

3. Schritt: Wir konstruieren nun eine geeignete majorisierende Reihe ) 7 Ajz'y’.
Nach Voraussetzung ist die Funktion F(x,y) in einer Umgebung von (0,0) analytisch,
d.h. es gibt einen Punkt (x1,71) € D mit x; # 0 und 3; # 0, in dem die Reihe absolut
konvergiert. Nach Lemma (bzw. dessen Beweis) existieren somit Konstanten C' > 0,

p > 0, so dass gilt |a;;| < 77+ Wir definieren also A;; = p% und

Fen =Y awy =¥ (3) (4) -0 =

1,j=0 1,7=0

(vgl. Beispiel [1.6.6)).

Das Anfangswertproblem

y = F(r,y), y(0)=0

ist separabel und wir erhalten unter Verwendung von Verfahren die Losung

Fx)=p- (1—\/1—2Clog <1—%)>.

Diese Funktion ist in einer Umgebung von x = 0 analytisch, so dass wir das Argument
aus dem 2. Schritt des Beweises anwenden kénnen und der Beweis vollsténdig ist.
q.e.d.

Bemerkung 1.6.15. (i) FEine analoge Aussage wie Satz gilt auch fiir Systeme
von Differentialgleichungen mit analytischer rechter Seite und damit nach dem Re-
duktionssatz auch fir Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Fir den all-
gemeinen Beweis fiir ein System aus n Differentialgleichungen ist es notwendig,
Potenzrethen in n+1 Variablen zu betrachten, was die Grundidee der Beweise nicht
dndert, den Notationsaufwand aber deutlich erhdéht.

(17) Fiir analytische Funktionen gelten starke Aussagen, wie etwa der Identitdtssatz (vgl.
Satz . Diese kénnen in der Situation von Satz wertvolle Aussagen tiber
die Losung liefern. AufSerdem erhdlt man ohne weitere Arbeit, dass die Lisung des
Anfangswertproblems unendlich oft differenzierbar ist.

Beispiel 1.6.16. Um zu verdeutlichen, dass der Potenzreihenansatz auch fiir Differential-
gleichungen hoherer Ordnung gilt, betrachten wir die Pendelgleichung (vgl. Beispiel [1.2.7)),

0" (t) + % sin(0(t)) =0, 6(0) =6y, 6'(0) = 0. (3)
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Wie in Beispiel bzw. im Beweis von Satz machen wir den Ansatz

0(t) = i ant".
n=0

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich sofort ag = 6y, a; = 0. Wir erhalten dann

o0

0"(1) = > (n+1)(n+ 2)ap ot"

n=0

Schreiben wir dann noch

[e.e] o0
sin(0(t)) = o cos (Z ant"> + v sin (Z ant”)
n=2 n=2
1
= 0 + yast® + yast® + (—§aa§ + 7a4) tt + (—casag + yas)t°

_1 3 _ _l 2 6
+ 67a2 oa4as 20a3+7a6 r+ ...

mit o = sin(fy) und v = cos(6p). Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann sukzes-
sive

1
2@2+%U:O :>a2:—§-%a

6as =0 =a3=0

1 2
12a4 + %’7@2 =0 =a= 2 (g) oy
20a5+%7a3:0 = a5 =10

30a6 + J —10a2 +ya4 | =0 =as= L <g>3 (07 — 30?)
(\ 27 720 \/
42a7 + %(—aagag +7a5) =0 = a;=0
g 1 1
56ag + 7 (—67a§ — 0409 — Eaag + 7@6)
1 9\* 3 3
:>ag—§-<z> (o7° — 330°7)

Wir erinnern an die Losung der vereinfachten Pendelgleichung fiir kleine Anfangswinkel
0o

9”+%9:o, 0(0) = 65, 6'(0) =0,

welche wir in Beispiel mit

8(1) = 6y cos (\/%t) — 0, ll . % : %t2+i : (%)Qt‘*— %0' <%)3t6+ %- <%>4t8 . }
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angegeben haben. Vergleicht man dies mit den Koeffizienten der Losung der korrekten
Pendelgleichung, so erkennen wir direkt, dass die Losungen konsistent sind, wenn man fiir
kleine #y niherungsweise o = sin(fy) ~ 6y, ¥ ~ 0 fiir alle k¥ > 1 und v = cos(fy) ~ 1
annimmt, was allerdings nur fiir die ersten paar Koeffizienten sinnvoll ist. Fiir kleine Zeiten
t > 0 fallen Abweichungen bei hoheren Potenzen von t allerdings kaum ins Gewicht.



Kapitel 2

Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Unter anderem in Abschnitt haben wir einige spezielle Formen von Differentialglei-
chungen erster Ordnung kennengelernt, fiir die wir mehr oder weniger explizite Losungs-
verfahren angeben konnten. Aus den Verfahren ergab sich dann eine Aussage iiber sowohl
die Existenz einer Losung, als auch (in der Regel), dass diese Losung eindeutig bestimmt
ist. Meistens ist es allerdings nicht (praktisch) moglich, eine Differentialgleichung mit ei-
nem expliziten Verfahren zu lésen (ein wichtiges Beispiel ist etwa die Pendelgleichung
(4])). Nichtsdestotrotz mochte man die Frage nach der Existenz bzw. der Eindeutigkeit
einer Losung untersuchen. In diesem Kapitel wollen wir solche Fragen systematisch un-
tersuchen.

2.1 Existenz und Eindeutigkeit von LOsungen nach
Picard-Lindel6f

Zunichst reicht es nach dem Reduktionssatz [1.2.8] aus, die Frage nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung zu
betrachten.

2.1.1 Banach-Riume und der Banach’sche Fixpunktsatz

Wir fiihren zunéchst einige wichtige Begriffe ein, die eventuell schon aus der Analysis II
bekannt sind.

Definition 2.1.1. Sei V ein (nicht notwendig endlich-dimensionaler) R-
Vektorraum (sieche Definition [B.1.1)). Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) heiit eine
Norm auf V, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Es gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0 gilt.

2. Fira € Rund v € V gilt ||a-v| = || - ||v]|-

63
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3. Es gilt die Dreiecksungleichung: Fiir v,w € V gilt

lo 4wl <ol + [lwl-

Das Tupel (V|| - ||) nennt man einen normierten Raum.

Man beachte hierbei, dass es auf ein und demselben Vektorraum verschiedene Normen
geben kann. Auf dem Raum R™ beispielsweise kennt man aus der Linearen Algebra die
Euklidische Norm

lollz = gfvi + -+ g

Daneben gibt es aber auch die sogenannte 1-Norm
[olls = Jvi] 4 -+ + |oa
oder die Maximumsnorm
lolloe = max{[vs], ..., [vn[}.

Einen im Folgenden sehr wichtigen normierten Raum wollen wir direkt hier einfiihren.

Definition 2.1.2. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall, n € N und m € N,.

(1) Wir bezeichnen mit

¢ (1):={f:1—R": fist m-mal stetig differenzierbar}

n

den Raum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I. Insbesondere
bezeichnen wir mit €,(I) = €°(I) den Raum der stetigen Funktionen auf I.
Mit €°(I) bezeichnen wir den Raum der auf I unendlich oft differenzierbaren
Funktionen.

(27) Ist I kompakt, so definieren wir fiir f € 6, (/) die Norm

[flloo := max{||f(2)[| - = € I}.

Hierbei bezeichnet || - || die Maximumsnorm auf R”,

(Y1, - yn) ]| = max{|yal, ..., |ynl}-

Da stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall ihr Maximum annehmen, ist die
Definition von || f||o in der Tat gerechtfertigt. Dass die hier so bezeichneten Abbildungen
tatsédchlich Normen im Sinne von Definition sind, sehen wir in der Ubung.

Wir benotigen weiterhin den folgenden Begriff, der etwas spezieller aus der Analysis I
bekannt ist.



KAPITEL 2. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZE 65

Definition 2.1.3. Sei (v,)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum (V|| -||).

(1) Die Folge (vy,), heifit konvergent mit Grenzwert v € V, falls fiir jedes € > 0
ein N = N(e) € N existiert mit

|lvn, —v|| < e fiir allen > N.

(77) Die Folge (vy,), heiit eine Cauchy-Folge, falls fiir allee > 0 ein N = N(¢) €
N existiert mit

|vn —vm|| < e fiir alle n,m > N.

. J

Bemerkung 2.1.4. Ob eine Folge konvergiert bzw. eine Cauchy-Folge ist oder nicht,
hingt (zumindest bei unendlich-dimensionalen Vektorrdaumen) in der Regel von der gewdhl-
ten Norm auf dem Vektorraum V ab.

Fiir Folgen in endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit irgendeiner Norm besitzt jede
Cauchy-Folge automatisch einen Grenzwert in V. In unendlich-dimensionalen Réumen
muss das nicht so sein.

Definition 2.1.5. Ein normierter Vektorraum (V|| - ||) heifit vollstindig, falls
jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in V' besitzt. Einen vollstidndigen, normierten
Raum nennen wir auch einen Banach-Raum.

Wir sehen uns nun ein Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen Banach-Raum an.

Proposition 2.1.6. Sei I C R ein kompaktes Intervall. Der normierte Raum

(€n(D), || - lloo) aus Definition[2.1.9 ist ein Banach-Raum.

Beweis. Sei (f,), eine Cauchy-Folge stetiger Funktionen in %,(I) und € > 0. Dann
existiert ein N = N(¢e) € N, so dass fiir alle n,m > N

g
n_moo<_
1o = Falloe < 5

gilt. Insbesondere gilt dann fiir jedes z € [
€
|fn(x) - fm(x)| S ||fn - fm”oo < 57

so dass fiir jedes = € I die Folge (f,(z)), eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist. Wir wissen
aber aus der Analysis I, dass eine Cauchy-Folge reeller Zahlen gegen einen Grenzwert
konvergiert. Wir konnen daher eine Funktion f definieren als punktweisen Grenzwert der
gegebenen Folge,

f(z):= lim f,(x).

n—o0
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Es gibt somit fiir jedes € I ein M = M (x,¢), so dass
|fulz) — f(2)] < g fiir alle n > M

gilt.
Wir wéhlen nun n > N und m(z) > max{N, M} und erhalten fiir alle x € [

(@) = F@)] < [fa(2) = fonge(@)] + [ fine(2) = f(2)] <&, (1)

also konvergiert die Folge (f,), gleichmé&Big gegen [ (siehe Definition[A.1.7]). Nun wissen
wir, dass das Grenzwert einer gleichméflig konvergenten Folge stetiger Funktionen selbst
wieder stetig ist (vgl. Satz[A.4.6), also gilt f € €(I).

Da die Ungleichung fiir jedes x € I gilt, gilt sie insbesondere auch fiir das © € I,
in dem f sein Maximum annimmt, also haben wir fiir n > N auch

[fn = flleo <€

und die Cauchy-Folge (f,), konvergiert gegen den Grenzwert f € €, (I), was wir zeigen
wollten.
q.e.d.

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen allgemeinen Satz iiber Banach-Raume, das von
entscheidender Bedeutung fiir unseren Existenz-und Eindeutigkeitssatz fiir Differential-
gleichungen sein wird.

Satz 2.1.7 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (V.| - ||) ein Bach-Raum und
A C V eine abgeschlossend”| Menge. Weiter sei T : A — V eine Abbildung mit
T(A) C A und es existiere ein 0 < L S 1 mit

|T(v) — T(w)|| < L|lv—w| fir allev,w € A.
Man nennt T dann eine Kontraktion. Dann ist Folgendes richtig.

(i) Die Abbildung T hat genau einen Fixpunkt v* € A, d.h. die Gleichung T'(v) =
v besitzt genau eine Losung.

(13) Sei vy € A beliebig. Dann konvergiert die Folge (vy,), definiert durch v, =
T(v,) gegen v* und es gilt

1 L

||Uo - Ul||-

%Das heifit der Grenzwert einer konvergenten Folge aus A liegt selbst in A.

Beweis. Die in (i) definierte Folge besteht nach Voraussetzung aus Elementen in A.
Nach der geforderten Abschétzung fiir die Abbildung T gilt dann fiir alle n € N dass

[on = Vg || = [T (0n1) = T(vn)|| < Lllvn—s = val-
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Nach Induktion folgt fiir jedes m > n, dass
[0m = V| < L™ [on = vpa]|

gilt.
Damit ergibt sich aber

[vn — vmn|
:an —Unt1 T Upg1 —Upg2 + -+ Up1 — Um”

<[lon = Vag1 [l + [[vns1 — V|l + - 4 [vm—1 — v
<A+ L+ .. L™ |on — Vs

<

——llvn — v
L?’L

<
“1-L

[vo = v

Wegen L < 1ist (v,), also eine Cauchy-Folge und somit wegen der Vollstandigkeit von V/
konvergent gegen einen Grenzwert v*. Da A abgeschlossen ist, gilt nach Definition v* € A.
Nun ist die Abbildung T : A — V stetig, da es sich um eine Kontraktion handelt: Sei
e > 0. Fiir v,w € A mit |Jv — w|| < § := ¢ folgt

IT(v) = T(w)|| < Lllv —w|| <e.
Damit folgt aber

T?) =T, vn) = Jin, Ten) = Jim vny =07,

also ist v* ein Fixpunkt von 7". Somit haben wir die Existenzaussage in (i) sowie (i7)
bewiesen.

Es fehlt noch die Eindeutigkeitsaussage in (). Sei v eine weiter Losung des Fixpunkt-
problems. Dann gilt

[0 =[] = IT(@) = Tl < Lllo = "],

also (1 — L)||o — v*|| < 0. Wegen L < 1 folgt damit aber || — v*|| = 0 und so ¥ = v*.
q.e.d.

2.1.2 Der Satz von Picard-Lindel6f

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof 2.1.13] Als ersten
Schritt hierzu fithren wir ein Anfangswertproblem auf ein System von Integralgleichungen
zuriick.
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Lemma 2.1.8. Set D C R xR" ein Gebiet und F : D — R" stetig. Weiter sei I C
R ein Intervall und (zo,y0) € D mit xg € I. Dann ist f = (f1,..., fn)" : I - R"
genau dann eine Lisung des Anfangswertproblems

y/ = F(l’,y), y(xO) = %Yo

auf dem Intervall I, wenn f € €,(I) gilt und die Integralgleichung

mw=m+/ZWwa

zo

fumzmm+/ﬁwuﬂmw

z0

fir alle x € I erfillt ist.

Beweis. Lost f das Anfangswertproblem, so gilt offenbar fiir 1 <: < n

ywﬁ/MUW&Zyw+/MMt=wﬁ%@—ﬁ%)=M@

zo

also ist f auch eine (insbesondere stetige) Losung der gegebenen Integralgleichung.

Ist umgekehrt f eine stetige Losung der Integralgleichung, so hat man zunéchst f;(zq) =
Yo,i, weil alle Integrale verschwinden. Weiterhin garantiert der Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung [A.5.7, dass jedes f; differenzierbar ist und wir haben fiir jedes
1< <n

i) = (oot [ Ble @) at) = i )

Z0

fiir alle x € I.

Bemerkung 2.1.9. Eine kompaktere und im Folgenden praktischere Formulierung von
Lemmal2.1.8 lautet wie folgt: Unter den Voraussetzungen von Lemmal[2.1.8ist f : I — R"
genau dann eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems, wenn f ein Fixpunkt des
Operators

T : (1) — 6,(I), g~ T(g)
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mit

T

o= <y°’1 +/ Rt g(0)dt g+ / Fn(t,g<t))dt)tr

zo zo

—n+ [ Plegt)ar
o
ist, wenn also T(f) = [ gilt.
Wir brauchen also nur eine stetige Lisung einer Integralgleichung zu finden, was

wir mit etwas Vorbereitung durch Anwendung des Banach’schen Fizpunktsatzes (siehe
Satz bewerkstelligen konnen werden.

Wie sich herausstellen wird, miissen wir fiir den Beweis eine etwas andere Bedingung
an die Funktion F': D — R" als lediglich ihre Stetigkeit, damit wir den Satz von Picard-
Lindelof beweisen kénnen. Diesen Begriff wollen wir nun einfiihren. Hier und im Rest dieses
Abschnittes bezeichne stets |-|| die Maximumsnorm auf R™ bzw. R™ (vgl. Definition[2.1.2).

Definition 2.1.10. Sei D C R x R" ein Gebiet und F : D — R™ eine (nicht-
notwendig stetige) Funktion.

(i) Existiert eine Konstante L > 0 mit
|F(z,y) = Fz,9)ll < Llly — gl fiir alle (z,y), (z,9) € D,

so sagen wir, dass F einer Lipschitz-Bedingung (beziiglich y) mit
Lipschitz-Konstante L geniigt.

(1) Wir sagen, dass F' lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, wenn fiir jeden
Punkt (x¢,y0) € D eine Umgebung U von (zg,y) gibt, so dass die Ein-
schrankung f|pny einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante L > 0,
welche von U abhéngen kann, geniigt.

Bemerkung 2.1.11. Auf den Rdiumen V = R"™ bzw. V = R™ sind samtliche Normen
dquivalent, das heifst fiir irgendwelche zwei Normen || ||, und |||, existieren Konstanten
c1,09 >0, so dass fiir alle v € V' die Abschitzung

cifvlla < flolly < coflvlla
gilt. Insbesondere ist die Wahl der Norm, die wir auf die Mazimumsnorm festgelegt haben,

unerheblich dafiir, ob eine Funktion F einer Lipschitz-Bedinung gentigt. Allerdings hdingt
der Wert der Lipschitz-Konstante im Allgemeinen von der Wahl der Norm ab.

Wir kommen zu einigen hilfreichen Aussagen, wie man erkennt bzw. verwenden kann, dass
eine Funktion F' einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt.
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Lemma 2.1.12. Sei D C R x R" ein Gebiet und F : D — R™ stetig.

(1) F geniigt auf D genau dann einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn es zu
jeder kompakten Menge K C D ein L > 0 gibt, so dass f|x einer lokalen
Lipschitz-Bedingung mit Konstante L geniigt.

(i1) Ist Finy = (y1,...,yn)" stetig partiell differenzierbar, so geniigt F einer
lokalen Lipschitz- Bedingunyg.

(i13) Ist F iny = (y1,...,yn)" stetig partiell differenzierbar und sind alle partiellen
Ableitungen 0y, F' auf D beschrinkt und ist zusdtzlich D konvez, so geniigt F'
einer globalen Lipschitz- Bedingung.

Beweis.

(i) Ubung.
(1) Sei (zo,yo) € D. Da D als Gebiet insbesondere offen ist, existiert ein r > 0, so dass
K = {(J),y) ERXR" : |‘T_‘T0| <, ||y_y0H ST} cD

ganz in D enthalten ist. Die Menge K ist dann offenbar kompakt, konvex, und
enthélt den Punkt (zo,%0). Da nach Voraussetzung alle partiellen Ableitungen 9, F;
auf D stetig sind, sind sie alle auf K beschrinkt, das heifit es existiert ein M > 0
mit

‘aiji(x,y)’ <M firallei=1,..m, j=1,...n, (z,y) € K.

Seien nun (z,y), (z,9) € K. Da K konvex ist, ist fiir 0 < A < 1 auch der Punkt
(z,w(A)) mit

wA) =M+ (L= Ny=y+ Ay —y)
in K enthalten. Mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
kénnen wir nun schreiben

Fla) = Fla) = [ fF@at)ii= [ @,R@ul),,- G-

Diesen Ausdruck konnen wir nun wie folgt abschétzen:

Wm)%@%m%/ZWFM)llwm
1
5/ MZ\Qj—yﬂd)\
0 i
< Mllg -y

Die Funktion F' geniigt also auf K einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante L = Mn
und die Behauptung folgt aus (7).
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(i43) Ubung.

q.e.d.

Wir haben nun alle Voriiberlegungen abgeschlossen, um den Satz von Picard-Lindelof
beweisen zu konnen.

Satz 2.1.13 (Picard-Lindel6f). (i) Sei J C R ein offenes Intervall und F :
J X R" — R" sei stetig und geniige einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante
L > 0. Setze gg := ﬁ Weiter sei xg € J, yo € R™ und I C [xg—eqg, zo+€0]NJ
ein kompaktes Intervall, so dass xo € I° im Inneren von I liegt. Dann existiert
auf I eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y =F(z,y), y(zo) = vo.

(17) Sei D C R x R™ ein Gebiet und F : D — R" stetig, so dass F lokal einer
Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem Punkt (xo,vy0) € D ein
e > 0, so dass das Anfangswertproblem

y = F(z,y), y(xo) =1%o

eine eindeutige Losung f : [xg — €, x9 + €] — R™ besitzt.

Beweis.

(1) Seil = [zg—e1, xo+er] mit 0 < 1,69 < gp. Nach Lemma[2.1.8/bzw. Bemerkung[2.1.9
finden wir alle Losungen des gegebenen Anfangswertproblems auf I als Fixpunkte
des Operators

T:Go(I) = Go(I), g+ (x — o + / F(t,g(t))dt)

zo

auf dem Raum %, () der stetigen Funktionen von I nach R™.
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Fiir g,h € €,(I) und = € I haben wir

77777

Zo

< [ Dloto) - noy

Zo

=< Llz = o[ - lg =l ce-

Wegen |z — x| < g und der Tatsache, dass die Abschétzung insbesondere fiir solche
x € I gilt, in dem die stetige Funktion ||T(g) — T'(h)|| ihr Maximum annimmt, folgt
somit

1
IT(9) =Tl < Leollg = Ttlloe = Sllg = Pllso,

der Operator T ist also eine Kontraktion. Da nach Proposition der normierte
Raum (%,(I), || ||« ) ein Banach-Raum ist, folgt unmittelbar aus dem Banach’schen
Fixpunktsatz dass der Operator T' genau einen Fixpunkt besitzt, also folgt
die Behauptung.

Da D als Gebiet insbesondere offen ist, existiert ein r > 0, so dass
K:={(z,y) e RxR" : |z —xo| <7, |ly—wol| <r} C D

eine Teilmenge von D ist und F' auf D einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante L >
0 geniigt. Weiterhin existiert aufgrund der Stetigkeit von F' und der Kompaktheit
von K ein M > 0 mit

|F(z,y)|| < M fir alle (z,y) € K.

Wihlen wir nun € := min{5;, -} und setzen I := [z — €,z + ¢]. Betrachten wir
nun den Operator T" definiert analog wie in Teil (7) definiert auf der abgeschlossenen
Kugel

B:={geC.) : llg—woll <r} CEu(l),

wobei 1y als konstante Funktion zu verstehen ist, so rechnen wir nach, dass fiir g € B
und z € [ gilt

/ij(t,g(t))dt' < |z —mo|M <,

Zo

||T(9)(93) - ?/0|| = jn%axn

77777

also folgt | 7(9) — Yollec < r und wir haben T'(B) C B. Dieselbe Rechnung wie in
Teil (i) zeigt auch hier, dass T': B — B eine Kontraktion ist, also folgt wieder die
Behauptung mit dem Banach’schen Fixpunktsatz[2.1.7|zusammen mit Lemma/2.1.8]
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q.e.d.

Beispiel 2.1.14. Da der Banach’sche Fixpunktsatz[2.1.7|neben der Existenz und Eindeu-

tigkeit auch ein iteratives Verfahren (inklusive Fehlerabschitzung) liefert, den Fixpunkt zu

approximieren, konnen wir dieses Verfahren ebenso verwenden, um die Losung eines An-

fangswertproblems zu bestimmen. Man nennt dieses Verfahren auch Picard-Iteration.
Betrachten wir dazu das Anfangswertproblem

Y =zy y(0)=1

Die Funktion F(x,y) = xy ist offenbar auf R x R stetig und geniigt auf jedem Streifen
[—7, 7] xR (r > 0) einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante L = r. Der Satz von Picard-
Lindelof garantiert also (lokal) eine eindeutig Losung. Um diese zu approximieren,
gehen wir wie folgt vor.

Als Startwert der Iteration wihlen wir die konstante Funktion fo(z) = 1. Hierauf
wenden wir immer den Operator T mit

T(g)(x) =1 +/ tg(t)dt
0
an und erhalten so die Funktionenfolge (f,), definiert durch

fDElv fn+1 :T(.fn>

Explizit erhalten wir

fl(.r)zl—l—/t 1dt=1+“%,
0
T t2 x2 $4
—1 to(1+=)dt=14+> +—
fa(x) +/0 (+2> +o g
x t2 t4 $2 1’4 xG
—1 t(1 dt=1+4+"— 4+ 4=
f3(2) +/0 (++) +St gt

2
T t2 4 6 x2 513’4 6 :L'S
f4($):1+/ t-(l+§+§+—)dt:1—l——+—+—+—.
0

Hieraus kann man die Vermutung gewinnen, dass es eine geschlossene Formel fiir f,(x)

gibt, ndmlich
x
fa(z) = Z ol

was man mit vollstéindiger Induktion leicht verifiziert. Fiir n — oo erhalten wir so die

Losung )
N 1
@) =2 iy = o (5952) '

k=0
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8 flz)=expliz?)

T T T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 10 15 2.0

Abbildung 2.1: Iterative Anndherung der Losung

Diese Losung hitte man natiirlich beispielsweise auch durch Separation der Variablen
gefunden.

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Picard-Lindelof erhalten wir die folgende sehr
starke Eindeutigkeitsaussage.

Korollar 2.1.15 (Eindeutigkeitssatz). Sei D C R x R" ein Gebiet und F :
D — R"™ stetig, so dass F lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Set I C R ein
nicht-entartetes Intervall und seien f,g : I — R™ Ldosungen des Differentialglei-
chungssystems

y = F(z,y).
Gibt es ein xg € I mit f(xg) = g(xo), so folgt bereits f(x) = g(x) fir alle z € I.

Beweis. Angenommen die Aussage ist nicht richtig, dann existiert ein x; # xo in I mit
f(z1) # g(x1). Ohne Einschrénkung kénnen wir z; > xy annehmen, der umgekehrte Fall
verlauft analog.

Wir definieren

" :=1inf{zy >z : f(x1) # g(z1)}.
Dann gilt f(z*) = g(2*). Ansonsten miisste es wegen der Stetigkeit von f — g eine ganze

Umgebung von z* geben, in der f — g nicht verschwindet, was der Definition von z*
widerspricht.

Dann sind aber f und ¢ in einer geeigneten Umgebung von x* beides Losungen des
Anfangswertproblems

y'=F(zy), y()=f(z),
welches aber nach dem Satz von Picard-Lindel6f[2.1.13|in dieser Umgebung eine eindeutige
Losung besitzt. Demnach gibt es aber eine Umgebung von z*, in der f — g verschwindet,
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was ein erneuter Widerspruch zur Definition von x* ist.

2.1.3 Fortsetzbarkeit von Losungen

Der Satz von Picard-Lindelof garantiert Existenz und Eindeutigkeit einer Losung nur lo-
kal, also in einer eventuell sehr kleinen Umgebung unserer Anfangsbedingung. Wir wollen
nun sehen, inwieweit sich der Definitionsbereich solcher Losungen erweitern lésst. Zentra-
les Hilfsmittel hierzu ist das folgende Lemma.

Lemma 2.1.16. Sei D C R x R" ein Gebiet, (xo,y0) € D und sein F' : D — R"
eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-Bedingung gentigt.

(1) Sei 1 > o und fi : [xo,x1] — R™ stetig, so dass f1 auf dem halboffenen
Intervall [xg, x1) eine Losung des Anfangswertproblems

y = F(z,y), y(xo) =10

ist und (z1, fi(z1)) € D gilt.

Dann ist fi auch auf dem abgeschlossenen Intervall [xo, 1] eine Losung des
Anfangswertproblems und es existieren € > 0 und eine Losung fi : [z, 21 +
e] = R™ des Anfangswertproblems mit fi|zg2,] = fr-

(13) Sei xo < xg und fy : [x9,x9] — R stetig, so dass fo auf dem halboffenen
Intervall (x4, o] eine Losung des Anfangswertproblems
y'=F(z,y), y(xo) = o

ist und (2, fo(z2)) € D gilt.

Dann ist fo auch auf dem abgeschlossenen Intervall [xy,x0] eine Losung des
Anfangswertproblems und es ewistieren € > 0 und eine Losung fa : |1y —
€, 29| = R" des Anfangswertproblems mit fa|iz, 20) = fo.

.

Beweis. Die Beweise von (i) und (ii) verlaufen komplett analog, so dass wir nur ()
beweisen wollen. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir im Folgenden f = f; und
f=r

Nach Lemma ist die Funktion f der Fixpunkt eines Integraloperators, das be-
deutet fiir alle x € [xg, x;) gilt

f(@) =yo+ / ' F(t, f(t))dt.

o
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Nach Voraussetzung ist f in x; stetig, also gilt dies auch noch fiir x = 1, so dass f wieder
nach Lemma auch auf dem abgeschlossenen Intervall [z, z;] das Anfangswertpro-
blem 16st.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof gibt es nun ein € > 0, so dass das Anfangs-

wertproblem
y'=F(z,y), ylx)=f(z1)

auf dem Intervall [z; — €, 71 + €] eine eindeutige Losung g : [71 — &, 71 + ¢] — R" besitzt.
Wir definieren nun die Funktion f : [zg, 21 +¢] — R™ durch

F {f(x) vo <1 <1y

g(z) x<x <z +e.

Offenbar ist f dann auf dem gesamten Intervall I = [xg, z; + €] stetig und auf I \ {z;}
auch differenzierbar. Da die beiden einseitigen Ableitungen von f offenbar beide gleich
F(xy, f(z1)) sind, ist f in der Tat auf dem gesamten Intervall I differenzierbar (siehe
Lemma und somit dort eine Losung unseres Anfangswertproblems.

q.e.d.

Bemerkung 2.1.17. Fir spdtere Zwecke merken wir an dieser Stelle an, dass der Beweis
von Lemma die Lipschitz-Bedingung nur benutzt, um tber den Satz von Picard-
Lindelof die Existenz einer Losung zu zeigen. Ist die Existenz einer Losung des Anfangs-
wertproblems anderweitig garantiert, so gilt die Aussage von Lemma auch, wenn
man lediglich die Stetigkeit von F' fordert.

Hiermit erhalten wir folgendes Resultat iiber die Fortsetzbarkeit von Losungen.

Satz 2.1.18. Sei J C R ein nicht-entartetes Intervall, D = J x R* und F : D —
R™ sei stetig und gentige einer globalen Lipschitz-Bedingung auf D mit Lipschitz-
Konstante L > 0.

Dann hat fir alle (xo,y0) € D das Anfangswertproblem

/

Yy = F(I7y)7 y(]?o) =%

eine eindeutige Losung, die auf dem gesamten Intervall J existiert.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Losung folgt sofort aus Korollar [2.1.15]

Nach dem Satz von Picard-Lindelof (7) existiert nun ein gy > 0, so dass fiir
jeden Anfangswert (zg,40) € D eine eindeutige Losung auf [xg — &¢, xo + o] N J existiert.
Durch k-maliges Anwenden (k € N) von Lemma konnen wir nun diese Losung
sowohl nach links auf das Intervall [zq — keg, o] N J und nach rechts auf [xg, zo + keo) N J
fortsetzen und damit auf ganz J, was wir behauptet hatten.

q.e.d.
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Wenn die Funktion F' in Satz [2.1.18| allgemeiner nur lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniigt, erhalten wir folgende, etwas schwichere Aussage.

Satz 2.1.19. Sei D C R x R™ ein Gebiet und F : D — R" sei stetig und geniige
einer lokalen Lipschitzbedingung. Weiter sei f : [xo,z1) — R™ eine Lisung des
Differentialgleichungssystems

y' = F(z,y),
so dass eine kompakte Menge K C D existiert mit (z, f(x)) € K fir alle x €

[z0, x1).
Dann ezistiert ein € > 0 und eine Losung [ : [xg,x1 + €] — R™ des Systems mit

fl[wo,m) = f

Beweis. Jede Komponente F; von F' ist stetig und somit auf der kompakten Menge K
beschrankt, es existiert also ein M > 0 mit

|Fi(z,y)| < M fiir alle (z,y) € K,i=1,...,n.

Fiir die i-te Komponente f; unserer Losung f ergibt sich nun nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung (siehe Satz|A.5.3) fiir alle u, v € [z, x1), dass

|fi(w) = fi(0)] = i) - [u — o] = [F(& f())] - [u—v]

fir ein £ € [u,v] gilt, also haben wir

|[fi(u) = fi(v)] < M - Ju —v].

Sei nun (2, )nen eine Folge in [zg, x1) mit lim, o 2, = 1. Dann ist gem&f der obigen
Uberlegung die Folge (f;(2n)). eine Cauchy-Folge und damit konvergent. Den Grenzwert
definieren wir als lim,,_, fi(z,) = ¢. Sei nun (Z,), eine weitere Folge in [z, z;) mit
lim, o Z, = 7. Dann konvergiert nach demselben Argument auch die Folge (f;(Z,))x
gegen einen Grenzwert ¢;. Definiert man nun die dritte Folge (2;),, durch

Zn,

R 2 n gerade,
B Z(nt1)/2 1 ungerade,
so folgt wieder, dass (f(z})), konvergent ist. Wir haben aber offenbar eine Teilfolge
(f(z3.)n = (f(21))n, die gegen ¢ konvergiert, und eine weitere Teilfolge (f(z5, 1))n =
(f(zn))n, die gegen ¢; konvergiert, deren Grenzwerte somit iibereinstimmen miissen, d.h.
es gilt ¢; = ¢;.
Damit ist die Funktion

filr) =<z

C; r =T

1o,z = R, 2 {



78 2.1. DER SATZ VON PICARD-LINDELOF

auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig (vgl. Satz [A.4.3) und ist dort eine Losung
unseres Anfangswertproblems. Wegen Lemma [2.1.16] folgt nun die Behauptung.
q.e.d.

Bemerkung 2.1.20. Satz|2.1.19 behandelt nur die Fortsetzung einer Losung nach rechts,
aber die analoge Aussage gilt natirlich entsprechend auch fiir die Fortsetzung nach links.

Damit konnen wir nun auch den zuvor zuriickgestellten Beweis des Fortsetzungssat-
zes [1.4.5] iiber autonome Gleichungen nachliefern. Wir verwenden die Bezeichnungen aus

Abschnitt [L41]

Beweis von Satz Da G stetig partiell differenzierbar ist, geniigt G nach Lem-
ma [2.1.12] einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Angenommen, es existiert ein b € R mit
Lz (2) N [0,00) = [0,b). Dann wire die Menge

{(z,®(x;2)) : = € Lne(z) und = > 0}

in dem Kompaktum [0,b] x K in R x D enthalten. Dann lisst sich die Losung ®(z; 2)
nach Satz [2.1.19 auf ein groferes Intervall fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitét
von Ipaz(2).
Die Behauptung fiir 1,4, N (—o0, 0] folgt analog.
q.e.d.

Wir wollen nun noch untersuchen, wie weit sich in gewisser Weise unsere Losungen
fortsetzen lassen.

Satz 2.1.21. Se: D C R x R™ ein Gebiet und F' : D — R" sei stetig und gentige
einer lokalen Lipschitz-Bedingunyg.

(i) Fir jedes (zo,y0) € D existieren ein offenes Intervall I mit xy € I und eine
Losung f : I — R™ des Anfangswertproblems

y, = F(‘r7y)7 y(x(]) = Yo,

so dass fiir jede weitere Losung g : J — R™, wobei J ein Intervall mit xy € J
sei, gilt, dass
JCI wund g=fl;.

(13) Fiir I und f wie in (i) ist keine der Mengen
I :={(z,f(x)) : €I, s 2w}, I :={(z,f(z)) : z€l, x <}

i einer kompakten Teilmenge von D enthalten.
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Beweis.

(4)

Es bezeichne M die Menge aller Intervalle J mit xy € J, so dass eine Ldsung
f7+J — R"™ des Anfangswertproblems existiert. Wir definieren nun I := J,.,, J
und definieren

f(z):= f;(z) firein J e M mit z € J.

Damit ist f wohldefiniert, denn gilt x € J; und x € Js, so stimmen nach Korol-
lar die Losungen f;, und f;, auf dem Schnitt J; N J {iberein, insbesondere
gilt also f;,(z) = f1,(x). Zudem lst f offenbar das Anfangswertproblem auf I und
I ist maximal mit dieser Eigenschaft.

Es bleibt zu zeigen, dass I offen ist. Angenommen, I wire auf der rechten Seite
abgeschlossen, es gébe also ein 27 > x¢ mit N[z, 00) = [xg, z1]. Dann gilt aufgrund
der Stetigkeit von F' die Gleichung f'(x) = F(z, f(z)) auch fiir = x; und weil das
Gebiet D offen ist, ist auch eine Umgebung von (xy, f(z1)) noch in D enthalten.
Dann kénnen wir aber nach Lemma[2.1.16 unsere Lésung auf ein Intervall [zg, 21 +7]
fiir ein r > 0 fortsetzen, was der Maximalitdt von I widerspricht.

Die Annahme, dass I linksseitig abgeschlossen ist, fithrt man mit derselben Uberle-
gung zu einem Widerspruch und erhélt so die Behauptung.

Ist I unbeschrinkt, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen also I = (x9,x;) annehmen.
Wire etwa die Menge I't in einer kompakten Menge K C D enthalten, so folgt
aus dem Fortsetzungssatz dass wir die Losung f auf ein Intervall [zg, x1 + €]
fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitdt von I. Aus der Annahme I'" C K
erhdlt man ebenso einen Widerspruch (vgl. Bemerkung und hat damit die
Behauptung gezeigt.

q.e.d.

Nach dem Reduktionssatz lassen sich natiirlich alle bisherigen Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung iibertragen.

Korollar 2.1.22. Sei D C RxR" ein Gebiet und F': D — R" sei stetig und geniige
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann ezistiert fir jedes (xo, y(()o), ...,y(()n_l ye D
ein mazimales offenes Intervall I mit xg € I, so dass eine eindeutige Losung f :
I — R des Anfangswertproblems

gibt. Fir jede weitere Losung g : J — R des Anfangswertproblems gilt dann

y™ = F(z, 9,9, u™ D), y(xo) = v, v/ (@) = uV, .o gD (o) = i

JCI wund g=fl;.
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2.1.4 Beispiele

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.1.23. Betrachten wir folgende Differentialgleichung 2. Ordnung

y' = —y.

Offenbar sind sowohl cos(z) als auch sin(z) Losungen. Eine Losung des Anfangswertpro-
blems

y'=-y, y(0)=a, y(0)=0b

ist dann natiirlich gegeben durch acos(x) + bsin(x). Da die Funktion F(x,y1,y2) = —y1
auf dem gesamten Gebiet R x R? einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante
L =1 geniigt, folgt mit Satz sofort, dass das Anfangswertproblem eine auf ganz R
eindeutige Losung besitzt. Demnach lassen sich alle Losungen der Differentialgleichung
y"” = —y als Linearkombination von cos(z) und sin(x) darstellen.

Das folgende Beispiel illustriert, dass man zumindest fiir die Eindeutigkeit der Losung
nicht ohne Weiteres auf die (lokale) Lipschitz-Bedingung verzichten kann, die wir in der
bisherigen Resultaten angenommen hatten.

Beispiel 2.1.24. Sei F': R xR — R, (z,y) —+ 3y*? und betrachte die Differentialglei-
chung
y/ _ 3y2/3.
Die Funktion F' ist zwar iiberall stetig, geniigt aber in keiner Umgebung von (0,0) einer
lokalen Lipschitz-Bedingung. Als Losungen fiir die Differnentialgleichung hat man einer-
seits die konstante Funktion f, = 0, aber auch, wie man leicht nachrechnet, fiir jedes
a € R die Funktion g,(z) = (x — a)®. Wir haben also fy(a) = g.(a) = 0, so dass das
Anfangswertproblem
y =3y"° yla)=0

keine eindeutige Losung mehr hat. In der Tat ist fiir alle b,c € RU{too} mit b<a < ¢
die Funktion
(x—0)3 x<b

g(x) =40 b<zx<c
(x—c)P z>c

ebenfalls eine Losung.
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2.2 Existenz von Losungen nach Peano

Fiir die Existenz und v.a. Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen

y = F(x,y)

nach dem Satz von Picard-Lindelof ist die Lipschitz-Bedingung zusétzlich zur Ste-
tigkeit von F' essentiell. In diesem Abschnitt wollen wir im Wesentlichen zeigen, dass wir
zumindest die Existenz einer Losung, aber im Allgemeinen nicht ihre Eindeutigkeit auch
dann garantieren, wenn die rechte Seite F'(z,y) lediglich stetig ist. Zur Vereinfachung
betrachten wir nur Differentialgleichungen erster Ordnung, keine Systeme.

2.2.1 Der Satz von Arzela-Ascoli

Wir fithren zunéchst einen neuen allgemeinen Begriff ein. Hierfiir sei stets || - || eine
fest gew#hlte Norm auf dem Raum R™, beispielsweise die Maximumsnorm (vgl. Ab-

schnitt [2.1.1)).

Definition 2.2.1. Sei D C R™ und (f,), eine Folge von Funktionen f,, : D — R.

(1) Wir nennen die Folge (f,), gleichgradig stetig in = € D, falls fiir jedes
e > 0ein 0 = d(x,e) > 0 existiert, so dass gilt

|fu(x) — f(y)| < e fiir alle n € N und ||z — y|| <.

Ist die Folge (f,), in jedem x € D gleichgradig stetig, so nennen wir sie
gleichgradig stetig auf D.

(74) Wir nennen die Folge (f,,), gleichmifig gleichgradig stetig auf D, falls
fir alle e > 0 ein § = 0(¢) existiert, so dass fiir alle n € N gilt

|fu(z) — f(y)| < e firalle z,y € D mit ||z —y| < 0.

Aus der Analysis ist bekannt, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge
gleichméBig stetig ist (vgl. Definition und Satz [A.4.4). Hier betrachten wir eine

Erweiterung dieses Resultates.

Lemma 2.2.2. Sei K C R™ kompakt und (f,), eine gleichgradig stetige Folge von
Funktionen f, : K — R. Dann ist die Folge (f,)n gleichmaf$ig gleichgradig stetig.

Beweis. Angenommen, die Folge (f,), wire gleichgradig stetig, aber nicht gleichméfig
gleichgradig stetig. Dann existieren ein ¢ > 0, Folgen (zy), und (yx), aus K mit ||z, —
Ykl = 0 for k£ — oo, und eine Teilfolge (ny)x, so dass

| fr (@) = fri ()| = €.
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Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (zy,),, die gegen einen Grenzwert z* € D kon-
vergiert. Wegen ||z — yx|| — 0 konvergiert dann auch die Teilfolge (yx, ), gegen denselben
Grenzwert z*.

Da die Folge (f)n gleichgradig stetig ist, existiert nun ein § > 0, so dass

(@) — fula®)] < g fiir alle z € K mit ||z — 2| < 6

gilt. Wahlen wir nun ¢ hinreichend gro8, so dass ||z, — 2*|| < 0 und ||yx, — z|| < ¢ gilt,
dann folgt

€< |fnke (‘Tke) - fnke (ykl)| < |fnkz (xkﬂ) - fnke (l’*)l + |fnké (yke) - f?’lké (:E*)| <ég,

also ein Widerspruch und die Behauptung folgt.
q.e.d.

Wir kommen nun zum Satz von Arzela-Ascoli. Dieser ist in gewisser Weise eine Version
des bekannten Satzes von Bolzano-Weierstrass (vgl. Satz|A.1.5) fiir Funktionenfolgen und
wird ein zentrales Hilfsmittel fiir den angestrebten Existenzsatz sein.

Satz 2.2.3 (Arzela-Ascoli). Sei K C R™ kompakt und sei (f,), eine Folge ste-
tiger Funktionen f, : K — R. Zudem sei die Folge (f,), gleichgradig stetig und be-
schrankt, d.h. es gebe ein M > 0, so dass fir allex € K undn € N gilt | f,(z)] < M.
Dann existiert eine gleichmdfig konvergente Teilfolge (fn, )r von (fu)n (vgl. Defini-

tion und thre Grenzfunktion ist stetig.

Beweis. Der Beweis besteht aus insgesamt fiinf Schritten:

1. Schritt: Wir konstruieren zunéchst eine geeignete abzihlbare dichte Teilmenge von
K. Es bezeichne fiir r > 0 und x € R™

B.(z) ={yeR™ : [z -yl <r}

die offene Kugel vom Radius r um x. Hiermit definieren wir fiir £ € N die Menge U, :=
{B,-«(x) : x € K} aller Kugeln mit Radius 27 um alle Punkte in K. Dann liefert Uy, eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge K, so dass es nach dem Satz von Heine-Borel
(vgl. Satz eine endliche Teiliiberdeckung gibt. Zu jedem k existiert also ein m; € N
und Punkte xy1, ..., Tkm, € K, so dass schon die my Kugeln Bo-r(xy ), j = 1,...,my,
ganz K iiberdecken. Wir definieren dann die Menge aller dieser Punkte

T :={xy; : keN,j=1..m}.

Als abzédhlbare Vereinigung endlicher Mengen ist 7' abzéhlbar und nach Konstruktion
dicht in K.

2. Schritt: Wir konstruieren nun eine Teilfolge von (f,),, die auf der Menge T' kon-
vergiert. Wir verwenden dazu ein Diagonalfolgen-Argument. Da T abzéhlbar ist, definie-
ren die Elemente von T eine Folge (xy)x.Nach Voraussetzung ist nun die (Zahlen-)Folge
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(fu(z1))n beschrinkt, so dass nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass (vgl. Satz |A.1.5)
eine konvergente Teilfolge (fn,,(z1))¢ existiert. Die Folge (fn,,(z2))¢ ist wiederum be-
schrinkt, also existiert eine konvergente Teilfolge (f,,,(72)). Man beachte, dass nach
Konstruktion auch die Folge (fn,,(71))¢ konvergiert. Setzen wir diese Konstruktion fiir
alle zj genauso fort, so erhalten wir nach m Schritten eine Folge (fy,,,)¢, die in jedem
Punkt xy, ..., z,, konvergiert. Setzen wir nun fiir jedes £ > 1 f,, := f,,,, so konvergiert
die Folge (f,,)¢ auf der ganzen Menge T'. Fiir x € T definieren wir

f(x) = lim f,,(@).

{—r00

3. Schritt: Wir zeigen nun die (punktweise) Konvergenz der im 2. Schriit konstruierten
Teilfolge (fy,)e auf der gesamten Menge K. Dazu sei x € K \ T. Da T dicht in K liegt,
existiert eine Folge (x,), aus T' mit x,, — x,n — o0.

Sei ¢ > 0. Da K kompakt ist, ist die Folge (f,), nach Lemma gleichméfig
gleichgradig stetig. Es existiert also ein von n unabhéngiges 6 > 0, so dass fiir alle n, k
mit ||z, — xx|| < § die Ungleichung

Fulwn) = fulww)] < 5

gilt. Wir kénnen nun ¢ hinreichend grof wéhlen, so dass auch |f(x,) — fu,(2,)| < § und
| fuo(@r) — fax)| < 5 gelten.

Wihlen wir nun N hinreichend groB, so dass ||z, —z|| < £ fiir alle n > N gilt, so folgt
|xn — x|| < 0 fiir alle n, k > N und somit auch

[f(n) = )] < 1f(@n) = Fo,@n)| + |y (2n) = F, ()| + 1o, () = flan)] < e

Damit ist die Folge (f(z,)), eine Cauchy-Folge, also konvergent.
Es bleibt noch zu zeigen, dass der Grenzwert nicht von der gewéhlten Folge (z,,),
abhéngt. Sei (Z,), eine weitere Folge aus T' mit lim,,_,,, Z,, = . Dann gilt

|f(zn) = f(@n)] < |f(2n) = frg(@n)| + [frg(Tn) = for(@n)] + | [, (Tn) — f20)],

was wir mit dhnlichen Argumenten wie zuvor abschétzen kénnen.

4. Schritt: Wir zeigen die (gleichméfige) Stetigkeit der Grenzfunktion f auf K. Zu
zeigen ist wegen der Kompaktheit von K nur die Stetigkeit von f. Sei dazu ¢ > 0.
Wegen der gleichméBigen, gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge (f,), auf dem
Kompaktum K existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle z,y € K mit ||z — y|| < 0 gilt, dass

1

|fne(37> - fnz(y)\ < 58.

Man beachte, dass ¢ unabhéngig von x,y, n, gewahlt werden kann. Seien nun z*, y* € K
beliebig mit ||z* — y*|| < 36 und (x,)n, (yn)n Folgen aus T' mit z,, — z* bzw. y, — y* fiir
n — oo. Wir kénnen nun n hinreichend gro§ wahlen, dass ||z, — y,| < 2||z* — y*|| < d
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gilt. Indem wir n ggf. noch grofler wihlen, konnen wir nach Definiton von f ebenfalls
erreichen, dass

760 = ) <z wd 1) - fn)] < 52

gilt. Weiterhin gilt fiir hinreichend grofie £ wegen der punktweisen Konvergenz der Teilfolge
(fn,)e auf der Menge T', dass auch

F) = Fuan)l < ge mmd [F) — fr ()| < e

gilt. Insgesamt erhalten wir somit

|f(@") = f(y")l
<|f(2") = flen)| + 1f(2n) = far(@n)] + | frp(Tn) = fre(Yn)]
+ [ fue(Yn) — F@)| + 1 (yn) — f(y7)]

<,
und somit die Stetigkeit von f auf ganz K.

5. Schritt: Es bleibt noch, die gleichméBige Konvergenz der Teilfolge (f,,)s zu zeigen.
Diese folgt aus der Kompaktheit von K. Nehmen wir im Gegenteil an, die Folge sei nicht
gleichméBig konvergent, dann existiert ein g9 > 0 und eine Teilfolge ( fnzk) i, sowie x € K
(k € N), so dass

| foe, () — f(zi)| > €0 filr alle k € N.
Da K kompakt ist, besitzt die Folge (7), eine konvergente Teilfolge (x4;) mit Grenzwert
T € K. Wéhlen wir nun eine Folge (Z,,),, aus der dichten Menge T mit &, — Z. Wegen der
gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge existiert nun ein > 0, so dass fiir z,y € K
mit ||z — y|| < die Abschétzung

oy (0) = Fuy W] < 520

gilt, wobei wir wieder 6 unabhéngig von j, x, und y wihlen kénnen. Fiir hinreichend grofie
j und n ist nun ||z, — Z,|| < J. Wegen der Stetigkeit von f konnen wir zudem (indem
wir ggf. j und n noch gréfler wihlen), auch

£ = S| < 5o

annehmen. Wegen der punktweisen Konvergenz der Folge f,,,, und somit jeder ihrer Teil-
folgen, haben wir zudem fiir hinreichend grofles j die Abschéatzung

g (3) = T )] < 30

Fiir geniigend grofle 7 und n gilt also
€0 <|fnekj (xk]) - f(xk7)|
<oy, (08 = Frey ()| + i, () = F@a)] + () = Fo,)

<&y,
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was offenbar nicht sein kann. Damit haben wir unsere Annahme, dass die Teilfolge (f,,)e
nicht gleichméfBig konvergiert, zu einem Widerspruch gefiihrt, und die Behauptung folgt.
q.e.d.

2.2.2 Der Existenzsatz von Peano

Ein wesentliches Hilfsmittel im Beweis zum Satz von Picard-Lindelof 2.1.13] ist der Ba-
nach’sche Fixpunktsatz[2.1.7, den wir im Wesentlichen aufgrund der geforderten (lokalen)
Lipschitz-Bedingung, der die rechte Seite F'(x,y) unserer Differentialgleichung

y = F(z,y)

geniigen muss, anwenden konnten. Dieser garantiert dann neben der (lokalen) Existenz
auch die Eindeutigkeit einer Losung. Wie wir etwa in Beispiel gesehen haben, ist
die Eindeutigkeit allerdings nicht mehr zu garantieren, wenn wir auf die Forderung der
lokalen Lipschitz-Bedingung verzichten. Wir wollen hier nun zeigen, dass die Stetigkeit
von F' ausreicht, um die Existenz, wenn auch nicht die Eindeutigkeit, einer Losung zu
garantieren.

Dazu betrachten wir zunéchst das folgende Resultat, welches ein entscheidende Hilfs-
mittel fiir den Beweis des Satzes von Peano sein wird.

Proposition 2.2.4. Sei yp € R und F : [19,b] x R — R stetig und beschrinkt.
Dann existiert mindestens eine Lisung f : [xo,b] — R des Anfangswertproblems

Y = F(z,y), y(zo) = o

Beweis. Fiir n € N definieren wir die Funktion

z < xp

o _ J Yo,
Jo: (=00, = R, f(x)_{yo-kf;zF((t,fn(t—%))dt, zo <z <b.

Wir zeigen zunéchst, dass diese Definition von f,, in der Tat sinnvoll ist und eine stetige
Funktion liefert: Zunéchst gilt fiir x € [xq, zo+ %} (also x — % < x, nach obiger Definition

Mﬂz%ﬁ/F@wﬁ

Zo

was wegen der Stetigkeit von F' wohldefiniert und stetig ist. Nehmen wir nun an, f,, sei auf
dem Intervall [z, 7o + 7] fiir ein m € N wohldefiniert und stetig (wobei wir xq + mT“ <b
annehmen). Dann gilt fiir @ € (zo + 2, o 4 2H]

falw) =0+ [ Ffult = )t

o
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Nach Induktionsvoraussetzung ist fiir das gewéhlte x der Ausdruck t—% stets in [xg, 2o+ 2]
enthalten, wo nach Induktionsvoraussetzung f,, wohldefiniert und stetig ist, also folgt
dasselbe auch fiir das Intervall [zg, xo + mTH] und somit per Induktion auf dem gesamten
Definitionsbereich.

Nach Voraussetzung ist F' beschrinkt, sagen wir |F'(z,y)| < M fiir ein M > 0. Damit
folgt

| fn(@)] < |yo| + M(b— ) =: C

und fir z, z* € [z, ]

/ff F<t,fn (t—l)>dt‘ < M|z — x|
» n

Die Funktionenfolge ( f,), ist somit beschréankt und gleichgradig stetig auf dem kompakten
Intervall [a, b].

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli [2.2.3] existiert somit eine gleichméBig konvergente
Teilfolge (fn,)r von (f).. Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit f* : [a,b] — R. Als
Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist f* selbst stetig

(vgl. Satz |A.4.6). Wir haben nun

[fn(x) = fol(a")] <

lim sup |f,, (z)— f*(z)| =0.

k=00 zez0,b]

Wegen

o ( - ni) - )
o (a: - nik) )
<t U (o) - £

<

+ [ foi (2) = f7(2)]

gilt also auch

lim sup = 0.

k=00 zez0,b]

o (2= 2) = 1@

Somit konvergiert die Funktionenfolge ( f; ) mit fj,(x) = Jr (m — nik) ebenfalls gleichméaBig

gegen f*. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von I auf dem Kompaktum [z, b] x [-C, C]
ist somit auch die Funktionenfolge (F'(-, fx(+))r gleichméfig konvergent mit Grenzfunkti-
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on x — F(x, f*(x)). Wegen der gleichméBigen Konvergenz kann man Limesbildung und

Integration vertauschen (vgl. Satz |A.5.9) und erhilt fir z € [z, b]

F(x) = lim £, (2)

k
= lim [yo + /: F <t, fk(t)> dt]

— yo+ / "R )t

Zo

Somit ist die stetige Funktion f* ein Fixpunkt des Operators

T : € ([xo,b]) — €([x0,b]), g — (x = Yo + /»’0 F(t,g(t))dt) :

0

also folgt nach Lemma dass f* eine Losung unseres betrachteten Anfangswertpro-
blems ist, also die Behauptung.
q.e.d.

Bemerkung 2.2.5. Wihrend der Beweis des Satzes von Picard-Lindeléf mit der so-
genannten Picard-Iteration ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Losung liefert
(vgl. Beispiel, 15t dies fiir Proposition nicht mehr der Fall. Der Satz von Ar-
zela-Ascoli liefert nur die Existenz einer gleichmdf$ig konvergenten Teilfolge, aber keinen
direkten Wegq, diese zu konstruieren. In vielen konkreten Beispielen kann man allerdings
zeigen, dass die zu Beginn des Beweises konstruierte Folge (f,,)n selbst schon gleichmdfsig
konvergiert.

Bemerkung 2.2.6. Durch eine leichte Modifikation der Konstruktion der Funktionen-
folge (fn)n im Beweis von Proposition erhdlt man auch die Existenz einer Losung
des Anfangswertproblems

y':F(x,y), y(b) =Y

fiir beliebiges yo € R, mat fast wortlich demselben Beweis.

Ist F' : [a,b] x R stetig und beschrinkt und xy € (a,b), so erhdlt man die Existenz
von jeweils mindestens einer Losung auf den Intervallen [a,xo] bzw. [xg,b] mit der An-
fangsbedingung y(zo) = yo. Da diese in xg jeweils einseitig differenzierbar sind und die
Ableitung dort den Wert F(xo,yo) annehmen muss, erhdlt man auch die Ezxistenz einer
stetig differenzierbaren Léisung f : |a,b] — R des Anfangswertproblems auf dem gesamten

Intervall [a,b] (vgl. Lemma[A.5.5).

Wir haben nun die notige Vorarbeit fiir den Hauptsatz dieses Abschnittes geleistet.
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Satz 2.2.7 (Peano). Seien I = [a,b],J = [c¢,d] C R kompakte Intervalle, F :
I x J — R eine stetige Funktion, und xo € (a,b) und yo € (c,d) innere Punkte von
I bzw. J. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fiir das Anfangswertproblem

y' = F(z,y), y(@o)=yo (1)
gibt es ein abgeschlossenes Intervall Iy = [x_,xy] C I mit zq € (z_,xy)
und (mindestens) eine stetig differenzierbare Funktion f : Iy — R, die das
Anfangswertproblem lost.

(i) Jede Lésung von lasst sich bis auf den Rand von I X J fortsetzen: Ist
f:(rx_,xy) — R eine Losung mit (x_,xy) mazimal, dann ldsst sich die
Losung auf [x_, x| fortsetzen und es gilt

x_=a oder f(x_) =c oder f(x_) =d

und
xy =0b oder f(zy) =c oder f(xy) =d.

Beweis.

(1) Wir setzen die Funktion F' fort zu einer stetigen Funktion

F(z,e) y<ec
F:IxR—=R, Flz,y)={ F(z,y) yeled.
F(z,d) y>d.

Dann ist F offenbar auf ganz I x R stetig und beschriinkt, denn offenbar gilt

|F(z,y)| < max{[F(z,y)| : (z,y) eI xJ} =M

fiir alle (z,y) € I x R. Nach Proposition wissen wir also, dass eine stetig
differenzierbare Losung f : I — R des Anfangswertproblems

Yy =F(z,y), y(xo)=yo

existiert (vgl. auch Bemerkung [2.2.6). Es folgt also auch |F(z, f(x))| < M fiir
alle z € [a,b] und wir haben als direkte Konsequenz aus dem Mittelwertsatz der

Differentialrechnung
|f(z) = yo| < Mz — ).
Fir x € [zg — p,z0 + p| mit

1

P=q7 min{d — 4o, yo — ¢}
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folgt daher sicherlich f(z) € [¢,d] und damit F(z, f(z)) = F(z, f(x)). Also ist f

auch eine Losung des Anfangswertproblems

/

v =F(z,y), y(xo)=yo
und die Behauptung folgt.

(77) Diese Behauptung folgt genau wie im Beweis von Lemma|2.1.16| Man beachte hierbei
auch Bemerkung [2.1.17] laut der die dort (und hier nicht) vorausgesetzte Lipschitz-
Bedingung fiir den Beweis der Fortsetzbarkeit einer Losung nicht essentiell ist.

q.e.d.

Vergleicht man die Beweise des Satzes von Picard-Lindel6f und von Propositi-
on , so ist die Konstruktion der Approximationsfolge (von der im letzteren Fall aber
nur eine Teilfolge zu konvergieren braucht!) recht dhnlich. Die Modifikation der Konstruk-
tion fiir den Beweis von Proposition [2.2.4]ist jedoch notwendig, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 2.2.8. Betrachten wir das Anfangswertproblem
y = 2r —2y/max{y,0}, y(0)=0.

Fiir die Picard-Iteration (vgl. Beispiel 2.1.14)) betrachten wir die Funktionenfolge (f,),
definiert durch fo(x) = 0 und

Four(z) = / ot — 2\ /max{ f{0), 0}
0
Damit erhalten wir fiir > 0:
f()(l’) = O
fi(z) = / 2tdt = z?
0

P = [ ot~ 2/t 0gar = [ 2vPar =0

0 0

fs(z) = /Ox 2tdt = z?

Wie man leicht durch Induktion einsieht, gilt stets fon(z) = 0 und fon41(z) = 2% Die
Folge ist also offenbar nicht konvergent. Wahlt man konvergente Teilfolgen, so gibt es
zwei mogliche Grenzfunktionen, f,(z) = 0 und f*(z) = z*. Beide erfiillen aber nicht die
Differentialgleichung, ergeben also keine Losung unseres Anfangswertproblems.
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Abbildung 2.2: Losung des Anfangswertproblems 3y’ = 2z — 24/max{y, 0}, y(0) = 0.

Laut dem Satz von Peano [2.2.7] wissen wir aber, dass es eine Losung geben muss.
Man kann diese in diesem Fall sogar bestimmen: Durch den Ansatz f,(z) = cz? fiir eine
Konstante ¢ > 0 erhélt man aus der Differentialgleichung fiir x > 0

fi(z) =2cr und 2z —2y/max{f(z),0} = 2(1 — )z,

d.h. es muss gelten ¢ =1 — /¢, also ¢ = %5 Da auch die Anfangsbedingung erfiillt ist,

ist also V5
3—4/5
f+(x) = 5 x’

fiir x > 0 eine Losung des Anfangswertproblems.
Auf analoge Weise erhélt man fiir z < 0 die Funktion

3+V5
= —0

f) ==

als Losung. Beide Losungen lassen sich zu einer Losung auf ganz R zusammensetzen, und

man erhalt v
_ 2 =
fo) = {_3+2ﬁ$2 z <0

als Losung des Anfangswertproblems auf ganz R. Tatséchlich ist diese Losung sogar ein-
deutig bestimmt (Ubung).



Kapitel 3

Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Systemen linearer Differentialgleichungen. Die-
se spielen in vielen Anwendungen eine extrem wichtige Rolle, da einerseits viele Beispiele
wichtiger Differentialgleichungen linear sind oder sich auf lineare Gleichungen zuriickfiihren
lassen. In diesem Kapitel und spéteren Kapiteln benotigen wir einige zentrale Resultate
aus der Linearen Algebra (vgl. auch Appendix [B]).

3.1 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

3.1.1 Strukturaussagen

Einzelne lineare Differentialgleichungen haben wir bereits in Abschnitt behandelt.
Die Definition fiir Systeme sieht formal dhnlich aus.

Definition 3.1.1. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und A : I — R™*"
eine matrix-wertige stetige Funktion und b : I — R” eine vektor-wertige stetige
Funktion.

(i) Dann heifit
y' = Alz)y

ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

(74) Man nennt
y = Alz)y + b(z)

ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung und
y' = A(z)y das zugehorige homogene Differentialgleichungssystem.

Bemerkung 3.1.2. Es wird sich als praktisch erweisen, fir die Matrizfunktion A und die
Vektorfunktion b in Definition|53.1.1] auch komplex-wertige Funktionen zuzulassen, also A :

91
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I - C"™ und b: 1 — C". Eine Lisung des Systems ist dann eine stetig differenzierbare
Funktion f: 1 — C", die

f(z) = A(x)f(x) + b(z) fir allex eI

erfillt. Die unabhdngige Variable x bleibt dabei jedoch stets reell.
Der komplexe Fall lisst sich auf den reellen zuriickfihren (Ubung).

Bemerkung 3.1.3. Wie man sofort einsieht definiert L(f) = f' — A(x)f eine lineare
Abbildung auf dem Raum der stetig differenzierbaren Funktionen f : 1 — C", d.h. es gilt

L(f +ag) = L(f) + aL(g)

fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen f und g und o € C. FEine stetig differenzierbare
Funktion f ist offenbar genau dann eine Lésung des Systems

y' = A(x)y,

wenn f € Kern(L) gilt. Insbesondere bilden damit alle Lisungen dieses Differentialglei-
chungssystems einen C-Vektorraum.

Diese Bemerkung kénnen wir noch etwas prézisieren.

Satz 3.1.4. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und A : I — C™™™ und b :
I — C" stetige Funktionen. Dann gilt:

(1) Zu jedem xo € I und yo € C" ezistiert genau eine Losung des Anfangswert-
problems

Y =A@y +b(x),  y(z0) = %0, (1)

welche auf ganz I definiert ist. Jede weitere Ldsung von st eine Fin-
schrdnkung dieser Lésung.

(13) Zu jedem xo € I ist die Abbildung, die jedem yo € C" die Lisung des An-
fangswertproblems

Y =A)y, y(zo) = Yo. (2)

zuordnet, ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen. Insbesondere hat der
Raum der Lésungen des Differentialgleichungssystems

y = Alx)y (3)

genau Dimension n.

Beweis.
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(1) Nach Bemerkung konnen wir uns auf den reellen Fall beschranken. Wir be-
trachten die Funktion

F:IxR"—=R" (z,y) — A(z)y + b(x).

Dann ist F' nach Voraussetzung stetig und in vy, ..., v, stetig partiell differenzierbar
mit
ayjfi(a:) = A j(z),

wobei A;; den (7, j)-ten Eintrag der Matrix A bezeichne. Insbesondere ist also jede
der partiellen Ableitungen von F' auf D := I x R" stetig

Sei nun J C [ ein kompaktes Intervall. Dann ist jede der partiellen Ableitungen von
F auf J x R™ beschrénkt.

Da J x R™ konvex ist, folgt mit Lemma [2.1.12] dass F' auf J x R™ einer globa-
len Lipschitz-Bedingung geniigt. Nach Satz [2.1.18] existiert also auf dem gesamten
Teilintervall J eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems .

Ist nun (Ji ), eine Folge kompakter Intervalle mit J; € Jy4q und |, Jx = I, so erhal-
ten wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung auf ganz I aus den vorherigen
Uberlegungen.

Die Behauptung iiber die Einschrankung der Losung folgt direkt aus Korollar [2.1.15]
(7i) Nach Teil (i) ist die beschriebene Abbildung, die wir mit ¢ bezeichnen wollen,
wohldefiniert. Nach Bemerkung [3.1.3]ist ¢ zudem linear. Wegen der Eindeutigkeit
der Losung ist f(z) = 0 die einzige Losung fiir die Anfangsbedingung y(xy) = 0,
also gilt Kernp = {0}, so dass ¢ injektiv ist. Weiter ist jede Losung f von (3 eine

Losung des Anfangswertproblems fiir yo = f(xo). Da eine solche Losung nach
Teil (i) existiert, folgt auch die Surjektivitidt von ¢ und damit die Behauptung.

q.e.d.

Beispiel 3.1.5. Betrachten wir auf dem Intervall I = (0, 00) das System

(1) = (= o) ()

: 2 1/z
Man rechnet leicht nach, dass f(z) = (Qx) und g(x) = (—1/x2
Systems sind. Da die Vektoren f(1) = (;) und ¢(1) = (_11> linear unabhéngig sind,

bilden also nach Satz die Funktionen f und g eine Basis des Raumes aller Losungen
des Systems.

) beides Losungen des
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3.1.2 Fundamentalmatrizen, die Wronski-Determinante und Va-
riation der Konstanten

Definition 3.1.6. Unter den Voraussetzungen von Satz seien f1, ..., f,, linear
unabhéngige Losungen des Differentialgleichungssystems y' = A(z)y.

(i) Die Matrix F'(x), deren Spalten genau die Vektoren fi(z), ..., f.(z) sind, heifit
eine Fundamentalmatrix des Systems.

(77) Die Funktion W(x) := det F(z) heifit die Wronski-Determinante der
Losungen fi, ..., fn.

Lemma 3.1.7. Unter den Voraussetzungen von Satz[3.1.4 und der Notation von
Definition gilt:

(i) Die Fundamentalmatriz F(x) ist fir alle x € I invertierbar und es gilt die
Matriz-Differentialgleichung

Jede Lisung von y' = A(x)y ist von der Form F(x) - « fir ein a € C".

(i) Fin System f1,..., fn von Ldésungen des Differentialgleichungssystems y' =
A(x)y ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die zugehorige Wronski-
Determinante W (x) niemals verschwindet,

Wi(x)#0 fir alle x € I.

Beweis.

(1) Die behauptete Matrix-Differentialgleichung gilt nach Voraussetzung fiir jede Spalte
von F| also fiir die gesamte Matrix.Weiter sind die Spalten von F'(x) fiir jedes
x € I nach Satz linear unabhiingig, was direkt impliziert, dass die Matrix F'(z)
invertierbar ist (vgl. Lemma[B.1.8). Der Ausdruck F(z)a fiir a = (ov, ..., a,,)" € C"
ist genau die Linearkombination oy f1 + ...+, f,,, also folgt die Behauptung, da jede
Losung eine Linearkombination der f; ist.

(1) Dies folgt sofort aus (i) zusammen mit der Cramer’schen Regel (siche Satz |B.2.4)).

q.e.d.
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Nachdem wir mit Satz die Struktur der Losungen homogener linearer Differen-
tialgleichungssysteme analysiert haben, wenden wir uns nun, &hnlich wie auch in der
Linearen Algebra bei Gleichungssystemen, den Losungen inhomogener Systeme zu.

Satz 3.1.8. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und seien A : I — C™ "™ und
b: I — C" stetige Funktionen. Dann gilt Folgendes:

(1) Ist fo irgendeine Lisung des Differentialgleichungssystems

y = A(x)y + b(), (4)

so ist jede Lésung des Systems gegeben durch fy+ g, wobei g eine Lisung des
zugehorigen homogenen Systems y' = A(x)y ist. Umgekehrt ist fir jede Lisung
g des homogenen Systems fo + g eine Losung des inhomogenen Systems (4)).
Die Menge aller Lisungen von bildet also einen n-dimensionalen affinen
Unterraum des Raums aller differenzierbaren Funktionen auf I.

(17) Ist F(z) = (fi(z), ..., fu(z)) eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems

Yy = A(z)y, so erhdilt man alle Losungen f : I — R des inhomogenen Systems

durch

f(z) = F(z)u(x), u(x)= /:C F)'b(t)dt + o, z9,z€ I, a€C" (5)

o

Beweis.

(1) Sei f eine beliebige weitere Losung von und wir setzen g = fy — f. Dann gilt
9 = fo— = (A@)fo+ b(z)) — (A(2) f + b(z)) = A(z)(fo — f) = Alx)g,

so dass g in der Tat eine Losung des homogenen Systems.

Ist umgekehrt ¢ eine beliebige Losung des homogenen Systems, so gilt fiir f = fo+g¢g
ff=fo+9 = (Alx)fo +b(z)) + A(z)g = A(z)(fo + 9) + b(z) = A(2) f + b(x).

Also ist, wie behauptet, dass f eine Losung des inhomogenen Systems ist.

Da nach Satz die Losungen des homogenen Systems einen n-dimensionalen
Teilraum des Raumes aller differenzierbaren Funktionen auf I bilden, ist somit die
Lésungsmenge von () ein affiner Teilraum, da wir nach Teil (i) von Satz [3.1.4]
wissen, dass eine Losung des inhomogenen Systems existiert.

(74) Da fiir die Multiplikation von differenzierbaren matrix- und vektorwertigen Funk-
tionen ebenfalls die iibliche Leibniz-Regel (vgl. Lemma|A.5.2) gilt (Ubung), kénnen
wir berechnen

f(z) = F'(x)u(2)+F(2)u (x) = A(@)F()u(z)+F(2)(F(z)"b(z)) = A(z) f(2)+b(z),
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wobei wir im zweiten Schritt die Identitdt F'(x) = A(x)F(x) aus Lemma
verwendet haben. Damit ist f in der Tat eine Losung des Systems . Da wiederum
nach Lemma jede Losung des homogenen Systems von der Form F'(z)a fiir ein
a € C™ ist, folgt mit Teil (¢), dass in der Tat jede Losung von dieser Form ist.

q.e.d.

Bemerkung 3.1.9. Vergleicht man den obigen Satz mit Satz und v.a. den

zugehorigen Beweisen, so stellt man fest, dass sie sich nicht wesentlich unterscheiden.

Satz ist natiirlich der Spezialfall n =1 in Satz[5.1.8

Zum Abschluss dieses Abschnittes halten wir noch eine wichtige Eigenschaft der Wronski-
Determinante fest. Als Vorbereitung hierzu formulieren wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1.10. Die Abbildung det : R™*" — R, X +— det X ist differenzierbar
und fir beliebiges B € R™ und X € R™™ invertierbar gilt fir die Richtungsablei-
tung nach B

Dg(det X) := lim det(X + hB) — det X

_ , -1
lim . = det(X) - Spur(BX ).

Beweis. Die Determinante ist nach der Leibniz-Formel (vgl. Satz eine Polynomab-
bildung in den Matrixeintragen und damit wie behauptet stetig differenzierbar.

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir X = I,, die Einheitsmatrix. Wieder nach der
Leibnizformel ergibt sich

det(I, + hB) = Z SigN(0)c10(1) " * Cnoo(n)-
oceSh

Hierbei bezeichnen c¢;; die Eintrége von I,, + hB und alle iibrigen Bezichnungen sind wie
in Satz Wir fassen diesen Ausdruck als Polynom in & auf. Ist o # id, so enthélt das
Produkt ¢i (1) - - ¢y,0(n) mindestens 2 Eintrége von I, + hB, die nicht auf der Diagonalen
stehen. Der entsprechende Summand ist also durch h? teilbar. Fiir o = id ergibt sich

c11 Cppm = (L+hbyy) - (1+ hb,,) =1+ hSpur(B) + h*P(h),
wo P(h) ein geeignetes Polynom in h sei. Insgesamt haben wir also
det(I, + hB) = 1 + Spur(B)h + h*P(h)
fiir ein geeignetes Polynom P(h). Damit folgt aber

det(I, + hB) — det(1,)

- = Spur(B) 4+ hP(h) — Spur(B), h — 0,
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wie behauptet.
Die Behauptung fiir beliebiges invertierbares X € R™*" folgt dann direkt wegen der
Beziehung

det(X + hB) = det(X) det(I, + hBX ™).

Satz 3.1.11. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und A : I — R™ ™ stetig.
Die Wronski-Determinante W (z) = det F'(z) eines beliebigen Fundamentalsystems
F(z) des homogenen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y erfullt die lineare
Differentialgleichung

W'(z) = (Spurd(z))W(x).

Beweis. Nach der Kettenregel (Ubung) und Lemma [3.1.10] gilt

iV[/(x) _d det F(z) = Dpi gy det(F(z))

dx dx
= det(F(z))Spur(F'(z)F(x)™") = Spur(A(z))W (z),

wobei wir im letzten Schritt die Beziehung F'(x) = A(z)F(z) aus Lemma verwendet
haben.
q.e.d.

3.2 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

In Satz haben wir gesehen, dass man die Losung eines inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichungssystem durch Variation der Konstanten, wie auch im Falle einer Glei-
chung, auf die Losung des entsprechenden homogenen Systems zuriickfithren kann. Im
Allgemeinen ist es jedoch nicht mdoglich, fir eine gegebene Matrix A(x) eine Basis des
Losungsraumes von y' = A(z)y anzugeben. Ist jedoch A(x) = A € C™™™ konstant, so
liefert Lineare Algebra eine Moglichkeit, die entsprechenden Systeme zu losen.

3.2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Satz 3.2.1. Sei A € C**" konstant.
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(1) Sei v € C™ ein Eigenvektor von A zum Figenwert A € C (vgl. Definiti-

on . Dann ist die Funktion
f:R=C", f(z)=eMv
eine Losung des Differentialgleichungssystems y' = Ay.

(17) Bilden die Vektoren vy, ...,v, € C" eine Basis von C" aus Figenvektoren
von A mit zugehorigen Figenwerten A, ..., A\, € C, so bilden die Funktionen
fiyeoes fn : R — C™ mit

fi(@) = ¥y

ein Fundamentalsystem von Lésungen.

Beweis.

(1) Wegen Av = \v folgt

f'(z) = XeMv = A (Av) = Af(z).

(i1) Nach (i) sind alle f; Losungen des Differentialgleichungssystems. Es gilt dann fiir

die Wronski-Determinante

eMe 0
W(x) = det(fi(z), ..., fu(z)) = det (V1 ey V)
0 ein®

= 6<>\1+"'+)\")$ det(vl, ceey Un) = eSpur(A)ﬂJ det(vla sy UTZ))

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass die Spur einer Matrix ge-
nau die Summe ihrer Eigenwerte ist. Da vy, ...,v, eine Basis von C" bilden, ist
det(vy, ..., v,) # 0 und wir finden W(z) # 0 fiir alle z € R. Mit Lemma (17)
folgt also die Behauptung.

q.e.d.

Hat die Koeffizientenmatrix A des Systems reelle Eintriage, so mag es etwas unbefriedigend
sein, wenn in Satz komplexwertige Funktionen als Losungen gefunden werden. Die-
sem Umstand fasst das folgende Korollar Abhilfe. Als Vorbemerkung sei hierzu vermerkt,
dass fiir A € R™" aus Av = \v fiir v € C", X € C stets auch At = \v folgt.

Korollar 3.2.2. Sei A € R™". Die reellen Figenwerte von A seien Aq,...,\, € R
und die komplezen Figenwerte von A seien py, [, ..., bs, Bs (7 + 28 = n). Weiter
seien vy, ...vy € R™ bzw. wy, Wy, ..., ws, Ws Bigenvektoren mit Av; = \jv; bzw. Awy, =
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prwy, AWy = Iy und vy, ..., Uy, W1, WY, , ... Ws, W, seien linear unabhdngig tiber C.
Dann bilden die reellwertigen Funktionen

A .
e%v;,  Re(eM wy), Im(e" wg), j=1,.,7r k=1,..5

eine reelle Basis des Losungsraumes von y' = Ay.

Beweis. Wegen
M 1 M Mk T 7 M 1 M Pk
Re (e wy) = 3 (e wy, + € wk) und  Im (e"* wy) = by (e Wy — e wk)

sind nach Satz alle angegebenen Funktionen Losungen der Differentialgleichung.
Nach Satz geniigt es nun zu zeigen, dass die Funktionen in x = 0 linear unabhéngig
sind. Dies folgt aber sofort aus der linearen Unabhéngigkeit der Eigenvektoren

V1, "'7/01”7w17w_17 ...,U)S,/IU_S,

da die Transformation
o 1 1 _
(wk,wk) — §(wk+wk),2—z(wk —U)k> = (Re(wk),lm(wk)), k= 1,...,5

offenbar invertierbar und C-linear ist, so dass auch die Vektoren
V1, ooy U, Re(wy), ..., Re(wy), Im(wy), ..., Im(w;)

linear unabhéngig sind.
q.e.d.

Bemerkung 3.2.3. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt jedes Polynom mit
komplexen Koeffizienten tber C vollstindig in Linearfaktoren. Die Voraussetzungen von
Korollar sind also erfillt, sobald A € R™™ diber C diagonalisierbar ist, also genau
dann, wenn das Minimalpolynom von A iber C in verschiedene Linearfaktoren zerfdllt

(vgl. Proposition[B.3.6).

Beispiel 3.2.4. (i) Sei A = E :}g . Das charakteristische Polynom (und auch
das Minimalpolynom) von A ist 22 + z — 6 = (z — 2)(z + 3), wir haben also die
Eigenwerte \; = 2, z.B. mit Eigenvektor v; = (1,1)", und Ay = —3, z.B. mit

Eigenvektor (2,3)". Wir erhalten somit nach Satz das Fundamentalsystem
von Losungen des Differentialgleichungssystems y' = Ay

A= (1) = (),
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Die Losung f des Anfangswertproblems

y =Ay, y(0)=1yo

ist dann geméfl Satz sicher eine Linearkombination dieser beiden Losungen,
f = a1 f1+ as fo und die Konstanten aq, as lassen sich durch Einsetzen der Anfangs-
bedingung bestimmen,

) ()- D)

also durch die Losung eines aus der Linearen Algebra bekannten linearen Gleichungs-
systems.

1
von A ist dann 22 —2x+5, A hat also die komplexen Eigenwerte 1+2¢ und 1 — 2i mit
zugehdrigen Eigenvektoren v = (1 — 2i, —1)" bzw. w = (1 + 2i,—1)"". Die Vektoren
v, w sind offenbar linear unabhéngig (iiber C), also erhalten wir nach Satz das

komplexwertige Fundamentalsystem von Losungen

filz) = e(+20= (1 :122')  fy(r) = (120 (1 irIQZ') |

Beachtet man die wohlbekannte Identitat
e = ¢%(cos(b) + isin(b)), a,b € R,

(17) Sei A = (O _25> . Das charakteristische Polynom (und auch das Minimalpolynom)

sieht man unmittelbar, dass in der Tat f, = f; gilt. Wir erhalten also mit Korol-
lar das reellwertige Fundamentalsystem

Eine leicht andere Formulierung von Satz [3.2.1] erhilt man wie folgt:

Bemerkung 3.2.5. Ist D = diag(\1,...,\,) € C™*" eine Diagonalmatriz, so bilden die
Funktionen f;(x) = e*%¢;, wobei ¢; = (0,...0,1,0,...,0)" die j-te Spalten der Einheitsma-
trix I, bezeichne, offenbar ein Fundamentalsystem fiir das Differentialgleichungssystem
y' = Dy. Ist nun A € C"" konjugiert zu D, existiert also eine Matriz T € GL,(C) mit
T-YAT = D, so ist die j-te Spalte von T ein Eigenvektor v; = Te; zum Eigenwert ;. Ver-
gleichen wir mat Satz so bilden also die Funktionen T f;(x) ein Fundamentalsystem
fiir das Gleichungssystem iy’ = Ay.

Mithilfe von Satz sind wir nun in der Lage, Differentialgleichungssysteme 3’ = Ay zu
16sen, sofern die konstante Koeffizientenmatrix A € C**™ diagonalisierbar ist. Nun ist be-
kanntermaflen nicht jede Matrix diagonalisierbar, aber jede Matrix ist (iiber C) konjugiert
zu ihrer Jordan-Normalform (vgl. Satz . In Anlehnung an Bemerkung ldsst uns
das folgende Lemma die Untersuchung allgemeiner Matrizen auf die Untersuchung von
Matrizen in Jordan-Normalform reduzieren.
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Lemma 3.2.6. Sei A € C"*" und T' € GL,(C) beliebig. EFine Funktion f : R — R"

ist genau dann eine Losung des Differentialgleichungssystems iy’ = Ay, wenn die
Funktion

g:R—=R", o T f(x)
das Differentialgleichungssystem y' = (T~YAT)y ldst.

Beweis. Es gilt

g =T =T Af = (T'AT)(T~1f) = (T AT)g.

q.e.d.

3.2.2 Die Matrix-Exponentialfunktion

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung allgemeiner Differentialgleichungssysteme
mit konstanten Koeflizienten ist die Matrix-Exponentialfunktion.

Definition 3.2.7. Fir A € Cr*m  definieren wir die Matrix-
Exponentialfunktion tiber

= 1 _ 1
exp(A) = E HAk = lim E HA’“.
k=0

Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dass die Matrix-Exponentialfunktion tatséchlich
wohldefiniert ist, dass also die sie definierende Reihe immer konvergiert. Dazu benotigen
wir das folgende Lemma als Vorbereitung.

Lemma 3.2.8. Fir A € C™" mit Eintrdgen a;;, i,j = 1,...,n, sei

P
[A]l := l|All2 := v/ Spur(4” A) =

Dann gilt fiir A, B € C"" die Ungleichung

[AB]| < [lA]l - || B]-
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Beweis. Die Eintrdge von A seien wieder a;;, die von B seien b;;. Dann gilt fiir den
(i,7)-ten Eintrag ¢;; von AB
n
Cij = Z ik ;-
k=1

Es folgt daher aus der Ungleichung von Cauchy—SchwarzE

n n 2

IAB)? = > ley* = >

t,j=1 i,j=1

23 (ZII) (fnb@-ﬁ)

ij=1 \k=1 =1

_ (z |aik|2) - (z m-w)
ik=1 =1

= [[AI* - 1B]*

n

Z @by

k=1

q.e.d.

Hieraus erhalten wir die gewiinschte Konvergenzaussage fiir die Exponentialreihe.

[ Proposition 3.2.9. Die Reihe exp(A) konvergiert fiir jedes A € C™*™.

Beweis. Offenbar ist ||- || eine Norm auf C"*", welche iiber den R-Isomorphismus C™*" =
R2"” von der Euklidischen Norm auf R?"” induziert wird. Insbesondere gilt daher die
Dreiecksungleichung und wir erhalten fiir m < M € Ny beliebig

M

1
> A

k=m-+1

M M

1 1
< Y S < Y Al

k=m+1 k=m+1

Mo "o
Do
k=0 k=0

wobei wir im letzen Schritt Lemma [B.2.8 verwendet haben.
Sei nun € > 0 beliebig. Da die reelle Exponentialreihe - 4" bekanntlich fiir alle
x € R konvergiert, existiert also ein N € N, so dass fiir alle m, M > N

k k k
E _k!A — E _k!A < E _k!HAH <e
k=0 k=0 k=m+1

!Bezeichnet (-, ) ein beliebiges (positiv definites) Skalarprodukt auf C™, dann gilt

(v, w)* < (v,v)(w,w).
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gilt. Damit ist die Folge der Partialsummen (Zﬁio %Ak) eine Cauchy-Folge und damit,
: M

da C™*™ = R2"” a]s endlich-dimensionaler R-Vektorraum vollsténdig ist, konvergent.

q.e.d.

Wir fassen nun einige Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion zusammen.

Lemma 3.2.10. Sein A, B € C"*". Dann gilt:
(i) Gilt AB = BA, so folgt exp(A+ B) = exp(A) - exp(B).

(i1) Ist B invertierbar, so gilt exp(B~'AB) = B~'exp(A)B.

(i11) exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A)

Beweis.
(i) Wegen AB = BA gilt der binomische Lehrsatz,
[k
(A+B)F = ( ,)AJ’Bk—J‘.
2\

Es folgt also

[e.o]

1 =1
exp(B™'AB) =) _ H(B‘lAB)k => —B'A*B

k=0 k=0

(17i) Da A(—A) = (—A)A gilt, folgt mit Teil (7)

exp(A) - exp(—A) = exp(A + (=4)) = exp(0) = I,
und damit die Behauptung.
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q.e.d.

Fiir die Losung von linearen Differentialgleichungssystemen (mit konstanten Koeffizien-
ten) bietet die Matrix-Exponentialfunktion ein wichtiges Werkzeug, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 3.2.11. Ser A € C™*™. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Man hat

d
o exp(zA) = Aexp(zA),

also ist F(x) := exp(xA) ein Fundamentalsystem von Ldsungen des linearen
Differentialgleichungssystems y' = Ay. Diese Fundamentalmatriz ist durch die
Anfangsbedingung F(0) = I,, eindeutig bestimmit.

(i) Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems y' = Ay, y(0) = ¢ fir c € C"
ist gegeben durch exp(zA)c.

(1ii) Fir die Wronski-Determinante W (x) des Fundamentalsystems F(z) =
exp(zA) gilt W(x) = detexp(rA) = exp(zSpur(A4)).

Beweis.

(1) Seien x,h € R beliebig. Dann gilt nach Lemma und Lemma [3.2.10)

%[exp((as +h)A) — exp(zA)] — Aexp(zA) H
_ (%[expm) ] A) : exp(wA>H

[lexp(zA)]]

< |Hesptnt) - 1. - AH lexp(zA)| =

- 1 k—1 Ak
Z Hh A
k=2

=1
< k Ak+2_ Al
<h 3 g A et

Ist || <1, so ist offenbar - mHAHk” eine konvergente Majorante der Reihe,

so dass der obige Ausdruck fiir h — 0 ebenfalls gegen 0 konvergiert. Damit folgt

% exp(zA) = Illlir(l) %(exp((a: + h)A) —exp(zA)) = Aexp(zA)

wie behauptet. Die iibrigen Behauptungen folgen direkt aus Lemma [3.1.7]

(77) Diese Behauptung folgt ebenfalls direkt aus Lemma (7).



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 105

(73) Folgt direkt aus Satz|3.1.11] indem man zusétzlich die Anfangsbedingung F'(0) = I,,,
also W(0) = 1 verwendet.

q.e.d.

3.2.3 Anwendung auf Differentialgleichungssysteme

Wir haben mit Satz das Problem der Losung eines homogenen, linearen Diffe-
rentialgleichungssystems mit konstanten Koeffizienten auf die Berechnung einer Matrix-
Exponentialfunktion zuriickgefiihrt. Da jede Matrix A € C™*" konjugiert zu ihrer Jordan-
Normalform (vgl. Satz [B.3.8), also einer Blockdiagonalmatrix, ist, reicht es nach Lem-
ma (1) aus, die Matrix-Exponentialfunktion auf Blockdiagonalmatrizen und Jordan-
Blocken auszuwerten, um diese explizit zu machen. Dies liefert das folgende Lemma.

Lemma 3.2.12. (i) Fir eine Blockdiagonalmatric A = diag(4;,...,A,) =

Ay 0
. € C™™ mit quadratischen Blocken A; € C"*" gilt
0 A,
exp(41) 0
exp(A) =
0 exp(A,)
Insbesondere gilt fir eine Diagonalmatriz A = diag(as,...,a,) € C™"

exp(A) = diag(e™, ..., e").
(i) Sei A € C. Fir einen Jordan-Block

A1l 0
J = Jo(N) = R € @
o
0 A
gilt fir alle x € R
$2 xnfl
Lz 5 (n—1)!
exp(z - J) = e %2
75
0 1
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Beweis.

(7) Fir alle k € Ny gilt
A¥ = diag(A¥, ..., AF)

und somit
1
exp(A Z o diag(A¥, ..., AF) = diag(exp(A,), ..., exp(A4,)).
k=0
(#7) Wir schreiben
0 =z 0
x-J=X-I,+N, N=
N
0 0

Da Az - I, eine Skalarmatrix ist, kommutiert sie mit N und es folgt nach Lem-

ma B210 (1)
exp(z - J) = exp(Az - I, + N) = exp(Azl,) - exp(N).
Nach Teil (i) gilt nun
exp(\z - I,,) = diag(e™”, ..., e M) = M1,,.
Weiterhin gilt

0 0 a2 0
0 =z 0
NOZ[na N1: . . ,NZZ .’L'2 -
0 0 0
0 0
0 0 znt
Nl = c (_) . Nt=0, k>n.
0 0
Damit folgt
n—1
|-
eXp<N) = EN )
k=0

also insgesamt die Behauptung.

q.e.d.

Wir fassen die nun gewonnenen Aussagen iiber lineare Differentialgleichungssysteme zu-
sammen.
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Satz 3.2.13. Sei A € C**™.

(i) Fiir jeden m x m-Jordan-Block J,()\;) (vgl. Definition[B.3.7) zum Eigenwert
i von A existiert ein linear unabhdngiges System f;1, ..., fimm von Lésungen
des Differentialgleichungssystems y' = Ay der Form

fii(@) = pij(x)ed®, 1< j<m,

wobei die p; j(x) vektorwertige Polynomfunktionen sind, d.h. jede Komponente
von p; j(x) ist ein Polynom in x vom Grad < j — 1. Insbesondere ist p;(x)
konstant und ein Eigenvektor von A.

(¢1) Die Systeme f; ; aus Teil (i) fiir alle Jordan-Blocke in der Jordan-Normalform
von A bilden ein Fundamentalsystem von Ldésungen von y' = Ay.

(i13) Ist A € R™ ", so erhdlt man ein reellwertiges Fundamentalsystem, indem

man in Teil (i) zu jedem Paar X\, X komplex konjugierter Eigenverte von A die
Lésungspaare Re(f1),Im(f1), ..., Re(fm), Im(f.n) betrachtet.

Beweis. Ist A in Jordan-Normalform, so folgen die Behauptungen in (i) und (iz) direkt
aus Lemma zusammen mit Satz B.2.111

Ansonsten existiert eine invertierbare Matrix T' € GL,(C), so dass B := T7'AT in
Jordan-Normalform ist. Nach den obigen Uberlegungen gilt die Behauptung also fiir B
anstelle von A. Nach Lemma gilt nun exp(x - A) = Texp(z - B)T~'. Die Spalten
dieser Matrix sind nun von der Form p; ;(x)e*® fiir gewisse vektorwertige Polynome p; ;
vom Grad < m;—1, wobei m; die Gréfle des zum Eigenwert \; gehorigen Jordan-Blocks sei.
Multipliziert man nun exp(x - A) von rechts mit einer invertierbaren Matrix S € GL,,(C),
so andert sich der von den Spalten von exp(A) aufgespannte Funktionenraum nicht. Wie
man sich leicht iiberlegt (Ubung), haben die Spalten von exp(z - A)T = T exp(z - B) die
Form f; j(z) = p; j(x)e*®, wobei wie behauptet der Grad von p; ;(z) in jeder Komponente
< j — 1 ist, wie wir behauptet hatten.

Der Beweis von Teil (i) erfolgt genau wie in Korollar [3.2.2]

q.e.d.

Bemerkung 3.2.14. Als historischer Kommentar sei angemerkt, dass die Motivation
fiir Jordan, die nach thm benannte Normalform fiir komplexe Matrizen zu finden, im
Studium von Systemen linearer Differentialgleichungen begriindet war. Vor Jordan hatte
bereits Weierstrass eine etwas andere Normalform fiir denselben Zweck hergeleitet.

Wir fassen das nun Erarbeitete wieder in einem Verfahren zur Losung von homogenen
linearen Differentialgleichungssystemen zusammen.
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Verfahren 3.2.15.
Gegeben Ein Differentialgleichungssystem iy’ = Ay mit A € C"*".

1. Bestimme eine Matrix T € GL,(C), so dass T"'AT = B in Jordan-
Normalform ist.

2. Berechne exp(zJ) fiir jeden Jordan-Block von B mit Lemma (3.2.12| und er-
halte so exp(zB).

3. Die Spalten von T exp(zB) liefern ein Fundamentalsystem von Losungen.

4. Fiir A € R Uberfithre das gefundene Fundamentalsystem in ein reellwer-
tiges Fundamentalsystem.

Da es mitunter etwas aufwendig sein kann, eine geeignete Transformationsmatrix 7T’
zu finden, die A in Jordan-Normalform iiberfithrt, man aber andererseits die Jordan-
Normalform selbst von A oft recht einfach bestimmen kann, bietet es sich manchmal an,
das obige Verfahren etwas zu modifizieren.

Verfahren 3.2.16.
Gegeben Ein Differentialgleichungssystem ¢y = Ay mit A € C™*™,

1. Bestimme die Jordan-Normalform sowie alle Eigenvektoren von A.

2. Fiir jeden Jordan-Block .J,,,(\;) von A und zugehérigen Eigenvektor v ist e}i®v
eine Losung.

3. Setze die iibrigen Losungen als f; ;(z) = p;;(z)e® an, wobei p; ; Polynome

vom Grad < j — 1 mit zu bestimmenden Koeffizienten sind.

4. Setze f; j(x) aus dem Ansatz in die Differentialgleichung ein, um die Koeffizi-
enten der Polynome zu bestimmen.

Beispiel 3.2.17. Wir demonstrieren beide Verfahren [3.2.15| und |3.2.16| an dem Differen-

tialgleichungssystem
;o (4 4
y =Ay, A= (_1 NE

(1) Das charakteristische Polynom y 4(X) von A ist gegeben durch

X+4 —4
XA(X):det( r X)z(X+4)X+4:(X+2)2,
wir haben also A = —2 als einzigen Eigenwert. Der Eigenraum zu diesem Eigenwert
ist

Kern(A + 2I,) = Kern (j ;1) = <<i>> :
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Wir erhalten demnach keine Basis aus Eigenvektoren, also ist A nicht diagonalisier-
bar. Man rechnet leicht nach, dass (A + 215)? = 0 gilt. Als Hauptvektor der Stufe 2
wiithle man nun einen beliebigen Vektor v € R? \ Kern(A + 215), etwa v = (1,0).
Dann gilt (A + 2I5)v = (=2, —1)" und wir erhalten die Transformationsmatrix

2 1
()

1 (=2 1\
T AT—(O 2)—.B.

fiir die gilt

Nach Lemma [3.2.12] gilt

. I N
exp(x-B)=e (O 1).

Nach Verfahren [3.2.15| erhalten wir nun ein Fundamentalsystem von Losungen des
Gleichungssystems aus den Spalten von

(-2 2141
Texp(z-B)=¢e (_1 . :

Aus Teil (i) erhalten wir mit dem berechneten Eigenvektor von A mit Satz [3.2.1]

eine Losung
o (2
jo-+()

Nach Satz|3.2.13| konnen wir nun fiir eine zweite Losung in unserem Fundamental-

system den Ansatz
9 [T+ ao
fQ(x) - ¢ (b1$+bo>

fiir noch zu bestimmende Koeffizienten ag, ay, by, b;. Da wir zu f5 ein beliebiges Viel-
faches von f; addieren konnen, ohne den aufgespannten Losungsraum zu verédndern,
diirfen wir zur Vereinfachung by = 0 annehmen.

_ —2a1x — 2a9 + a
/ o 1 0 1
fQ(x)_e ( —2b11’+b1 )

—4day + 4by)z — 4a0)

—a1Tr — Qg

Wir berechnen damit

und
Afp(z) = 2 ((

Durch Vergleich beider Ausdriicke erhalten wir das folgens lineare Gleichungssystem
fiir die Koeflizienten,
—2a1 = —4aq + 4b;
—2a¢ + a1 = —4ay
—2b; = —aq

b1 = —AQy.
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Aus den letzten beiden Gleichungen ergibt sich sofort a; = —2ag, by = —ag, was
konsistent mit den ersten beiden Gleichungen ist, wir erhalten also, indem wir ag = 1

wéhlen, die Losung
op (2241
- (27).

In Satz haben wir gesehen, wie sich das Verfahren der Variation der Konstanten
anwenden lédsst, um die Losungen eines inhomogenen Differentialgleichungssystems

y = Alx)y + b()

zu bestimmen, wenn die Losungen des zugehorigen homogenen Systems bekannt sind.
Sind A und b jedoch beide konstant, so kann mitunter schneller zu einer Losung gelangen.

Proposition 3.2.18. Sei A € C"" und b € C". Ist dann v eine Lésung des
linearen Gleichungssystems
Av = —b,

so ist f(x) = v eine (konstante) partikuldre Losung des inhomogenen Differential-
gleichungssystems
y = Ay +0b.

Alle Losungen dieses Differentialgleichungssystems sind dann gegeben durch

v+exp(zA)-¢, ceC™

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt durch Einsetzen in die Differentialgleichung,
der Rest folgt direkt aus Satz[3.1.8]
q.e.d.

Bemerkung 3.2.19. Man beachte, dass das lineare Gleichungssystem Av = —b in Pro-
position jedenfalls immer dann eine Losung besitzt, wenn A invertierbar ist.

3.3 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Eines der ersten Resultate dieser Vorlesung war der Reduktionssatz [I.2.8] mit dem wir
Differentialgleichungen héherer Ordnung auf Systeme von Differentialgleichungen erster
Ordnung zuriickfiihren konnten. Es ist nichtsdestotrotz sinnvoll, die Resultate aus dem
letzten Abschnitt konkret auf lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung anzuwen-
den.
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Definition 3.3.1. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und ay, ...,a,_1,b: [ —
C stetige Funktionen. Dann nennt man

y™ 4 a1 (2)y™ D + L+ ay(2)y + ag(z)y =0
eine homogene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung
Y™ 4 an1 (2)y" D + o+ ar(2)y + ao(a)y = b(x)
nennt man eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung und
y™ 4+ a1 (2)y™ Y + L+ ay(2)y + ag(z)y =0

die zugeordnete homogene Differentialgleichung.

Die Struktur der Losungsmenge von linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung
liefert der folgende Satz.

Satz 3.3.2. Sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und aq,...,an,_1,b : I — C
stetige Funktionen.

(1) Die Menge aller Losungen f : I — C der homogenen Differentialgleichung
Y™ + a1 (2)y™ Y 4+ 4 ay(x)y + ag(z)y =0

bildet einen C-Vektorraum V' der Dimension n. Jede Lisung dieser Gleichung
lasst sich auf das gesamte Intervall fortsetzen.

(11) Die Menge L aller Losungen f : I — C der inhomogenen Differentialgleichung
Y™ +ap_1 (@)Y ™D + .+ ay(2)y + ao(z)y = bz)

ist ein affiner Teilraum des Raumes aller auf I n-mal differenzierbaren Funk-
tionen. Ist fo irgendeine Ldsung der inhomogenen Differentialgleichung, so
gilt

L=fy+V.

Beweis.

(1) Die Losungsmenge der homogenen Gleichung ist offenbar der Kern des linearen
Operators

L:6"I)—C), fr f™+an1(2)f" Y+ . +ay(x)f +aoz)f,

also ein Vektorraum.
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Weiterhin liefert der Reduktionssatz folgendes dquivalentes System von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung,

0 1 0
Y = A)y, Alz)= R B
0 1
—ap(z) —ai(x) ... —a,—1(x)

Die Losungen dieses Systems bilden nach Satz einen Vektorraum W der Di-
mension n, also folgt auch dim V' = n, da die Abbildung

f/
VoW, f— f

Fin-D)

nach Satz bijektiv und offenbar linear ist. Die Fortsetzbarkeit jeder Losung
folgt direkt aus der Fortsetzbarkeit der Losungen von (1)) nach Satz|3.1.4]

(i7) Die Behauptung folgt genau wie in Satz Die Differenz zweier Losungen der
inhomogenen Gleichung ist eine Losung der homogenen Gleichung.

q.e.d.

Beispiel 3.3.3. Wie man durch Einsetzen leicht iiberpriift, sind die Funktionen f(z) = x
uns fo(x) = /2 auf dem Intervall I = (0, 00) Losungen der Differentialgleichung

1 1
/! /
——y+—y=0.
Y Qxy + 2x2y

40)-0) = ()-(2
= und =

(f{(l) 1 f3(1) 1/2

linear unabhéngig sind, folgt aus Satz [3.3.2 und Satz[3.1.4] dass f; und fy eine Basis des
Raumes aller Losungen bilden.

Da die Vektoren

Wir wenden uns nun Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu. In diesem
Fall ist die Matrix in die Begleitmatrix des Polynoms

X"+ a, 1 X" 4 a X + a,

welches somit auch das charakteristische (und das Minimal-)Polynom der Matrix ist
(Ubung). Hieraus motiviert sich die folgende Definition.
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Definition 3.3.4. Das Polynom
X"+ a, 1 X"+ a1 X +ap € CIX]
nennen wir das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
™+ a1y 4+ ay +agy =0

mit konstanten Koeffizienten ay, ..., a,_1 € C.

Als Folgerung aus Satz [3.2.13] erhalten wir somit folgendes vereinfachtes Resultat fiir
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Satz 3.3.5. Seien ag,...,a0n—1 € C und X" + a1 X" '+ ...+ a1 X + a9 = (X —
A (X = A)™ € CIX] (mit \; # \j, @ # j) das charakteristische Polynom

der linearen Differentialgleichung
Y™ + a1y + L+ a1y + agy = 0.

Dann bilden die Funktionen

A

3B Az
e xev . .

mi—1 _Xix -
LT et g =1, ..,k

eine Basis des Losungsraumes der Differentialgleichung.

Sind ay, ..., an—1 € R und schreiben wir fiir alle Nullstellen \; = o + B;1, so erhdlt
man eine reellwertige Losungsbasis, indem man die Funktionen oben fiir solche \;
mit B > 0 ersetzt durch

e cos(Br), e cos(Bz), ..., 2™ " Le™ cos(Br),

e sin(fx), re®* sin(Bz), ..., 2™ e sin(Bx)

und die Losungen fir die komplex konjugierte Nullstelle wegldsst.

Beweis. Wir betrachten wieder das zugehorige System von Differentialgleichungen aus
(1). Da die Koeffizientenmatrix A, wie bereits erwihnt, die Begleitmatrix eines Polynoms
ist, ist ihr charakteristisches Polynom gleich ihrem Minimalpolynom. Es folgt also (vgl.
Proposition, dass es zum Eigenwert A; in der Jordan-Normalform von A genau einen
Jordan-Block der Grofie m; gibt. Nach Satz finden wir also zu jedem Eigenwert \;

linear unabhéingige Losungen des linearen Systems

Ajx

Fia(@) = pia(@)e™, o, fim, (2) = pjm, (1),

wobel p;i(x) ein (vektorwertiges) Polynom vom Grad < k — 1 ist. Nach dem Redukti-
onssatz bzw. Satz miissen somit auch die jeweils ersten Komponenten dieser
Losung linear unabhéngig sein. Da wir somit m; linear unabhéngige Polynome vom Grad
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< m; — 1 haben, spannen diese den Raum aller Polynome vom Grad < m; — 1 auf, so
dass wir sie durch die Standardbasis 1, z, ..., 2™ ! ersetzen kénnen und wir erhalten die
Behaupteten Losungen der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Die Aussage iiber die reellwertigen Losungen folgt direkt aus Korollar [3.2.2
q.e.d.

Beispiel 3.3.6. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
Y — 4y 4 5y0) — 255@ 4 115" — 63y” + 135y’ — 675y = 0
ist

X" —5X%4+5X° —25X* +115X2 — 63X2 + 135X — 675
= (X —3)*(X — (=1 +20)*(X — (=1 —24))*%.

Aus Satz konnen wir nun direkt ein Fundamentalsystem von Loésungen ablesen,

¥, wed® x?e3”) e " cos(2x), ze " cos(2x), e " sin(2x), we ¥ sin(2x).

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir inhomogene lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, bei denen die rechte Seite eine bestimmte
Form hat.

Proposition 3.3.7. Sei q(x) eine Polynomfunktion vom Grad m und u € C. Dann
st eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung

¥ + a1y 4 L4 @y + agy = gla)et®

mit charakteristischem Polynom P € C[X]| gegeben durch fo(z) = p(x)e!®, wobei
p(z) eine Polynomfunktion vom Grad m + k mit k = max{¢ >0 : (X —p)*| P}.
Ist insbesondere m = 0, also ¢ = a € C konstant, und pu keine Nullstelle von P, so
erhalten wir

als partikuldre Lésung.

Beweis. Durch Induktion sieht man leicht ein, dass

(p(x)ers)") = ene i (2) 10 ().

=0
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Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir fiir die linke Seite

eHe TZ; a Z ( ) (x)
= Z » an (S i g) assep’

s=0 =0
n

—S

1
=Y P (@) D (s + (s + 0= 1) (C+ Dagren

Ist nun x4 eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P, so ist P®)(y) = 0
fiir s < k, also ist die linke Seite bis auf den Exponentialfaktor ein Polynom vom Grad
degp — k. Vergleicht man dies mit der vorgegebenen rechten Seite, so ergibt sich, dass p
ein Polynom vom Grad m + k ist und die erste Behauptung folgt.
Den Beweis der zweiten Behauptung lassen wir als Ubung.
q.e.d.

Beispiel 3.3.8. Betrachtet wir die Differentialgleichung
y' +y=ac””, (a€C”, w>0).

Diese Gleichung beschreibt im Wesentlichen eine angeregte Schwingung (Ubung).
Offenbar finden wir in fi(z) = €™ und fo(x) = e * ein Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen Gleichung.
Aus Proposition erhalten wir fiir w # 1 die partikuldre Losung

(67

folz) = e,

1 —w?

Man beachte, dass e’ fiir t € R beschréankt bleibt, also ist jede Losung der Differential-
gleichung, die nach Satz[3.3.2] von der Form

o . ) .
ezwx + clel$ _l_ CQG—ZI
1 —w?

fiir gewisse Konstanten cq, ¢y ist, ebenfalls fiir alle z € R beschrinkt.
Gilt nun w = 1, so haben wir, wieder nach Proposition |3.3.7] eine partikuldre Losung

der Form '
fo(z) = (B +yx)e™.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert die Gleichung

T

. o
2iye™ = ae'”,
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? %y wiy Ky e g < t
E]/\/\/\/\/\/\/\/VVEW <

/ - - \
. %

Abbildung 3.1: Zwei Massen, gekoppelt durch Federn

also haben wir v = i§i # 0, wihrend wir 3 beliebig wihlen konnen (man beachte, dass
Be'® eine Losung der homogenen Gleichung ist). Fiir 8 = 0 ergibt sich so die partikulére
Losung
folz) = ~Zize®.
2

Es folgt also, da alle Losungen der homogenen Gleichung beschréankt sind, dass in diesem
Fall jede Losung der inhomogenen Gleichung unbeschréankt bleibt. Dieses Phdnomen nennt
man auch Resonanzkatastrophe: Regt man ein schwingendes System genau in seiner
Eigenfrequenz (im Beispiel 1) an, so schwingt es immer stirker mit.

3.4 Gekoppelte Schwingungen

Als wichtige Anwendung des bisher Gelernten wollen wir gekoppelte Schwingungen unter-
suchen. Betrachten wir dazu folgenden Aufbau: Abbildung zeigt zwei Massen myq, mo
and Positionen x1, x5, die durch eine Feder verbunden sind und jeweils durch eine weitere
Feder mit einer starren Wand verbunden sind. Wir ignorieren sdmtliche Reibungseffekte.
und auch Effekte der GravitationP] Weiter nehmen wir an, dass die Federn dem Hoo-
ke’schen Gesetz geniigen, welches besagt, dass die Kraft, die eine um eine Lange A¢ aus
ihrem Grundzustand gedehnt wird, proportinal zu dieser Langenénderung und ihr entge-
gengerichtet ist,

F = —FkAL.

Die Proportionalitétskonstante £ > 0 nennt man hierbei auch die Federkonstante. Die
Federkonstanten der Federn in der Skizze haben die Werte kq, ko, k3. Wir normieren die
Positionen x1, x5 der Massen so, dass sich das System fiir 1 = x5 = 0 in Ruhe befindet
und in beiden Fillen eine Bewegung nach rechts einen positiven Wert annimmt.

2Die Gravitation zwischen den Massen selbst ist vernachlissighar und man stellt sich den Aufbau in
Abbildung [3.7] etwa auf einem Tisch vor, auf dem die Massen reibungsfrei gleiten kénnen
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Uns interessiert der zeitliche Verlauf der Positionen z1,z, in Abhéngigkeit von der
Zeit t. Nach dem zweiten Newton’schen Gesetz und dem Hooke’schen Gesetz gilt fiir die
Kraft F}, die auf die Masse my wirkt, die Gleichung

F1 = mlrjfl = —klxl — k‘g(l’l — 332) = —(k’l + k3)$1 + kg.il?g,

wobei wir der in der Physik {iblichen Konvention folgen, eine Ableitung nach der Zeit
mit einem Punkt statt einem Strich zu kennzeichnen. Analog gilt fiir die auf my wirkende
Kraft F, die Gleichung

F2 = mg.fg = —]{Igl’g — l{?g(l’z — Zﬂl) = k'3$1 - (kg + l{?g)xQ.

Zusammenfassend erhalten wir also das Differentialgleichungssystem = = (1, z5)"

m; 0 P ki +ks  —ks .

0 mo N —kg kQ + kg '
Beide Matrizen in der obigen Gleichung sind positiv definit. Etwas verallgemeinernd wer-
den wir uns daher im Folgenden mit Differentialgleichungssystemen der Form

Mi=—-Kzx (1)

beschéftigen, wobei M, K € RYj" positiv definite Matrizen seien.

Zunachst betrachten wir aber allgemeine Differentialgleichungssysteme der Form
y'=Ay, AeC™".

Der folgende Satz ist eine direkte Konsequenz bzw. ein Analogon zu Sétze [3.1.4]
and [3.3.2] Den detaillierten Beweis lassen wir als Ubung.

Satz 3.4.1. Sei A € C"*™. Fiir das Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung
y' = Ay (2)
gilt Folgendes:
(i) Die Lésungen von bilden einen C-Vektorraum der Dimension 2n.

(it) Ist X € C so, dass \* ein Figenwert von A mit Eigenvektor v ist, so ist
f:R=C", f(z)=eNv
eine Losung von .

(1ii) Ist A invertierbar und diagonalisierbar mit einer Basis aus Eigenvektoren
V1, .y U 20 Bigenwerten M2, ..., N2, so bilden die Funktionen
ff(m) = eM%y;, fi (z) = ey, j=1,..,n

eine Basis des Ldsungsraumes von .
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Beweis. Ubung.
q.e.d.

Bemerkung 3.4.2. Ist A € R"™" reell, so erhilt man in der Situation von Satz[3.4.1 (iii)
eine reell-wertige Losungsbasis, indem man Real- und Imagindrteile der komplex-wertigen
Losungen betrachtet (vgl. Korollar .

Hieraus erhalten wir direkt folgendes Resultat fiir einen Spezialfall der Gleichung :

( ")

Korollar 3.4.3. Fir M = I, besitzt Gleichung , also
r=—Kz
fir K € RY5" eine Losungsbasis

@) =€y, fr(t) =™y, j=1,..,n

wobei vy, ...,v, die (reellen) FEigenvektoren von K zu den reellen Figenwerten
W2, oWk Wi, wy >0, von K sind.

Fine reellwertige Liosungsbasis ist gegeben durch

qb](t) = COS(C«}jt)Uj, @Z)J(t) = sin(wjt)vj, ] = 1, ooog Mo

Beweis. Da K positiv definit und damit symmetrisch ist, ist K iiber R diagonalisierbar
(vgl. Proposition [B.3.6| (iii)) und alle Eigenwerte sind positiv. Wir haben daher eine Basis
aus reellen Eigenvektoren vy, ...,v, € R™ von K und zugehorige Eigenwerte Ay, ..., A, > 0.
Setzen wir w; = \/)\_J , so folgt die Behauptung sofort aus Satz .

q.e.d.

Beispiel 3.4.4. Nehmen wir in Abbildung myp = my = m an. Dann kénnen wir in
der Tat mithilfe von Korollar 16sen: Wir haben dann das System von Differenti-

algleichungen
B ki+ks _ k3
x__(_n}ﬁ k2+723>x

m m

zu losen.
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Zu weiteren Vereinfachung nehmen wir k; = ky = k£ an. Wir erhalten dann die Eigen-
werte \; = % mit zugehorigem Eigenvektor vy = (1,1)" und Ay = % mit Eigenvektor
vy = (1, —1)". Nach Korollar ist die allgemeine reelle Losung gegeben durch

()= )
s () ()] (1)

fiir Konstanten ¢, ..., ¢, € R. Sind die Anfangswerte 2(0) und #(0) vorgegeben, legen diese
die Konstanten c, ..., ¢4 eindeutig fest.

Speziell fiir ¢; = ¢4 = 0 findet man aus der obigen Gleichung z4(t) = z5(t), die Massen
bewegen sich also synchron und die mittlere Feder behélt stets die gleiche Lange.

Fiir ¢; = ¢ = 0 hingegen gilt x(t) = —x2(t), die Massen bewegen sich also stets in
entgegengesetzter Richtung.

+

Im Allgemeinen kénnen wir die Lésung von nicht auf Korollar zuriickfithren.
Schon wenn die Massen mq, mo im obigen Beispiel nicht identisch sind, kénnen wir die
Gleichung nicht einfach mit M ~! multiplizieren, da dann die Matrix auf der rechten Seite
nicht mehr symmetrisch ist und Korollar [3.4.3| nicht mehr anwendbar ist. Es gibt zudem
zahlreiche Beispiele aus der Physik, in denen die Matrix M auf der linken Seite nicht
diagonal ist. Fiir den allgemeinen Fall formulieren wir das folgende Lemma als Hilfsmittel:

Lemma 3.4.5. Seien M, K € RL5" positiv definit.
(1) Alle Nullstellen des Polynoms P(X) = det(X - M + K') sind reell und negativ.

(ii) Sind ay, ..., ay, die Nullstellen von P, so gibt es eine zugehirige Basis vy, ..., v,
von R™, so dass die Gleichung

va:—aj-Mvj, jzl,...,n

erfillt ist.

Beweis.

(1) Nach dem Satz von der Hauptachsentranformation (vgl. Proposition [B.3.6|) (7))
gibt es eine orthogonale Matrix T € GL,(R) (d.h. T=! = T%) mit

TtTMT - diag(Ah HS) )\n)a

wobei die Eigenwerte Ay, ..., A, von M alle positiv sind. Indem wir C' := diag(v/ A1, ..., VAT
setzen, erhalten wir also eine invertierbare Matrix C' € GL, (R) mit

M =C"C.
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Wir haben dann

det(aM + K) =0« 0 =det(C™"(aM + K)C™Y))
=det(a(CT"MC™H) +CT"KC™)
=det(al, + CT"KC™1).

Da K symmetrisch ist, gilt fiir die Matrix K
K™= (C"KC™Y)r =C"K"C™' = K,
K ist also ebenfalls symmetrisch. Fiir jedes v € R™ \ {0} gilt weiterhin
V" Kv =0"CT"KCw = (C™ )" K (C~ ') > 0,

da K positiv definit ist, also ist auch K positiv definit.

Somit haben wir gezeigt, dass det(aM + K) = 0 genau dann gilt, wenn A ein
Eigenwert von —K ist. Diese sind aber wie behauptet alle reell und negativ.

(#7) Die Matrix K = C~""KC~! ist, wie oben gezeigt, positiv definit und somit iiber R
diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis uy, ..., u, von R™ aus Eigenvektoren von
K. Ist nun a; eine Nullstelle des Polynoms P, also nach dem Beweis von (i) —a;
ein Eigenwert von K, so gilt

(C_tTKC_l)Uj = KU]‘ = —ozjuj. (3)

Definieren wir nun v; := C'~!u;, so bilden vy, ..., v, ebenfalls eine Basis von R", da
C invertierbar ist. Multiplizieren wir von links mit C'", so finden wir

K’Uj = KCil(Cvj) = KCiluj = —osz”uj = —Oéj(CtTC)'Uj = CYjM’Uj,

wie behauptet.

Bemerkung 3.4.6. Fir M € RY" kann man auch eine Zerlequng M = C'C' finden,
bei der C' eine invertierbare Dreiecksmatrix ist. Diese Zerleqgung mennt man dann eine
Cholesky-Zerlegung von M.

Hiermit kénnen wir also eine allgemeine Losung unseres Gleichungssystems angeben.
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Satz 3.4.7. Fine Basis des Lisungsraumes des Differentialgleichungssystems (|1
hat die Form

) =y, f70) =y, =1,

wobei wy, ...,w, > 0 seien, so dass —w?, ..., —w? die Nullstellen des Polynoms det(X -

M + K) sind und v; € Kern(K — w?M) gilt.

Beweis. Der Beweis lduft vollkommen analog zu dem von Korollar [3.4.3]



122 3.4. GEKOPPELTE SCHWINGUNGEN




Kapitel 4

Abhingigkeitssitze

In diesem kurzen Kapitel wollen wir untersuchen, wie sich die Lésungen von Differenti-
algleichungen verhalten, wenn man die rechte Seite bzw. die Anfangsbedingungen leicht
stort. Haufig ist man gezwungen, bei der Modellierung von Anwendungsproblemen ge-
wisse Vereinfachungen anzunehmen, da sich z.B. nicht immer alle Parameter in einer
exakten Formel quantifizieren lassen (in der Physik bzw. Mechanik etwa Reibungseffekte,
Luftwiderstand, etc., bei Réduber-Beute-Modellen duere Einfliisse wie das Klima), oder
man durch leichte Verdnderung der Differentialgleichung eine einfacher losbare Gleichung
erhilt, wie etwa durch die Klein-Winkel-Ndherung bei der Pendelgleichung (vgl. Bei-
spiel . Einige der Schliisse, die wir im Folgenden sehen werden, erinnern an unsere
Betrachtungen in Abschnitt [1.4.2] wo wir Abschéitzungen fiir die Losung von Differenti-
algleichungen hergeleitet haben.

4.1 Stetige Abhéangigkeit

Wir beginnen zunéchst mit einem Beispiel, das zeigt, dass die zunéchst vielleicht einleuch-
tende Vermutung, dass eine kleine Storung in den Daten auch nur wenig Einfluss auf die
Losung hat, leider falsch ist.

Beispiel 4.1.1. Betrachten wir die Situation eines sogenannten Doppelpendels (siehe
Abbildung. Hierbei sind zwei Punktmassen my, mo an masselosen, starren Staben wie
gezeigt reibungsfrei aufgehidngt und man will die Auslenkungswinkel 6, 6> in Abhéngig-
keit von der Zeit untersuchen. Die Grundidee des Energieerhaltungssatzes, die wir in
Beispiel verwendet haben, um eine Differentialgleichung herzuleiten, die die Schwin-
gung eines einzelnen Pendels beschreibt, liefert (mit deutlich mehr Aufwand[[) folgendes
System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir ein Doppelpendel.

(m1 + mg)flél + mgfzég 008(01 — 02) + nggég sin(@l — 92) + (m1 + mz)g sin(@l) = O,
Egég + Elél COS(Ql - 92) - 619% Sin(Ql - 02) -+ gsin(Qg) = 0.
(1)

'Fiir eine Herleitung der Gleichung siehe etwa https://math24.net/double-pendulum.html
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-

Abbildung 4.1: Ein Doppelpendel

Abbildung 4.2: Bewegung des Doppelpendels bei Anfangsauslenkung 6, = 6, =
106°,110°,113°

Man kann zeigen, dass diese System chaotisch ist, d.h., das zwar fiir jede Anfangsbedin-
gung eine eindeutige Losung existiert, diese aber extrem sensitiv (und unvorhersehbar)
von den Anfangsdaten abhéngt. Die untenstehenden Bilder stammen von der Websei-
te https://math24.net/double-pendulum.html und zeigen jeweils eine Simulation der
Bewegung des Doppelpendels fiir nur leicht verschiedene Anfangsbedingungen. Man sieht
sehr deutlich, dass der qualitative Verlauf der Bewegung selbst fiir dicht beieinanderlie-
gende Anfangsbedingungen sich bereits sehr stark dndert.

Fiir die nachfolgenden theoretischen Betrachtungen bendtigen wir folgenden Begriff.
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Definition 4.1.2. Sei [ = [a,b] C R ein nicht-entartetes, kompaktes Intervall und
f: I — R eine stetige Funktion. Fiir 2 € (a,b] nennen wir den Ausdruck

(D f)(a0) = lim sup L) = /(@ = 1)
R\0 h

die linksseitige, obere Dini-Derivierte von f in x;.

\. J

Bemerkung 4.1.3. (i) Ldsst man oo als Werte zu, so existiert die linkssetige, obere
Dini-Derivierte offenbar fiir beliebige stetige Funktionen.

(ii) Indem man das vorgegebene Vorzeichen von h bzw. den Limes superior in der De-
finition durch einen Limes inferior ersetzt, erhdlt man analog auch rechtsseitige,
sowre untere Dini-Derivierte einer stetigen Funktion.

Wir benotigen das folgende Lemma iiber die Dini-Derivierte:

Lemma 4.1.4. Sei I = [a,b] C R ein nicht-entartetes, kompaktes Intervall und
f,g: 1 — R stetige Funktionen. Weiter gelte f(a) < g(a). Dann gilt genau eine der
folgenden zwei Aussagen:

(1) Es gilt f(x) < g(z) fir alle z € I.

(17) FEs exisitiert ein xo € (a,b], so dass f(x) < g(x) fir alle x € [a, ), f(zo) =
g(xo), und
(D™ ) (o) = (D~ g)(o)

gelten.

. J

Beweis. Offenbar konnen nicht gleichzeitig () und (i¢) eintreten. Nehmen wir also an,
dass (7) nicht gilt.

Nach Voraussetzung gibt es ein z* € [a, b] mit f(2*) > g(z*). Wéhlen wir dann z als
das Infimum der Menge aller dieser z*. Da f und g beide stetig sind, gibt es ein € > 0,
so dass f(r) < g(x) fiir alle x € [a,a + ) gilt, also haben wir xy > a. Weiter gilt wieder
wegen der Stetigkeit f(z¢) > g(zo). Nach Definition von x, gilt aber auch

Fao) = g(a) = lim f(a) = gla) <.

insgesamt also f(zg) = g(xo).
Sei nun 0 < h < xy — a. Dann haben wir f(zg — h) < g(xg — h), also folgt

f(xo) — f(zo —h) > g(wo) — g(xo — h)
h h '

Die Behauptung iiber die Dini-Derivierte folgt nun direkt, indem man den Limes superior
fiir h ™\, 0 auf beiden Seiten betrachtet.
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q.e.d.

Fiir differenzierbare Funktionen haben wir folgendes Resultat. Es bezeichne wie auch in
vorherigen Kapiteln || - || eine beliebige Norm auf dem Raum R™.

Lemma 4.1.5. Sei I = (a,b) C R ein offenes Intervall und f : I — R™ differen-
zierbar. Dann gilt fir jedes x € 1

(D71 ID() < I @)

Beweis. Ubung.

Wir fiithren noch folgendes Konzept formal ein.

Definition 4.1.6. Sei D C R x R" und F : D — R" stetig. Weiter sei I C R
ein intervall und xg € I. Eine differenzierbare Funktion f : I — R™ heifit eine
Niherungslésung des Anfangswertproblems

y, = F(l’,y), y<x0) = Yo, (3307?40) € D7
falls fiir alle € I auch (z, f(z)) € D gilt und es 7,0 > 0 gibt mit

| f(z0) —woll <7 und ||f'(x) — F(z, f(x))|| <46 fiir alle x € I.

Wir nennen (7, §) auch die Toleranz der Ndherungslosung.

Hiermit erhalten wir nun einen Abschétzungssatz fiir Losungen von Differentialglei-
chungen, gewissermaflen eine Prézisierung von Satz [1.4.§

7

Satz 4.1.7. Sei D C R x R” offen und F' : D — R" eine stetige Funktion, die auf
D einer globalen Lipschitz- Bedingung

I1F(z,y) = F(z,9)ll < Llly — gl fir alle (z,y), (z,9) € D

mit Lipschitz-Konstante L > 0 geniige (vgl. Definition |2.1.10). Weiter sei I C R
ein nicht-entartetes Intervall und f : I — R™ eine Losung des Anfangswertproblems

y/ = F(l’, y)a y($0) = Yo, (2)

wobei xy € I gelte. Sei zudem f : I — R™ eine Niherungslosung fiir mit Toleranz
(7,9). Dann gilt fir alle x € I die Abschdtzung

1£(z) ~ F@)ll < erl 4 & (b=l 1),
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Beweis. Angenommen es existiert ein b € I mit b > . Seien weiterhin 4 > v und § > &
und

g:lzo.b] = R, g(w) = Fet ) 4
Es gilt dann nach Konstruktion
glzg) =4 und g¢'(z) =0+ Lg(z) fiir alle =g € [0, b].

Betrachten wir nun die Funktion % : [zo,0] — R, h(z) := ||f(z) — f(z)||. Es gilt dann
nach Voraussetzung h(zy) < v < 4 und nach Lemma auch

(
(@) = Fla, f@)]| + |1 F(z, f(z)) = F'(@)] (3)

fur alle z € (zo,b).
Wir behaupten, dass h(x) < g(z) fiir alle x € [zg,b] gilt. Ansonsten gébe es nach
t

Lemma [1.1.4] ein 2* € (9, b] mit h(z*) = g(z*) und
(D™h)(z") 2 (D7g)(z") = ¢'(a") = & + Lg(a*) = 6 + Lh(z"),

also haben wir einen Widerspruch zu .
Per Grenziibergang 7 N\, 6 \, 0 ergibt sich so die behauptete Abschitzung

If(z) = f(z)]| < yellmo) 4

fur alle x € [zo, ).
Fiir x < zy argumentiert man analog und vervollstdndigt so den Beweis.
q.e.d.

Der folgende Satz zeigt formal, dass man fiir hinreichend gutartige Anfangswertprobleme
in der Tat eine stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten hat, d.h. verdndert man
die Anfangsbedingungen und auch die rechte Seite nur leicht, &ndert sich auch die Losung
des Problems nur leicht.

Satz 4.1.8. Sei D C R xR" offen und F : D — R" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung (vgl. Definition gentigt. Weiter sei I = [a,b] C R

ein kompaktes Intervall und f : I — R™ eine Ldisung des Anfangswertproblems

v = F(x,y), y(ro) =yo, mitxzg€ I° und (zo,y0) € D.
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.

(i) Dann existieren ein a > 0 und ein L > 0, so dass die kompakte Menge
So = A{(z,y) e [ XR" : [ly = f(2)] <}
ganz in D enthalten ist und die Abschditzung
1F(z,y) = F(z, 9)|| < Llly =gl fiir alle (z,y), (z,§) € Sa
qgilt.

(13) Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0, so dass jede Lisung f des Anfangswert-
problems

y/ = F(*T?y)7 y(I0> = ﬂo, (4)

wobei F : S, — R™ stetig sei und einer lokalen Lipschitz-Bedingung gendige,
sowie

lyo —Goll <8, F(x,y) — Flz,y)l <3 fir alle (z,y) € Sa
gelten maogen, auf ganz I existiert und die Abschdtzung

| f(z) — f(x)H <e firalexel

erfillt.

Beweis.

(7)

Da die Menge {(x, f(z)) : « € I} C D kompakt und hat somit einen positiven
Abstand p > 0 zu der abgeschlossenen Menge R x R\ D (Ubung). Fiir a := p/2
gilt also S, C D. Weiterhin ist S, offenbar abgeschlossen und beschréinkt, also
kompakt.

Da F' einer lokalen Lipschitz-Bedingung auf D geniigt, folgt nach Lemma [2.1.12
direkt, dass F|g, einer globalen Lipschitz-Bedingung. Daher existiert die Konstante
L > 0 wie behauptet.

Seie>0.Ist f: ] — R" I CI eine Losung , so folgt nach Satz mit v =9
die Abschéitzung

1f(x) — fz)|| <& |ellemmol 4 % (elemeol — 1)} . fiir alle z € 1. (5)

Wir kénnen nun 4 so klein wéhlen, dass die rechte Seite von (5) < min{a,¢}/2 ist.
Damit gilt also (v, f(7)) € Say fiir alle z € I. Nach Satz [2.1.19| und Satz [2.1.21
ldsst sich nun aber die Losung f auf das ganze Intervall I fortsetzen und dort gilt

nach Satz ebenfalls ([5). Damit folgt die Behauptung.
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q.e.d.

Gerade in Anwendungen fasst man oft verschiedene Einflussgréfien in der Modellierung
durch Parameter zusammen. Vor diesem, aber auch, wie wir im Anschluss sehen werden,
vor eher theoretischem Hintergrund ist das folgende Korollar wichtig.

Korollar 4.1.9. SeiU C RxR"xR™ offen und H : U — R", (z,y,p) — H(x,y,p)
eine stetige Funktion, die in y einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniige, d.h. zu
jedem Punkt in U existiere eine offene Umgebung V' und ein L > 0, so dass gilt

|H(x,y,p) — H(x,g,p)|| < Llly—g| fir alle (x,y,p), (x,9,p) € V.

Weiter sei (zo,yo,p0) € U, I C R ein kompaktes Intervall mit xo € I und f: 1 —
R™ eine Losung des Anfangswertproblems

y' = H(z,y,p0), (o) = Yo

Zu jedem € > 0 existiert dann ein 0 > 0, so dass fiir alle §o, po € U mit [|yo—ol < 0
und ||po — Pol| < 0 eine Losung f des Anfangswertproblems

y/ = H(Z’, 3/,130), y(xﬂ) = gO
auf ganz I existiert und fir alle x € I die Ungleichung
If (@) = f@)|| <&

erfillt.

\. J

Beweis. Fiir a > 0 betrachten wir die Menge
To :=A{(z,y,p) € I xR" X R™ : |ly = f(x)[| + [l]p — poll < a} CR X R" x R™.

Diese Menge ist offenbar kompakt, also existiert nach demselben Argument wie im Beweis
von Satz [£.1.8] (i) ein a > 0, so dass T,, C U gilt.

Da H stetig ist existiert fiir alle 6 > 0 ein p > 0, so dass fiir alle « < p und
(z,y,p), (z,y,p0) € T, die Abschitzung

H(z,y,p) — H(x,y,po)|| <6

erfiillt ist. Die Behauptung folgt nun mit Satz (17) mit F(x,y) = H(x,y,po) und

F(z,y) = H(z,y,p).
q.e.d.

Hieraus erhalten wir folgenden Satz, den wir als Verallgemeinerung von Satz verste-
hen kénnen.
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Satz 4.1.10. Se: D C R xR offen und F' : D — R eine stetige Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung in y gentige. Weiter sei f : I — R eine Losung der
Differentialgleichung y' = F(x,y) auf einem kompakten Intervall I = [a,b].

Ist g : I — R eine beliebige stetige Abbildung mit

g(a) < f(a) und (D~ g)(x) < F(x,9(x)) fir alle z € (a,b],

so gilt
g(x) < f(z) fir alle x € 1.

.

Beweis. Fiir p > 0 sei f, die Losung des Anfangswertproblems

y =F(z,y)+p, y(a)= fla)+p.

Nach Korollarexistiert fpfiir alle hinreichend kleinen p > 0 und es gilt lim,, , f,(x) =
f(z) fiir alle x € [a,b]. Daher reicht es zu zeigen, dass fir p > 0 und = € [ stets
g9(x) < fp(z) gilt.

Sei also p > 0. Dann gilt offenbar g(a) < f,(a) nach Konstruktion. Wére dann die
behauptete Ungleichung fiir ein @ € (a,b] nicht erfiillt, so gébe es nach Lemma
ein zg € (a,b] mit g(x) < f,(x) fur alle a < x < zg, g(xo) = fp(xo) und (D~ g)(zo) >
(D~ f,)(xg). Da f, aber differenzierbar ist, folgt damit

(D7g)(x0) = (D™ fy)(wo) = f(x0) = F(x0, fo(x0)) + p = F(x0,9(x0)) + p > (D" g)(x0)

nach Voraussetzung an g. Das ist offenbar ein Widerspruch und die Behauptung folgt.
q.e.d.

Zum Abschluss dieses Abschnitts leiten wir noch eine beriihmte und wichtige Abschétzung
her, die als das Lemma von Gronwall oder Grinwall’sche Ungleichung bekannt ist.

Lemma 4.1.11 (Grénwall’sche Ungleichung). Sei I = [a,b] ein nicht-leeres,
kompaktes Interval. Weiter sei f : I — R stetig und es maégen stetige Funktionen
a:I —-Rund B:1—[0,00) existieren, so dass fir alle x € I die Abschditzung

F(@) < a(z) + / " B(6)f(H)dt

qgilt.
Dann haben wir fir x € I die Abschdtzung

f(z) < alz) + /mOZ(t)ﬁ(t)eftzﬂ(s)ds'
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Beweis. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir im Folgenden B(z) := [ 5(t)dt, was
wegen der Stetigkeit von § wohldefiniert ist. Wir betrachten dann die Funktion

F: 1R, F(x /B

F ist differenzierbar und es gilt nach Voraussetzung

F'(z) = —Bx)e P / B(E) F(H)E + B B(x) ()
— Bla)e { / B(t) } () B(x)e B,

Es folgt somit nach Definition von F

/ BBt < ") / " a(t)B(t)e POt = / " a(t)B(t)e I A gy

Da nach Voraussetzung f(z) ) < f t)dt gilt, folgt also die Behauptung.
q.e.d.

Bemerkung 4.1.12. Sind die Funktionen o, 3 konstant, gilt das entsprechende Resultat
(mit demselben Beweis) auch fiir halboffene Intervalle I = [a,b), wobei wir b = oo zulassen
konnen. Die Abschdtzung vereinfacht sich dann zu

f(I) < aeﬁ'(z—a)’

wie wir in der Ubung sehen werden.

4.2 Differenzierbare Abhiangigkeit bei autonomen Glei-
chungen

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns stets mit einer autonomen Differentialgleichung
y'=Gy), (1)

wobei G : D — R™ (D C R™ offen) eine stetige Funktion sei, die einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniige.
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Wir wissen also nach dem Satz von Picard-Lindeld 2.1.13] und dem Fortsetzungs-
satz , dass es zu jedem Anfangswert z € R" eine eindeutige Losung ®(z, z) von
gibt, welche die Anfangsbedingung y(0) = z erfiillt, und es gibt ein maximales (offe-
nes) Existenzintervall I,,,.(z), auf dem diese Losung existiert (vgl. auch die Diskussion
in Abschnitt [1.4.1)).

Im Folgenden wollen wir diesen so genannten lokalen Fluss ®(x, z) als Funktion von
zwei Variablen untersuchen. Hierzu haben wir zunéchst die folgende Aussage als Konse-
quenz des Stetigkeitsresultates Satz [4.1.8]

Satz 4.2.1. Unter den in diesem Abschnitt geltenden Voraussetzungen gilt:
Die Menge

Ug:={(z,2) e RxR" : z€ D, x € Lw(2)} CRXR"
st offen und die Funktion
O:Us; —R", (2,2)— D(z,2)

15t stetig.

Beweis. Sei (2%, 2*) € Ug. Da das maximale Existenzintervall [,,,,,(z*) offen ist, existiert
ein p > 0 mit [z* — p,2* + p|] C Lnae(2*). Auf diesem Intervall existiert also die Losung
®(x, z*). Nach Satz existiert dann ein § > 0, so dass ®(z,z) fiir alle (z,z) mit
|z — 2*|| < d und |z — x*| < p existiert. Damit ist Us wie behauptet offen.

Wir zeigen noch die Stetigkeit von ®. Sei dazu wieder (z*,2*) € Ug und ((zn, 2n))n
eine Folge in Ug mit lim, o (2y, 2,) = (2%, y*). Fiir hinreichend groBe n existiert daher
®(2*, z,) wieder wegen Satz [4.1.8] Nach der Dreiecksungleichung haben wir somit

[ (20, 20) = B2, 2°) || <[P (n, 20) — (27, 20)[| + |(27, 20) — B(27, 27)].

Sei nun K C Ug eine kompakte Umgebung von (z*, z*). Fiir hinreichend grofles n gilt
also (%, z,,), (T, 2,) € K. Da G auf K stetig ist, nimmt jede Komponente von G dort ein
Maximum M; an und es gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jede
Komponente von ®; von & gilt

Di(Tn, 2n) — Pi(2”, 2,) = qD;(& Zn)(Tn — 27) = Gi(P(&, 20)) (T — 77),

es folgt also wegen der Aquivalenz aller Normen auf R” und der Beschrinktheit von G,
dass
1P (2, 2) — (2", 2,)|| < M|xy — 2| =0, n— o0

fiir eine geeignete Konstante M gilt. Nach dem Stetigkeitssatz gilt zudem lim,, o, ®(z,, z*) =
O (x*, z*), also folgt insgesamt

O(xy, 2p) = (2%, 2%), n — oo,
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01 Ug

—44
T

Abbildung 4.3: Die Menge Ug; ist dass eingefiarbte Gebiet zwischen den zwei Hyperbeldsten

also ist @ : Us — R™ wie behauptet (folgen-)stetig.
q.e.d.

Beispiel 4.2.2. Die Differentialgleichung
y/ — y2
lasst sich elementar durch Separation der Variablen l6sen. Fiir den lokalen Fluss gilt dann

r € (—o0,1/z) , falls z>0
. fir Sz € (1/z,00) , falls 2 <0
reR , falls z = 0.

P(z,2) = 1 :

Die Menge U aus Satz ist also gegeben durch
U= {(v,2) e R* : 2z < 1}
(siehe auch Abbildung [4.3)). Auf dieser Menge ist ® offenbar stetig.

Nach Voraussetzung ist die Funktion ® : Us — R™ wie in Satz in der ersten Variable
x stetig partiell differenzierbar mit

0. P(z,2) = G(P(z, 2)).

Sei nun die Funktion G zusétzlich zu den {ibrigen Voraussetzungen in stetig differen-
zierbar und nehmen wir an (was zunéchst alles andere als klar ist!), dass ¢ geniigend oft
stetig differenzierbar ist, dass man die partiellen Ableitungen vertauschen kann.
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Ist ® = (¢1,...,¢,)" und z = (21, ..., 2,)"", so schreiben wir (unter leichtem Missbrauch
der Notation)

0.P(z,2) = (8Zj qﬁi)ij

fiir die n x n-Matrix aller partiellen Ableitungen der Komponenten von ®, gewissermafien
als partielle Jacobi-Matrix in z. Weiter bezeichne J(G) die (iibliche) Jacobi-Matrix von
G. Nach unserer Annahme iiber die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen haben
wir dann

a$(82®<x7 Z)) = az(axq)(xv Z)) = aZ(G((I)<£IZ', Z))) = J(G)((I)(:C, Z)) ) azq)<x7 Z))

wobei wir im letzen Schritt die mehrdimensionale Kettenregel verwendet haben. Wegen
®(0,z) = z und 0,z = I, ist unter unseren Annahmen als 0,®(z,z) eine Losung des
(Matrix-) Anfangswertproblems

Y' = J(G)(P(z,2))- Y, Y(0)=1I,.

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Annahme auch gerechtfertigt ist. Hierzu benotigen
wir zunédchst das folgende Lemma, das man als mehrdimensionale Version des Satzes von
Taylor (vgl. Satz verstehen kann. Im Folgenden bezeichne || - || die Euklidische
Norm auf R" bzw. auf R™" (vgl. Lemma [3.2.8).

Lemma 4.2.3. Sei U C R" offen und F : U — R™ stetig (total) differenzierbar.
Fiir eine beliebige kompakte, konvexe Teilmenge K C U FEuxistiert dann eine stetige
Funktion R : K x K — R™" so dass fir alle (x,y) € K x K

F(y) = F(z) = J(F)(z) - (y — =) + R(z,y) - (y — 2)
gilt und zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

|R(z,y)|| <e firallex,y € K mit ||z —yl|| <.

\. .

Beweis. Seien z,y € K beliebig. Da K konvex ist, gilt fiir alle ¢ € [0, 1] auch x+t(y—x) €
K. Wir konnen also die Funktion

Q:[0,1] = R", Q()=F(x+tly—x))

definieren. Diese ist sicherlich stetig differenzierbar, da dies fiir F' gilt und wir haben somit

_ / Q'(1)dt = /0 J(F)(x + ty — 7)) - (y — z)dt

R(z,y) - (y — x)

mit R(z,y) fo )(z 4 t(y — z))dt. Als Funktion auf K x K ist R nun stetig: J(F) ist
nach Voraussetzung stetlg auf K, also wegen der Kompaktheit von K gleichméfig stetig.
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Also existiert zu vorgegebenem € > 0 ein § > 0 mit ||J(F)(z) — J(F)(y)|| < e fir alle
z,y € K mit ||z —y|| < d. Definieren wir nun ||(x,y)|| := ||z||+||y|| als Norm auf R"” x R™.
Fir (z,y),(Z,9) € K mit ||(z,y) — (Z,9)|| < ¢ folgt dann auch fiir ¢ € [0, 1]

e+ iy —2) = (@ + 1y — D) = (1 =) (z = 7) + t(y = 9]
<lle=2z[ +lly =gl = lI(z,y) = (& §)ll <9,

also folgt
[J(E) (@ +t(y —2)) = J(E) @+ 1y — D) <

und damit auch
1R(z,y) — R(Z, )| < /0 [J(E)(z+ty —2)) — J(E) T+ Uy —2))[|dt <e,

also ist R stetig. )
Setzen wir nun R(z,y) := R(x,y) — J(F)(x), so haben wir nach Konstruktion

F(y) = F(z) = R(z,y) - (y —x) = J(F)(z) - (y — ) + R(z,y) - (y — x)

wie verlangt, und wegen der Stetigkeit von R und der Tatsache, dass R(z,z) = J(F)(x) —
J(F)(z) =0 fiir alle z € K gilt folgt auch die zweite Bedingung.
q.e.d.

Hiermit kénnen wir nun zeigen, dass die Annahmen, die wir in der Diskussion von Lem-
ma getroffen haben, tatsdchlich gerechtfertigt sind.

Satz 4.2.4. Es gelten die Bedingungen in und G sei zudem stetig differenzier-
bar. Fiir die Funktion ® : Ug — R™ wie in Satz[4.2.1] existiert dann die partielle
Ableitung 0,® und diese ist auf Ug stetig. Fiir festes z ist diese Ableitung gleich der
Lésung B(z,z) des (Matrix-)Anfangswertproblems

Y = J(G)(®(z,2)) Y, Y(0)=I,.

Insbesondere ist ® auf Ug stetig differenzierbar.

. J

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass nach fast wortlich demselben Beweis wie fiir Lem-
ma die Ungleichung

A= vl < [[A] - flof] (2)

fiir alle A € R™"™ und v € R” gilt.
Sei nun € > 0 und (z,z2) € Ug und K C Ug eine kompakte Umgebung von (z, z).
Seien dann R : K x K — R™ " wie in Lemma und 0 > 0 so, dass ||R(x,y)|| < e fiir
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alle z,y € K mit ||z — y|| < ¢ gilt. Weiter sei h € R" so, dass (z,z 4+ h) € K gilt. Dann
gelten nach Lemma die Integralgleichungen

O(z,2) =2+ /m G(P(t, z))dt
und N
O(z,z+h)=2z+h+ / G(®(t, z + h))dt.

Fiir z > 0 ergibt sich hieraus aus der Dreiecksungleichung die Abschéitzung
[9(a. 2+ 1) = 8,2 < [l + [ 1G(@(=+ b)) = G(®(t. )

Analog behandelt man den Fall x < 0. Im Folgenden betrachten wir stets nur z > 0.

Sei nun V' C D eine offene Umgebung der Menge {®(¢,2) : 0 <t < x} dergestalt, dass
der Abschluss V von V kompakt und in D enthalten ist. Eine solche Umgebung existiert
nach Satz [£.1.8] Wieder nach Satz existiert dann fiir hinreichend kleines h € R",
wobei wir ohne Einschrinkung ||h|| < 6 annehmen konnen, dass ®(x, z + h) existiert und
die Menge {®(t,z+h) : 0 <t <z} in V enthalten ist. Da G einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniigt, existiert eine Lipschitz-Konstante L > 0 auf der kompakten Menge V'
(vgl. Lemma (7)). Hieraus ergibt sich nun die Abschitzung

(2, 2+ h) — (z, 2)[| <[] + L/ (2, 2 + h) — (¢, 2) | dt.
0

Nach der Gronwall’schen Ungleichung Lemma {4.1.11] (vgl. auch Bemerkung 4.1.12)) gilt
demnach die Abschiatzung

1®(2, 2+ h) = B(x, 2)]| < [|hlle". (3)

Sei nun B(z, z) die Losung des Matrix-Anfangswertproblems im Satz. Dann folgt wie-
der aus Lemma die Identitét

B(z,z)-h=h+ /I J(G)(®(x,2))B(t, z) - hdt.
0
Wieder aus der Dreiecksungleichung folgt damit fiir ||A|| hinreichend klein
(2, z + h) = (x, ,2) - b
/ |G(®(t,z + h)) — G(P(t, 2)) — J(G)(P(t, 2)) - B(t, z) - h|dt.
Verwenden wir nun Lemma und erneut die Dreiecksungleichung ergibt sich
|®(x, 2+ h) — P(z,2) — B(z,2) - h

x
</
0

J(G)(D(t, 2)) - (CI)(t, 24 h) — B(t,2) — B(t, 2) ) H at

)
0

R(d)(t, 2), 0t 2 + h)) - ((I)(t, 24 h)— Bt z)) H dt.
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Wegen lasst sich dies weiter nach oben abschétzen durch
| 15@ @I (9482 + 1) = Bt 2) = Bl 2) - hl
+ [ IR@E ), 02+ W) 02+ ) = 00, 2) .
0

Nun ist die Abbildung y — || J(G)(y)|| nach Voraussetzung stetig, ist also auf der kom-
pakten Menge V' durch ein M > 0 beschrénkt, so dass gilt

/Ox [J(G)(@(L, 2)|| - [[2(t, = + h) — @(t, 2) — B(L, 2) - h|dt
gM/ﬁ@@z+m—¢@@—B@@-wa.u)

Wegen der Stetigkeit von ® und Lemma {4.2.3| gibt es nun zu € > 0 ein 0 < 6* < ) mit
[R(®(t,2), @(t, 2+ h))|| <&, 0<t<uz

fiir alle ||h|| < §*. Mit (3) haben wir somit
/0 IR(®(t, 2), B(t, =+ B))| - [(®(t, = + h) — B(t, 2))dt
<e / 1(@(t, = + h) — (1, 2)) |t
0

X 1 -
<elhl] [ etdr = lbl 7 (e - 1)
0
<<Ch|

fiir eine von h unabhéingige Konstante C'. Aus und erhalten wir also fiir ||h|| <
insgesamt

[|®(z, 2+ h) — ®(x,2) — B(z,z) - b
gdwm+M/ﬁ@@z+m—@@@—3@@-wa,
0

also haben wir, wieder nach der Gronwall’schen Ungleichung Lemma 4.1.11| (vgl. auch
Bemerkung [4.1.12))
|®(z, 2+ h) — (z, 2) — B(w, 2) - hl| < eCeM® - |[n]| = C*|n]

fiir eine von h unabhéngig Konstante C*.
Fiir h — 0 folgt damit also die Behauptung.
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Bemerkung 4.2.5. Nach diesem doch recht aufwendigen Beweis fiir die einfache Diffe-
renzierbarkeit von ® unter den gegebenen Voraussetzungen sei angemerkt, dass man im
Wesentlichen mittels vollstindiger Induktion zeigen kann, dass wenn in Satz die
Funktion G r-mal stetig differenzierbar ist, dies auch fir die Funktion ® gilt. Wir ver-
zichten hier jedoch auf die Details.

4.3 Der Begradigungssatz

Als Anwendung desd Abhéngigkeitssatzes Satz wollen wir noch Transformationen
autonomer Differentialgleichungen untersuchen.

Definition 4.3.1. Seien D C R", E CR™ und G : D — R" bzw. H : £ — R™
stetig differenzierbare Funktionen. Weiter sei ) # U C R" offen und ¥ : U —
E eine beliebige Abbildung. Wir nennen ¥ l6sungserhaltend von y' = G(y) in
z/ = H(z), falls fiir jede Losung f der Differentialgleichung 3’ = G(y) die Funktion
x +— U(f(x)) fiir z in einem geeigneten Intervall eine Losung von 2/ = H(z) ist.

Fiir gutartige Abbildungen W ldsst sich mit dem folgenden Lemma leicht untersuchen,
ob sie fiir ein gegebenes Paar autonomer Differentialgleichungen 16sungserhaltend sind
oder nicht.

Lemma 4.3.2. Die Bezeichnungen seien wie in Definition [{.5.1], wobei wir zusdtz-
lich annehmen, dass V stetig differenzierbar sei. Dann ist ¥ genau dann l0sungs-
erhaltend von y' = G(y) in 2’ = H(z), wenn fir alle y € U die Identitit

qgilt.

Beweis. Sei yy € U beliebig und f(z) eine Losung des Anfangswertproblems

y' =G(y), y(0)=yo.
Ist U : U — FE losungserhaltend, so gilt fiir geeignete x

H(W(f(x))) = %‘If(f(w)) = JW)(f (@) f'(z) = J(U)(f(2))G(f(x)),

also insbesondere fiir x = 0

H(¥(yo)) = J(¥)(40)G(0)

wie behauptet.
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Gelte umgekehrt die behauptete Identitét, so zeigt dieselbe Rechnung fiir eine Losung
fvony' = G(y)
d
1 L (@) = J(O)(f(2)G(f(2)) = H(T(f(2)),

also ist W(f(x)) eine Losung von 2’ = H(z) und ¥ somit lésungserhaltend.
q.e.d.

Beispiel 4.3.3. Es sei eine Differentialgleichung ¢’ = G(y) auf einer Menge D C R™ mit
stetig differenzierbarem G gegeben. Sei U C R" offen und ¥ : U — D stetig differenzier-
bar, so dass J(¥)(y) fiir alle y € U invertierbar ist. ¥ ist also eine Koordinatentransfor-
mation. Sei dann

G*:U =Ry J(U)(y) 'G(T(y)).

Dann ist ¥ wegen Lemma nach Konstruktion lésungserhaltend von y' = G*(y) in

Yy = G(y).
Sei konkreter etwa

D={y=(y,p)"cR® :ri<\/y+13<r}, 0<r <ry<oo

ein Kreisring und G = (G1(y1, y2), Ga2(y1, y2)) stetig differenzierbar. Dann kénnen wir die
Differentialgleichung

Y =Gy
in Polarkoordinaten ausdriicken: Sei U := {(r, )" € R* : r; <r < ry} und

VU SR, (@) - (;j ggjggg) |
Dann ist offenbar U(U) = D und es gilt
W= (5 o)

Wegen det J(V)(r, ) = r # 0 ist diese Matrix auf U invertierbar und wir erhalten die
Differentialgleichung

) B v o)1 [(Gilreos(p), 7sin(p))
G(r,¢) = J(O)(r ) (GQ(T cos(go),rsin(gp)))
_ 1 (r cos(p) rsin(w)) . (Gl(r cos(go),rsin(go)))
r \—sin(p) cos(p) Go(rcos(p), rsin(p)) )

Mit einer solchen Transformation lassen sich manchmal Gleichungen vereinfachen (Ubung).

Wir kommen nun zur angekiindigten Anwendung des Satzes iiber die differenzierbare
Abhingigkeit [£.2.4] Grob gesagt werden wir zeigen, dass autonome Gleichungen sich in
der Néahe nicht-stationdrer Punkte im Wesentlichen immer gleich verhalten.
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Satz 4.3.4 (Begradigungssatz). Sei D C R" und G : D — R" stetig diffe-
renzierbar. Weiter sei yo € D kein stationdrer Punkt der Differentialgleichung
y' = G(y), also gelte G(yo) # 0. Dann gibt es offene Umgebungen U,V C D wvon y
und eine stetig differenzierbare, invertierbare Abbildung ¥ : U — V', die Losungs-
erhaltend ist von

Beweis. Wir konnen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass yy = 0 und

G(yo) = (1,0,...,0)" gilt, ansonsten fithren wir eine geeignete Koordinatentransformation
durch (Ubung).

Wir definieren nun fiir y = (y1, y2, ..., yn)" € D (vgl. Satz 4.2.1)

U (y) = (y1, (0, yo, ---ayn)tr)-

Nach Satze 4.2.1] and 4.2.4]ist ¥ in einer Umgebung von 0 wohldefiniert und stetig diffe-
renzierbar. Bezeichnen wir die Komponenten von ¥ mit ¢, ..., ¥, so finden wir

1

J(¥)(y) - 0 =0,V = 0y, (y1, (0,92, -, 9n)") = G(D(y1, (0, 92, -, 9a)") = G(¥(y))-
0

Nach Lemma ist ¥ somit 16sungserhaltend von

wie behauptet.
Wir zeigen nun noch, dass ¥ invertierbar ist. Es gilt

die erste Spalte von J(V)(0). Wegen

‘;[I(<Oa Ya, .-, yn)tr) = CD(Oa (Oa Ya, .-, yn)tr) = (07 Yo, '--7yn)tr
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folgt fiir 4,7 > 2 0,,9:(0) = 05, das Kronecker-delta. Wir haben somit

1 x ... x

0 1 0
Jwo = |,

0 0 1

Diese Matrix ist offenbar invertierbar, also folgt mit dem Satz {iber die Umkehrfunktion
aus der Analysis-Vorlesung, dass ¥ in einer Umgebung von 0 invertierbar ist.
q.e.d.

Nach Satz ist es nur von Interesse, das lokale Verhalten autonomer Gleichungen in
der Nédhe von stationdren Punkten zu untersuchen. Dies wird der Inhalt des folgenden
Kapitels sein.
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Kapitel 5

Autonome Systeme

in diesem Kapitel untersuchen wir wiederum autonome Differentialgleichungssysteme

y = G(y),

fiir eine stetige Funktion G : D — R™ auf einer offenen Menge D C R", die zuséitzlich
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniige. Die (eindeutige) Losung, die zusétzlich die
Anfangsbedingung y(0) = z € R™ erfiillt, bezeichnen wir wieder mit ®(z, z) auf ihrem
maximalen Existenzintervall I,,,,,(2).

Oftmals ist es nicht oder nur schwer mdoglich, eine exakte Losung eines solchen Systems
explizit anzugeben. Oftmals wird man daher das System durch ein lineares Differential-
gleichungssystem anndhern und von dort auf das (lokale) Verhalten von Losungen des
urspriinglichen Systems schlieffen, besonders in der Nihe stationdrer Punkte (siehe Defi-
nition [1.4.3] (444)).

Als Anwendung wollen wir uns zudem ein wichtiges Modell aus der Populationsdyna-
mik genauer ansehen.

5.1 Linearisierung und Stabilitat

5.1.1 Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten

Definition 5.1.1. Sei D C R” offen und G : D — R" stetig. Weiter sei 2y € D ein
Gleichgewichtspunkt der Differentialgleichung

y = G(y)

und G sei in einer Umgebung von 2z, differenzierbar. Dann nennen wir das Differen-
tialgleichungssystem

y' = J(G)(20)y,

wobei J(G)(z) die Jacobi-Matrix von G im Punkt zy bezeichne, die Linearisie-
rung des Systems y' = G(y) in 2.

143
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Bemerkung 5.1.2. Fir das System y' = G(y) wie in Definition sei fo : R — R”
eine Lisung des linearisierten Systems. Dann erfillt die Funktion f : z w— zo+ fo(x)
einersets

f'(w) = folw) = J(G)(z0) - folz)

und andererseits in einer kompakten Umgebung von zo nach Lemma[{.2.5

G(f(x)) = G20 + fo()) = G(z0) + J(G)(20) - folx) + Rz + fo(x), fo()) fo(x)
= J(G)(20) - fo(x) + R(20 + fo(z), fo()) folz),

wobei R(zy+ fo(x), z0) fir fo(x) — 0 gegen 0 konvergiert. Ist die linearisierte Losung also
klein, so liefert f eine Naherungslosung fir die urspringliche Differentialgleichung.

Ist die Funktion G zweimal stetig differenzierbar, so kann man den ,Linearisierungs-
fehler“nach demselben Prinzip noch genauer quantifizieren.

Wihlt man fiir ein autonome Gleichung als Anfangswert einen stationidren Punkt, so ist
die Losung konstant. Man spricht auch von einer Gleichgewichtslosung. Es ist haufig von
Interesse, ob solche Gleichgewichtslosungen stabil sind, ob also leichte Abweichungen vom
Gleichgewicht trotzdem zu einer Losung fithren, die nahe am Gleichgewicht bleibt.

Definition 5.1.3. Sei zj ein stationdrer Punkt einer Differentialgleichung
y' =Gl(y), (1)
wobei G : D — R" stetig sei und einer lokalen Lipschitzbedingung geniige.

(1) Der stationdre Punkt zg heifit stabil, falls zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert,
so dass fiir jedes z € D mit ||z — 2] <9

|P(x, 2) — 20| < €
fir alle € I,,4.(2) gilt. Anderenfalls heifit z; instabil.

(7i) Der Punkt zy heift asymptotisch stabil, falls z stabil ist und ein p > 0
existiert, so dass fiir alle z € D mit ||z — z|| < p

lim ®(z,2) = 2
T—00

gilt.

(77i) Ein stationdrer Punkt zp, der nicht asymptotisch stabil ist, heift neutral
stabil.

Bemerkung 5.1.4. Ist z ein stabiler stationdrer Punkt von y' = G(y), so liegt fir ||z —
2o|| hinreichend klein der Wert ®(x, z) fir alle x € Ina.(2) in einer kompakten Menge,
B.(z). Nach Satzfolgt somit L. (2) =R, ®(x, 2) ist also fir alle x € R definiert.
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Beispiel 5.1.5. Betrachten wir das System

v\ _( C-wn ) _ 4
(Z/é) ((1 + 41— 4o)s (v1,92).
Die erste Komponente der rechten Seits wird genau dann 0, wenn y, = 2 oder y; = 0 gilt.
Ist yo = 2, so erzwingt die zweite Komponente y; = 1. Ist y; = 0, so verschwindet die

zweite Komponente fiir yo € {0, 1}, wir haben also insgesamt drei Gleichgewichtspunkte,
(0,0)', (0,1)*, und (1,2)".

Es gilt
2= Y
J(G =
@ = (20 ")

also haben wir die folgenden Linearisierungen in den Gleichgewichtspunkten:

e in (0,0)":
, (20
Yy = 0 1 Y,
e in (0,1)":
, (10
Yy = 1 _1 )
e in (1,2)":

, (0 —1
¥y = <2 —2) Y.

Die Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten lédsst sich oft sehr anschaulisch aus dem
Vektorfeld der Differentialgleichung ablesen: Man berechnet in moglichst vielen Punkten
(y1,y2) den Wert v = G(y1,y2) und représentiert diesen Vektor (bzw. oft seine normali-
sierte Form v/||v||) durch einen Pfeil in die entsprechende Richtung. In unserem Beispiel
sieht das zugehorige Vektorfeld wie folgt aus: Augenscheinlich streben die Losungen in der
Néhe von (0,0)" von diesem Punkt weg, was nahelegt, dass dieser Gleichgewichtspunkt
instabil ist. In der Nidhe von (1,2)" streben die Losungen fiir y; = 0 auf den Gleich-
gewichtspunkt zu, ansonsten jedoch von ihm weg, was wiederum die Instabilitdt dieses
Gleichgewichtspunktes nahelegt. Losungen in der Ndhe des Gleichgewichtspunktes (1,2)
streben alle augenscheinlich in einem Strudel auf diesen Punkt zu, dieser Gleichgewichts-
punkt scheint also asymptotisch stabil zu sein.

Aus der Ubung wissen wir, dass die Losungen eines homogenen linearen Differential-

gleichungssystems
y = Ay, AeC"

asymptotisch stabil sind, also fiir x — oo gegen den einzigen Gleichgewichtspunkt y = 0
konvergieren, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben, und instabil sind (also
i.A. unbeschrénkt sind), sobald ein Eigenwert A von A mit positivem Realteil existiert oder
mit Realteil 0 und geometrischer Vielfachheit (Dimension des Eigenraumes), die kleiner ist
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als die algebraische Vielfachheit (Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Po-
lynoms x4). Untersuchen wir darauthin die Linearisierungen unseres autonomen Systems
in den Gleichgewichtspunkten.

e in (0,0)": Die Koeffizientenmatrix ist eine Diagonalmatrix, wir kénnen die Eigen-
werte, 1 und 2, also sofort ablesen. Diese sind beide positiv, die Lésung der Linea-
risierung ist also fiir z — oo unbeschrinkt und somit instabil.

e in (0,1)": Hier konnen wir wieder die Eigenwerte, 1 und —1, direkt ablesen. Da es
einen positiven Eigenwert gibt, ist die Losung der Linearisierung auch hier instabil.
In Richtung des Eigenvektors zu —1, also (0,1)", konvergiert die Lésung allerdings
gegen 0, also auf die Gleichgewichtslosung zu.

e in (1,2)": Die Koeffizientenmatrix der Linearisierung hat das charakteristische Po-
lynom X?2+2X +2, also die Eigenwerte —14=i. Diese haben beide negativen Realteil,
die Losung hier ist also stabil.

Im obigen Beispiel haben wir gesehen, dass das Stabilitdtsverhalten von Gleichgewichts-
punkten zumindest dhnlich zu sein scheint wie das Stabilitdtsverhalten der Losungen der
zugehorigen Linearisierung. Dies ist in der Tat (mit leichten Einschrénkungen) ein allge-
meines Phénomen, wie wir bald sehen werden (vgl. Satz . Zuvor bendtigen wir noch
etwas algebraische Vorbereitung.

5.1.2 Eine reelle Version der Jordan-Normalform

Im Folgenden benétigen wir eine leichte Abwandlung der Jordan-Normalform einer reellen
Matrix A € R™*™.
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Da A reelle Eintrige besitzt, kommen Eigenwerte und (verallgemeinerte) Eigenvekto-
ren stets in komplex konjugierten Paaren vor, sofern sie nicht reell sind. Fiir ein solches
Paar p,pm, wobei wir p = o + fi mit a,3 € R schreiben, betrachten wir die jeweils
zugehorigen Jordan-Blocke in der Jordan-Normalform von A. Hat der betrachtete Jor-
danblock die Groflie m, so korrespondiert hierzu ein Hauptvektor v,, vom Grad m, also
vm € Kern((A — pul,)™) \ Kern((A — pl,)™ ') und eine Basis

B,={v=(A- pL) ™ o, vy = (A — pL)™ 20, oy U1 = (A — w1l ) Uy U
des zugehorigen Hauptraumes H,, < C". Entsprechend haben wir eine Basis
B = {1 = (A = 0L)"™ 0, U3 = (A = L) *Orp, o, U1 = (A = 1)U, U}

fir den Hauptraum Hy zum komplex konjugierten Eigenwert 2. Nach Konstruktion gilt
dann fiir kK =2,....m

Avy = v+ pvr, und At =T + o, und  Avp = py. (2)

Beziiglich dieser Basis B,, ist die die Matrix der von A auf H, induzierten lineare Abbil-
dung also genau der iibliche Jordan-Block J,,, (). Betrachten wir nun die Basis

1 1
B,z = {Re(m) = 5(?11 + 1), Im(v;) = Z(Ul — 1), s

Re(up,) = %(vm T, T (vp,) = — (v — m)} (3)

21

der Summe H,; = H, ® Hy der beiden Hauptrdume H,, H;. Wir erhalten dann fiir
k=2,..,m aus

1
ARe(vg) = 3 (vg—1 + pog, + U1 + k) = Re(vg_1) + @ Re(vg) — S Im(vy)

und
Alm(vg) = % (Vg1 + po, — Tp—1 — [vg) = Im(vg_1) + B Re(vg) + aIm(vy),
sowie
ARe(vp) = % (pvy + @oy) = aRe(vy) — B Im(vy)
und

Alm(vy) = % (pvy — moy) = BRe(v1) + aIm(vy).
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Die Abbildungsmatrix der von A auf dem Teilraum H,; = H, ® Hy induzierten linearen
Abbildung beziiglich der Basis B, ; ist daher eine Blockmatrix von der Form

a 1 0 ... ... 0
-3 a 0 1 :
0 a g 1 0
. =B a 0 1
1 0
0 1
g
0 ... ... 0 -8 «
Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun leicht folgendes zeigen.
Lemma 5.1.6. Sei A € R™" und e € R beliebig. Die reellen Eigenwerte von A sei-
en A, ..., \r, die (echt) komplexen seien iy, i, ..., s, fis mit Wiederholungen gemdfs
der geometrischen Vielfachheit der Eigenwerte, wobei wir Im(p;) > 0 annehmen.
Wir setzen a; = Re(p;) und B; = Im(p;). Dann existiert eine Matriz T € GL,(R),
so dass
TAT = B = diag(JS) (M), ... 1D (), KO (1), .., K ()
gilt, wobei
A 0 0
A€
JE(N) = 0
€
0 . 0 A
und
a pf € 0 0
-8 a 0 ¢
0 a B e 0
-6 a 0 €
K\ (p) =
e 0
0 ¢
a B
0 0 -8 «
mit Re(p) = o, Im(p) = B.
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Beweis. Fiir ¢ = 1 folgt die Behauptung direkt aus den Voriiberlegungen, wenn man
beachtet, dass fiir einen reellen Eigenwert A der Hauptraum H), eine reelle Basis der Form
B, wie in ([2) besitzt.

Modifiziert man nun die Konstruktion aus der Voriiberlegung leicht, indem man statt
der Vektoren vy in der Basis By, (bzw. B,,) aus (2) die Vektoren e*~'v; betrachtet, so
erhdlt man aus den Spalten dieser modifizierten Basen, wobei man fiir die komplexen
Eigenwerte y1; analog die Basis B, - aus konstruiert, eine reelle, invertierbare Matrix
T, die das Gewtinschte liefert.

q.e.d.

Beispiel 5.1.7. Betrachte die Matrix

0 4 2 -1 -1 —1

2 9 1 -4 3 -1
o o -1 0 o0 o0 o6
A=_78 o _4 5 _1|E®™

1 =2 0 1 1 0

1 0 0 3 -2 1

Mit dem iiblichen Verfahren zur Berechnung der Jordan-Normalform findet man etwa die
Matrix

1 0 1 1—4i 1 1+

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0

S=110 1 0o 1 o |€6O
o0 0 -1 0 -1
2 1 1—d 14i 144 1—i
fiir die gilt
—1 1 0
0 -1
laa._ 2447 1
545 = 0 241 ’
2—i 1

0 0 2—3

die also A in die iibliche Jordan-Normalform transformiert.
Sei nun ¢ = 2. Multiplizieren wir dann jeweils die 2., 4. und 6. Spalte von S mit 2,
erhalten wir die Matrix

1 0 1 2-2 1 242
0 0 1 2 1 9
0 2 0 0 0 0

2= g 4 0 1 o | €GL(©
00 0 -2 0 -2
2 2 1—i 242 1+4i 2—2
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und damit die modifizierte (komplexe) Jordan-Normalform mit 2 auf der Nebendiagona-
len,

Wie in den Voriiberlegungen zu Lemma beschrieben ersetzen wir nun in der modi-
fizierten Matrix die 3. Spalte durch ihren Realteil, die 4. durch den Imaginérteil der 3.,
sowie die 5. durch den Realteil der urspriinglichen 4., und die 6. durch deren Imaginérteil
und erhalten so die Matrix

1 01 0 2 =2
0O 01 0 2 0
0O 2 0 0 0 0
T = 101 0 0 0 € GLg(R).
O 00 0 -2 0
2 21 1 2 2

Diese Matrix erfiillt dann wie gewiinscht

|
—_
(]
=)

T TAT =

Wir betrachten nun noch ein zu der Basis aus Lemma gehoriges Skalarprodukt auf
R"™.



KAPITEL 5. AUTONOME SYSTEME 151

Lemma 5.1.8. Sei A € R™™ mit (komplexen) Eigenwerten Ay, ..., \, (mit Wie-
derholungen gemdf ihrer algebraischen Vielfachheit). Weiter nehme Re(\;) genau
m verschiedene Werte oy, ..., oy, an, so dass gilt

a1 = Re()\l) = .. = Re(/\jl) >
Qg = Re()\j1+1) = ...= Re(/\j2> >
Oy = Re()\jm71+1) = o000 = Re(/\n)

Sei fiir k =1,...,m, in der Notation von ,

@ Hy,

Re()\j):ak

die Summe der entsprechenden Hauptriume und sei m : R" — Vi die zugehorige
Projektion auf den Teilraum V. Weiter seie > 0, so wie T € GL,(R) und B € R™"
wie in Lemma [5. 1.0,

Dann gilt:
(1) Die Abbildung
(YR xR = R, (v,w) =" (TT")™?
definiert ein positiv definites Skalarprodukt auf R™.

(13) Fiir alle v,w € R™ gilt

= Z<7Tk v

k=1

(i43) Fir alle v e R™ gilt

Z ag — e){m(v), m(v)) < (v, Av) Z ag, + ) (m(v), mE(v)).
k=1 k=1

Beweis.
(1) Die Abbildung (,-) ist offenbar bilinear und symmetrisch. Weiter gilt fiir v € R"
(v,0) = 0" (TT") v = (T~0)"(T™10) = [|T~ 10|,

wenn || - || die iiblich Euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Damit verschwindet (v, v)
genau dann, wenn 7 'v = 0 gilt, also, da T~! invertierbar ist, genau dann, wenn
v =0 gilt.
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(i)

(iid)

Fir v € R haben wir v = ) ;" | m(v), also gilt

m

(v,w) = Y (mi(v), me(w)).

k,0=1

Es reicht also zu zeigen, dass fiir k£ # ¢ und (m(v), m(w)) = 0 gilt. Es gilt wieder
(e (), mp(w)) = (T )" (T rpw).

Nach Konstruktion von 7" bilden nun die Spalten von T' (ggf. nach Umsortierung)
eine Basis von R", die die Zerlegung R" = Vi & ... @ Vj, respektiert, d.h. die ersten
dim V; Spalten von T bilden eine Basis von V;, die ndchsten dim V5, Spalten bilden
eine Basis von V; und so fort. Die bedeutet aber, dass die Vektoren T 'y (v) und
T~ 1m(w) beziiglich des Standardskalarproduktes orthogonal zueinander sind, also
folgt die Behauptung.

Es gilt
(v, Av) = (T~ )" (BT 'v).

Verwendet man nun die Zerlegung v = 3 ;" | m;(v) zusammen mit der Beobachtung,
dass wegen der Blockstruktur von B BT~ !7;(v) wieder orthogonal auf allen Riumen
TV,  # k, steht, ergibt sich wie in (i¢) die Beziechung

(T ' (V)" (T T BT i (v))

Z Aﬂ'k >

k=1

hE

(T~ m(0))" (BT (v) =

NE

(v, Av) =

b
Il

1

B
Il

1

Es reicht also, die Behauptung auf den einzelnen Blocken von B zu zeigen. Definieren
wir nun den Shiftoperator

n Y2
o:RY— R4, y,2 > :
: Ya
Yd 0

Dann gilt beziiglich des Standardskalarprodukts bzw. der iiblichen Fuklidischen
Norm nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

lo@)l < llyll und  Jy"(e@)] <yl - el < lyl* (4)

Fiir v € H), fiir einen reellen Eigenwert A von A (man beachte Hy < V} fiir ein k),
gilt dann mit w = T~1v

w' T (Nw = w'" (Aw + eo(w)) = Mw||® + e(w' o (w)).
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Mit folgt somit

(A =g)llw]* < w" P Nw < (A+e)fw].

Mit einer analogen Rechnung findet man dasselbe Resultat auch fiir komplexe Ei-
genwerte.

Insgesamt folgt somit

(o = )T m()I* < (T m(v)" (BT mi(v)) < (o + )| T ™ me(w)]?

und damit die Behauptung.

q.e.d.

5.1.3 Der Stabilitatssatz

Wir haben nun alle Vorbereitungen erledigt um den Stabilitédtssatz zu formulieren und zu
beweisen.

Satz 5.1.9 (Stabilitdtssatz). Sei D C R™ offen und G : R" — R" zweimal stetig

differenzierbar. Weiter sei zy ein stationdrer Punkt der autonomen Differentialglei-
chung

Y =Gy
und wir setzen A 1= J(G)(z) € R"*".

(1) Gilt Re(\) < 0 fiir jeden Eigenwert A von A, so ist der Punkt zy asymptotisch
stabil.

(77) Gibt es mindestens einen Figenwert A von A mit Re(\) > 0, so ist zo instabil.

Beweis.

(1) Gilt Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A von A, so setzen wir
1 :
€= max{Re(A) : A\ Eigenwert von A}.

Weiter bezeichne zu diesem ¢ (-, -) das Skalarprodukt aus Lemma [5.1.8|

Im Folgenden verwenden wir die Notation f = O(h) fir reellwertige Funktionen,
wenn |f| < C - |h] fiir eine konstante C' > 0 (und hinreichend groe z) gilt.
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Sei nun f : I — R" eine Losung von ¢y’ = G(y) und setze g(z) = f(z) — 2o. Dann
gilt

z), f'(x)) = 2(g(x), G(9(z) + 2))
z), Ag(z) + O([lg(=)[*)

<2y —e(mlg(@), m(g(2)) + O(llg(@)]*)

fir ||g(z)|| hinreichend klein. Hierbei haben wir in der zweiten Zeile Lemma fiir
die Ableitung von G verwendet, in der dritten die Abschitzung aus Lemma [5.1.8],
und zum Schluss die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Aus Korollar [1.4.10| bzw. Satz ergibt sich hiermit direkt

(g(x), g(x)) < e (g(0), g(0)).

Da auf R™ bekanntlich alle Normen dquivalent sind, ergibt sich somit fiir die iibliche
Euklidische Norm

1£(x) = 20ll = lg(x)|| < Ce™2 =0, @ oo
Damit folgt die behauptete asymptotische Stabilitdt von zg.

Die Eigenwerte von A seien Ay, ..., A, € C und wie in Lemma setzen wir

o] = Re()\l) =..= Re()\h) >
Qg = Re()\j1+1) = ... = Re()\j2) >
am, = Re(Aj, ,+1) = ... = Re(\,)

und

Vk = @ H)\j

RE(Aj):OLk
mit den zugehorigen Projektionen 7y : R™ — V.

Nach Voraussetzung gilt dann a; > 0. Setzen wir nun

i 1( ) !
=min< — — —
€ 1 a1 — Q2 ,4041

und es bezeichne (-, -) das entsprechende Skalarprodukt aus Lemma [5.1.8, Sei nun

C={2+yeR": (y—my),y —my)) < (my),m(y))}
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ein Doppelkegel mit Spitze in zy. Fiir 29 +y € C gilt dann, da nach Lemma die
Réume V; beziiglich (-, -) paarweise orthogonal sind, also auch (y — m1(y)) L m(y),

(v, 9) = (Y = m(y),y = my) + (my), m(y)) <2(m(y), m (). ()

Sei nun ||y|| hinreichend klein, so dass zy +y € C gilt und 7' € GL,(R) und
B € R™" wie in Lemma[5.1.6] Dann ergibt sich mit Lemma und Lemma [5.1.§]
die Abschétzung

(G20 +y), m(y) — <(ZO+y)7y—7ﬁ(y)>

=(Ay, m(y)) — (Ay,y ()>+O(HyH3)

=(BT'y)"(T"'x (y)) (BT 'y)" (T~ (y — m(y)) + Oyl*)
(a1 = e)(m(y), m(y)) = (a2 +e){y — m(y),y — m(y)) + OlylI*)

vV 1V

e(m(y), m(y)) + O((mi(y), m(y))*?) z 0.

Im letzten Schritt haben wir zusétzlich und die nach Wahl von ¢ geltende
Abschitzung (o — €) — (ag + €) > € verwendet.

Man erhélt auf dhnliche Weise unter denselben Voraussetzungen

(G(z0+y),m(y)) > (a1 —e)(m(y), m(y)) + O(lyl?)
> 2e(mi(y), mi(y)) + O(mi(y), m(y))*?) > e(mly), mi(y)).

Sei nun 0 > 0 hinreichend klein und v € V; beliebig. Fiir die Losung ®(x, 2o + dv)
des Anfangswertproblems

Y =G(y), y(0)=z+ov

folgt also, da wir fiir hinreichend kleines = ®'(z, 29 + dv) = G(P(z, 29 + 0v)) =
G(zy + y) fiir geignetes kleines y € C schreiben konnen, ®(z, zg + 6v) € C' N B, (20)
tiir hinreichend kleines r > 0 und so

|®(z, 20 + dv) — 20]| > ceéat”@(o, 20 + 0v) — 20|,

wegen Lemma und Korollar also haben wir wie behauptet Instabilitit.

q.e.d.

Bemerkung 5.1.10. Man beachte, dass Satz keine Aussage fir den Fall macht,
wenn

max{Re(A\) : \ Eigenwert von A} =0
gilt. Tatsdchlich ist es in diesem Fall im Allgemeinen nicht mdglich, allein aufgrund der
Linearisierung zu entscheiden, ob ein stationdrer Punkt stabil ist oder nicht.
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Beispiel 5.1.11. Wir untersuchen das Differentialgleichungssystem

/= () = (e ) e

Fiir einen stationidren Punkt 29 = (21, 29)"" muss somit gelten:
z1=0 oder 2—2z —2z3=0
und
20=0 oder 1—z12z;=0.

Ist z1 = 0, so ist 1 — 2120 = 0 niemals erfiillt, wir erhalten so also nur den stationéren
Punkt (0,0)". Wir kénnen im Folgenden also z; # 0 annehmen. Gilt 2 — 2; — 25 = 0 und
2y = 0, ergibt sich z; = 2, also ist (2,0)" ein weiterer stationirer Punkt. Gilt 2—2; — 25 = 0
und 1 — 2129 = 0, also 2o = 1/z1, so erfiillt z; die Gleichung 2 — z; — 1/z; = 0, also folgt
z1 = 1 und somit auch zy = 1. Wir erhalten als dritten und letzten stationdren Punkt
also den Punkt (1,1).

Wir berechnen direkt

se = (PR T ).

—Y3 1 —2y190
Wir erhalten also folgende Linearisierungen:

e In (0,0)": Hier erhalten wir

A= J(G)(0,0) = (3 ?) .

Die Eigenwerte von A sind sofort abzulesen und beide positiv, also sagt uns Satz[5.1.9|
dass dieser stationiire Punkt instabil ist (vgl. auch Abbildung

e In (2,0)": Wir haben
-2 =2
A:J(G)(Z,O):(O 1).

Da A eine Dreiecksmatrix ist, konnen wir wieder die Eigenwerte sofort ablesen und
wir sehen, dass es einen positiven Eigenwert gibt, auch dieser stationdre Punkt
instabil ist.

e In (1,1): Die Linearisierung ist hier gegeben durch

A= J(@)(1,1) = (j j) |

Man sieht ohne grofle Schwierigkeiten, dass die Eigenwerte von A gegeben sind durch
0 und —2. In diesem Fall macht Satz keine Aussage iiber das Stabilitéatsver-
halten dieses Punktes. Das Vektorfeld in Abbildung legt allerdings nahe, dass
dieser stationdre Punkt ebenfalls instabil ist.
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5.1. LINEARISIERUNG UND STABILITAT

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass die Linearisierung einer autonomen Differentialglei-
chung prinzipiell nicht in der Lage sein kann, eine allgemeine Aussage iiber die Stabilitét
von Gleichgewichtspunkten im Fall max{Re()) : A Eigenwert von A} = 0 zu treffen.

Beispiel 5.1.12. (i) Wir betrachten die Gleichung eines mathematischen Pendels (vgl.

(i7)

Beispiel [1.2.7)) fiir den Fall g = ¢,
0 + sinf = 0.

Diese ist nach dem Reduktionssatz dquivalent zu dem autonomen Differentialglei-

chungssystem
yll _ Y2 e
(yé) <— Sin(y1)> ).

Offenbar sind (0,0)" und (7, 0)"" stationire Punkte der Gleichung. Stellt man sich
den Faden als masselosen starren Stab vor, korrespondiert der erste dieser Punkte
offenbar zur Ruhelage des Pendels (es héngt senkrecht herunter), der zweite be-
schreibt die Situation, in der das Pendel senkrecht iiber dem Aufhdngungspunkt
steht. Aus der Anschauung ist einleuchtend, dass der erste stationdre Punkt stabil,
der zweite jedoch instabil ist.

Die zugehorigen Linearisierungen sind

A= J(G)0,0) = <_01 é) baw. A= J(G)(r,0) = ((1) (1)> .

Im zweite Fall haben wir offenbar die Eigenwerte £1, also sagt uns hier der Stabi-
litatssatz [5.1.9, dass dieser Gleichgewichtspunkt in der Tat instabil ist.

Im ersten Fall macht der Stabilitéitssatz jedoch keine Aussage, man kann jedoch
strikt beweisen, dass dieser Gleichgewichtspunkt wie erwartet stabil (aber nicht
asymptotisch stabil) ist.

Betrachten wir nun das modifizierte System

(z@ B (—y%yz g2sin(y1)) = H(y).

Wie man leicht nachrechnet, hat dieses System in (0,0)" dieselbe Linearisierung
wie das Pendelsystem, aber hier ist —wie man zeigen kann— der stationdre Punkt,
anders als zuvor, asymptotisch stabil.

Fiir die Differentialgleichung

y =ay+ By’
erhélt man die Linearisierung v’ = ay im stationdren Punkt y = 0. Aus dem Sta-
bilitdtssatz erhalten wir, dass dieser stationidre Punkt fiir o < 0 asymptotisch
stabil und fiir o > 0 instabil ist. Fiir & = 0 macht Satz keine Aussage und es
gilt, dass der stationédre Punkt fiir < 0 asymptotisch stabil, fiir 5 > 0 aber instabil
ist (Ubung), obwohl die Linearisierung in beiden Fillen identisch ist.
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5.1.4 Lyapunov-Funktionen

Es gibt robustere Kriterien zur Untersuchung der Stabilitdt stationdrer Punkte. Zum
Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch ein robusteres Kriterium kennenlernen, das
oft angewandt werden kann, wenn die Linearisierung nicht ausreicht. Dazu benétigen wir
zunéchst einen neuen Begriff.

Definition 5.1.13. Sei zj ein stationdrer Punkt der Differentialgleichung /' = G(y)
fiir eine stetige Funktion G : D — R™ (D C R"), die lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniige. und sei U C D eine Umgebung von zy. Eine differenzierbare Funktion
Z : U — R heifit eine Lyapunov-Funktion fiir G im stationdren Punkt zg, falls
gilt:

2. ZL(y) >0 firalley e U\ {2}

3. i”(y) = limy 0 £ [L(y + hG(y)) — L(y)] < 0 fir alle y € U.

Bemerkung 5.1.14. (i) Den Ausdruck £ in Definition |5.1.15 nennt man auch die
Ableitung von £ entlang des Vektorfeldes G.

(ii) Aus der iblichen mehrdimensionalen Kettenregel folgt, dass
Z = J(ZL)y)-Gy)

qgilt.

Der folgende Satz zeigt, dass man Lyapunov-Funktionen verwenden kann, um die
Stabilitat von stationdren Punkten zu untersuchen.

7~

Satz 5.1.15. Sei zq ein stationdrer Punkt der Differentialgleichung y' = G(y), wo-
bei wieder G : D — R™ auf D C R" lokal Lipschitz-stetig sei. Weiter set U C D
eine Umgebung von zy und £ : U — R eine Lyapunov-Funktion fir die Differenti-
algleichung y' = G(y). Dann gilt Folgendes.

(1) Der stationdre Punkt zy ist stabil.

(17) Gilt zusdtzlich :f(y) S 0 fir alley € U\ {20}, so ist zy asymptotisch stabil.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen: Sei z € U und ®(z, z) die Losung
des Anfangswertproblems ' = G(y), y(0) = z. Wir setzen I = I,,,4,(2) N[0, 00) = [0,b) als



160 5.1. LINEARISIERUNG UND STABILITAT

das (nicht-negative) maximale Existenzintervall der Losung. Fiir z € I mit ®(z,2) € U
gilt dann nach Eigenschaft (i7i) aus Definition [5.1.13

0.2 (D(x, 2)) = J(L)(P(x, 2)) - ¥ (=, 2) = J(L)(P(x, 2)) - G(P(x, 2))

= 2 (®(x,2)) <0.

Es folgt also fiir alle solchen x

L(D(x,2)) — L(D(0,2)) = /O " 0.2(D(t, 2))dt < 0. (6)

=z

Auflerdem folgt nach Satz und Satz [2.1.21] dass entweder I = [0,00) gelten muss
oder eine der beiden Bedingungen

hHIl)q)(ZB,Z) € 0D oder ||®(z,2)|| > 00, x—b
z—

erfiillt sein muss.
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis.

(i) Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir ||z — 2| < ¢
folgt, dass ||®(z,z) — 2| < € fiir alle z > 0 gilt (vgl. Definition [5.1.3)). Sei dazu
K C U kompakt mit zy € K°. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass
¢ hinreichend klein ist, so dass die offene Kugel B.(zp) vom Radius ¢ um z in K
enthalten ist. Definieren wir nun

m=1inf{L(y) : y € K\ B(2)}.

Da K \ B.(zp) kompakt ist und .Z(y) > 0 fiir U \ {20} gilt, folgt auch m > 0. Da
Z stetig ist und Z(zp) = 0 gilt, gibt es nun ein § > 0, so dass Z(y) < m fiir alle
y € Bs(z0). Wihlen wir nun fiir ein solches § z € Bj(z0), so folgt mit ()

0< Z(P(x,2)) < Z(P(0,2)) <m.

Nach Wahl von m folgt damit aber ®(z, z) € B.(2) fiir x € I, also nach Satz
insbesondere auch I = [0, 00).

(77) Aus dem Beweis von Teil (7) wissen wir schon, dass z ein stabiler stationérer Punkt
ist und dass = — Z(®(z, z)) monoton fallend und nach unten durch 0 beschrankt
ist. Es existiert also, fiir ||z — 2o|| hinreichend klein der Grenzwert

lim Z(®(x,2)) =1 a>0.
T—r 00
Wire a > 0, so folgt Z(®(z,2)) > « fir alle x > 0. Weil £ stetig ist, existiert

aber ein ¢ > 0, so dass fiir ||y — 20| < ¢ Z(y) < « gilt. Daher muss in diesem Fall
|P(z, 2) — 2o|| > 0 fiir alle z > 0 gelten.
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Sei nun K wie in Teil (7) und ohne Einschrinkung ¢ > 0 hinreichend klein, so dass

Bs(z) C K gilt. Wegen der Stetigkeit von .Z und G ist auch .Z stetig und es folgt
wegen der Kompaktheit von K \ Bs(z), dass

M = sup {:f(y) Ly € K\B(;(Z())} <0
gilt. Damit folgt aber auch
L(O(x,2)) — Z(9(0,2)) = / 0L (D(t,2))dt < Mx — —o0, x — o0.
0

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur schon gezeigten Stabilitit des stationdren Punk-
tes, also muss die Annahme, dass o > 0 gilt, falsch gewesen sein. Es folgt also a = 0
und somit die Behauptung.

q.e.d.

Bemerkung 5.1.16. Aus dem Beweis von Satz erhalten wir (mit etwas zusdtzli-
cher Arbeit, vgl. etwa den entsprechenden Abschnitt im Buch von Walter) noch folgende
hilfreiche Aussage: In der Situation von Satz (1) sei fir c>0

U ={yelU: ZL(y) <c}
Ist nun ¢ so, dass U, C U gilt und U, kompakt ist, so folgt fir alle z € U,, dass

lim ®(z,2) = 2
T—00
qgilt.
Mit Hilfe einer Lyapunov-Funktion ldsst sich also auch ein Gebiet bestimmen, in dem
die Losungen zum stationdren Punkt konvergieren. Der Stabilititssatz[5.1.9 macht hierzu
keine Aussage.

Beispiel 5.1.17. Wie man ohne Schwierigkeiten nachrechnet, ist der Punkt (0,0)" der
einzige stationédre Punkt der autonomen Differentialgleichung

(?A) _ (—yi” +y1y§) |
Y4 —Y5 — Uil

Die Linearisierung in diesem Punkt liefert die Nullmatrix, d.h. der Stabilitatssatz [5.1.9
liefert keine Aussage iiber die Stabilitéit oder Instabilitat dieses Punktes.
Wir betrachten die Funktion .# definiert durch

L1, y2) = [|(y1,92)" = (0,0)"||* = yi + v3.



162 5.2. ANWENDUNGEN IN DER POPULATIONSDYNAMIK

Offenbar gilt £ (0,0) = 0 und Z(y1,y2) > 0 fiir (y1,y2) # (0,0). Es gilt nun

: —y) + y1y; 4 2 2 4 2 92 4 4
L(y1,y2) = (2y1,2y2) - —y3 — 2y, = —2y; + 201y — 2y, — 2y1y5 = —2y1 — 2y,

also Z(y1,y2) < 0 fiir alle (y1,v2) # (0,0).

Die Funktion .Z ist also eine Lyapunov-Funktion fiir die Differentialgleichung und der
stationdre Punkt ist somit nach Satz asymptotisch stabil.

Nach Bemerkung folgt sogar, dass der Punkt global asymptotisch stabil ist,
d.h. jede Losung der Differentialgleichung konvergiert gegen (0, 0)" .

Bemerkung 5.1.18. FEs gibt kein allgemeines Verfahren, eine Lyapunov-Funktion zu
konstruieren. Ein mdglicher Kandidat, der in Anwendungen hdufig (aber nicht immer!)

funktioniert, ist, wie in Beispiel
ZL(y) = lly — zl*,

weshalb diese Funktion auch gelegentlich als die Standard-Lyapunov-Funktion be-
zeichnet wird.

5.2 Anwendungen in der Populationsdynamik

Eine wichtige Anwendung von autonomen Differentialgleichungssystemen liegt in der Po-
pulationsdynamik. Gibt es zwei Populationen, die sich gegenseitig beeinflussen (z.B. eine
Population von Raubtieren und eine von Beutetieren), so modelliert man dies héufig durch
quadratische autonome Gleichungen.

5.2.1 Das Rauber-Beute-Modell nach Lotka-Volterra

In diesem Modell bezeichne z(t) die Grofie einer Population von Raubtieren zum Zeit-
punkt ¢ und y(t) die GroBe einer Population von Beutetieren. Fiir das Modell trifft man
nun folgende (durchaus realistische) Annahmen: Gibt es keine Beutetiere, so sterben die
Raubtiere mit einer konstanten Rate o aus. Gibt es Beutetiere, so wirkt sich dies durch
eine Zuwachsrate von By (8 > 0) aus, sprich je mehr Beutetiere es gibt, desto schneller
wichst die Rduberpopulation. Dies fithrt auf die Differentialgleichung

&= (—a+ fy)z.

Betrachten wir nun die Beutetiere. Diese mogen eine natiirliche konstante Zuwachsrate
~v > 0 haben. Auflerdem ist es sinnvoll anzunehmen, dass die Beutepopulation abnimmt
mit einer Rate proportional zur Gréfle der Rauberpopulation, sagen wir dx mit § > 0.
Dies Liefert insgesamt das Differentialgleichungssystem

= (—a+ By)z

= (— ox)y. W
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Dieses Differentialgleichungssystem nennt man das Lotka-Volterra-Modell (im Engli-
schen predator-prey model).

Bemerkung 5.2.1. Da die rechte Seite von als Funktion von x und y differenzierbar
ist, ist sie insbesondere lokal Lipschitz-stetig (siehe Lemma . Nach dem Satz von
Picard-Lindeldf[2.1.13 existiert also zu jedem Anfangswert z = (z(0),y(0)) eine eindeutige
Losung, die wir wie iblich mit ®(t, z) bezeichnen. Ihr mazimales Ezistenzintervall nehmen
wir als Teilmenge von [0,00) an.

Aus dieser Eindeutigkeit ergibt sich auch direkt die Beobachtung, dass aus x(t) # 0
fir ein t bereits x(t) # 0 fir alle t folgt. dhnliches gilt fir y.

Wir untersuchen nun die stationdren Punkte dieser Gleichung. Trivialerweise ist (0, 0)
ein solcher stationdrer Punkt. Der einzige weitere stationdre Punkt liegt bei

(%0, Yo) = (%»%) )
(cais V7)

Diese hat offenbar rein imaginire Eigenwerte, so dass Satz keine Aussage iiber die
Stabilitéat zuldsst. Wir konnen in diesem Fall allerdings trotzdem etwas aussagen.

wo wir die Linearisierung

7~

Lemma 5.2.2. Seien «,,f3,7,0 > 0 und z € R2 kein stationdrer Punkt der Lotka-
Volterra-Gleichung .

(1) Dann ist die Trajektorie
{®(t,2) : t € Lna(2)} C R
eine geschlossene, konvexe Kurve.
(73) Es gilt I ez (z) = [0,00) und die Losung ®(t, z) ist periodisch.

(1ii) Der stationdre Punkt (x,y0) = (%,%) ist stabil, aber nicht asymptotisch
stabil.

Beweis.

(i) Wir schreiben ®(t, z) = (z(t),y(t)). Nach Bemerkung kénnen wir x(t), y(t) > 0
fiir alle ¢ annehmen. Aus folgt dann

E:—a%—ﬁy und g:'y—5$,

x y

also erhalten wir, indem wir die erste dieser Gleichungen mit % multiplizieren

@:(_g+ﬁ)y
Ty Y
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und entsprechend aus der zweiten Gleichung durch Multiplikation mit %
Ty _ (1 _ 5) i
Ty x

Durch Integration beziiglich ¢ finden wir durch Substitution

(=2 8) iae= [ =%+ sty = —atontn) + oy

:/(1_5>i‘dt—|—cz/z—5dl’+C:’}/10g$—6$+C.

T Z

Die Trajektorien sind also beschrieben durch die Gleichung
F(z,y) = —alog(y) + Sy — ylogx + dx = c.
Die Hesse-Matrix von F', also die Matrix der 2. Ableitungen, ist gegeben durch

(o) e = (0 0,)

und diese ist fiir z,y > 0 positiv definit, also ist die Funktion F' : R2; — R konvex
und damit auch die Niveaumengen {(z,y) : F(x,y) < c}. Damit ist nach Definition
auch die Randkurve, die genau unsere Losungskurve ist, konvex.

Da gilt F(z,y) — oo fiir x — oo und z — 0, sowie fiir y — oo und y — 0 folgt,

dass die Kurven F(z,y) = ¢ beschriankt sind, also miissen sie geschlossen sein.

(17) Da die Trajektorien geschlossen sind, folgen die verbleibenden Aussagen iiber das
Existenzintervall der Losung und ihre Periodizitéit direkt aus Proposition [1.4.6|

(77i) Da die Trajektorien nach Proposition disjunkt sind und die Lésungen nach (i7)
periodisch sind, folgt die Stabilitéit des Gleichgewichtspunktes ebenfalls sofort aus
der Tatsache, dass er das eindeutige globale Minimum der Funktion F’ ist.

q.e.d.

Typischerweise sehen die Trajektorien der Losungen von ([1)) wie in Abbildung darge-
stellt aus. Wir notieren noch folgende Beobachtung.

Lemma 5.2.3. Seien «, 3,7, > 0. Fiir die Durchschnittswerte der Ldosungen von

in R2, gilt dann
T = und Y = g,

5

=
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Abbildung 5.4: Trajektorien der Losungen der Lotka-Volterra-Gleichung mit Parametern
a=1,=1/4,v=1,0 =1/10.

Beweis. Die Behauptung ist fiir die konstante Losung natiirlich offensichtlich. Nach Lem-
ma wissen wir, dass die Losungen periodisch sind. Die Periode sei T" > 0. Dann gilt

nach Definition
1 /7
= — t)dt.
‘ T/o o

Aus der zweiten Differentialgleichung finden wir

o y(®)
also folgt
v=7 [ - okat =T+ sloptu(r) ~ los(u(0)) = 7,

da nach Wahl von T y(T") = y(0) gilt.
Die Rechnung fiir y(t) verlduft analog.
q.e.d.

Bemerkung 5.2.4. Ist im Lotka-Volterra-Modell die Anzahl der Rdiuber 0, so ergibt sich
ein unbeschrdnktes, exponentielles Wachstum der Beutepopulation, was natiirlich nicht
realistisch ist. Daher betrachtet man oft die folgende Variante des Problems

= (—a—cx+py)r

J = (y = coy — G2y @

fiir positive Konstanten c1,co > 0. Hier findet man allerdings keine geschlossenen Trajek-
torien mehr, sondern der nicht-triviale Gleichgewichtspunkt wird asymptotisch stabil.
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5.2.2 Das Konkurrenz-Modell

Statt einer Rauber-Beute-Beziehung lassen sich mit einem dhnlichen Ansatz auch zwei
Populationen modellieren, die in Konkurrenz zueinander um Ressourcen stehen. Eine
wichtige Frage hierbei ist, ob beide Populationen nebeneinander existieren kénnen oder
ob eine die andere auf lange Sicht verdréngt.

Die beschriebene Situation wird meist durch die folgende Differentialgleichung model-
liert,

= (a—cx— Py

g = (v —coy — )y, )

wobei wie zuvor «, 3,7,0,c1,co > 0 positive Konstanten seien. Wie auch beim Lotka-
Volterra-Modell erhalten wir Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir beliebige An-
fangswerte und auch die Fortsetzbarkeit der Losung auf [0, 00). Das genaue Verhalten der
Losungen hiangt jedoch stark von den Parametern ab.

Wir wollen uns damit begniigen, an zwei Beispielen zu illustrieren, wie das Verhalten
der Losung ausfallen kann.

Beispiel 5.2.5. Betrachten wir fira=2,=1,v=2,0=1,¢c1 = 2,¢c0 = 2, also

T=(2-2x—y)
y=02-z-2yy.

Wir betrachten die Linearisierung in den stationéren Punkten (0,0), (2/3,2/3), (1,0), (0, 1).
Die zugehorige Jacobi-Matrix ist gegeben durch

J(G) () = (Q_ff,_y 2_;36—411)'

Aus Satz[5.1.9 erhalten wir folgende Stabilitétseigenschaften dieser Gleichgewichtspunkte.

e In (0,0): Hier gibt die Jacobi-Matrix

2 0
= 2)

wir haben also positive Eigenwerte und der Punkt ist instabil.

e In (2/3,2/3): Wir erhalten als Koeffizientenmatrix

- (2

Die Eigenwerte dieser Matrix sind —2/3 und —2, dieser Gleichgewichtspunkt ist also
asymptotisch stabil.
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e In (1,0): Hier erhalten wir fiir die Linearisierung
-2 -1
()
es gibt also einen positiven Eigenwert und dieser Gleichgewichtspunkt ist instabil.

10
=40 5)

wir haben also wieder einen positiven Eigenwert und der Gleichgewichtspunkt ist
instabil.

e In (0,1): Hier ergibt sich

Man kann zeigen, dass der stationdre Punkt (2/3,2/3) sogar global asymptotisch stabil
ist, d.h. alle Losungen mit echt positiven Anfangswerten konvergieren zu diesem Punkt.

Da beide Komponenten dieses Grenzwertes positiv sind, bedeutet dies, dass beide
Populationen nebeneinander existieren konnen.

Beispiel 5.2.6. Wir betrachten nun das leicht abgeénderte Modell

T=2—-2—-2yx
y=(2-2z—yy.

Hier erhalten wir die Gleichgewichtspunkte (0,0), (2/3,2/3), (2,0), (0,2). Uber den Stabi-
litédtssatz findet man wie in Beispiel beschrieben das folgende Stabilitétsverhal-
ten der stationédren Punkte: (0,0) und (2/3,2/3) sind beide instabil, wihrend die beiden
Punkte (2,0) und (0, 2) asymptotisch stabil sind.

Hier ldsst sich nun zeigen, dass jede Losung mit 0 < z(0) < y(0) zu (0, 2) konvergiert,
wéhrend jede Losung mit 0 < y(0) < x(0) zu (2,0) konvergiert.

Hier verdrangt also stets die grofiere Population die kleinere und sie konnen nicht auf
lange Sicht nebeneinander existieren.
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Kapitel 6

Randwertprobleme

Bisher wurden in dieser Vorlesung fast ausschlieflich Anfangswertprobleme behandelt.
Hierfiir konnten wir in Kapitel |2 allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitssidtze herleiten,
wie den Satz von Picard-Lindelof oder den Satz von Peano [2.2.71 Hierbei wurde
als Anfangsbedingung der Wert der gesuchten Funktion (und ggf. ihrer Ableitungen)
vorgegeben.

Betrachten wir eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(”) + an_l(x)y(”_l) + ..+ a1 ()Y + ap(z)y = b(2)

fiir stetige Funktionen ay, ..., a,_1,b : I — R auf einem Intervall /. Dann hat diese Glei-
chung nach Satz n unabhéngige Losungen, so dass n Bedingungen bendétigt werden,
um eine Losung eindeutig festzulegen. Dies kann etwa auch dadurch erreicht werden, dass
man Werte der gesuchten Funktion (und ihrer Ableitungen) in zwei verschiedenen Punk-
ten, z.B. dem Anfangs- und Endpunkt des relevanten Intervalls, vorgibt, was in der Praxis
durchaus eine Bedeutung hat.

Wie wir im Folgenden sehen werden, gibt es allerdings in dieser Situation kein allgemei-
nes Resultat wie den Satz von Picard-Lindelof mehr, der einzig aus den Eigenschaften der
involvierten Funktionen eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage erlaubt. Fiir spezielle
lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung, so genannte Sturm’sche Randwertprobleme,
werden wir jedoch entsprechende Existenzaussagen erhalten.

6.1 Ein Beispiel

Wir wollen zunéchst an einem Beispiel illustrieren, dass die Losung von Randwertproble-
men im Allgemeinen sehr viel schwieriger ist als die Losung von Anfangswertproblemen.

Beispiel 6.1.1. (i) Betrachten wir fiir 7" > 0 das lineare Randwertproblem
y'+y=e, y(0)=0, y(T)=0.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung kénnen wir mit Hilfe von Satz[3.3.5]
und Proposition leicht bestimmen zu

f(z) = c1 cos(z) + cosin(x) + %ez

169



170

6.2. LINEARE RANDWERTPROBLEME ZWEITER ORDNUNG

(i)

mit Konstanten c¢;,co € R. Aus der Anfangsbedingung y(0) = 0 ergibt sich dann

sofort ¢; = —%. Setzen wir die Endbedingung ein, so erhalten wir
cos(T) + e”
Cg= ———————
? 2sin(7)

Wir sehen also, dass wir fiir T' = knw, k € N, keine Losung fiir ¢; und somit keine
Losung fiir das Randwertproblem erhalten, fiir alle anderen Werte von 7" jedoch eine
eindeutige Losung.

Wie in Teil (i) gesehen ist jede Losung der Differentialgleichung

xT

Vty=e

mit y(0) = 0 von der Form

flx) = %cos(m) + cosin(z) — 565”

fiir ein ¢, € R. In jedem Falle gilt also f(m) = 1(1 + e™). Fiir jedes ¢, € R 16st f
also das Randwertproblem

es gibt also unendlich viele Losungen.

Betrachten wir allgemeiner fiir eine stetige Funktion b : R — R das Anfangswert-
problem

y' +y=>bz), y(0)=y(T)=0,

so kann man zeigen (Ubung), dass das Problem fiir 7' = 7 genau dann eine Losung
besitzt, wenn [ b(t) sin(t)dt = 0 gilt, withrend es etwa fiir 7 = 1 immer eine Losung
gibt.

6.2 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung

6.2.1 Typen von Randwertproblemen

Wir wollen zunéchst formal den Begriff des Randwertproblems fiir eine lineare Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung definieren.
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Definition 6.2.1. Sei I = [zg,x;] ein kompaktes Intervall und ay,a9,b : I — R
stetige Funktionen. Fiir gegebene Konstanten ayq, ..., ay, 81, ..., 84,17, € R nennen
wir

Y + a1 (z)y + ap(x)y = b(x), x € (70, 71),
a1y(wo) + gy’ (z0) + asy(z1) + /(1) =1
Bry(zo) + B2y’ (w0) + Bay(x1) + By’ (71) §

ein lineares Randwertproblem zweiter Ordnung. Fiir n = ¢ = 0 nennt man das
Randwertproblem homogen.

Man unterscheidet verschiedene Typen von Randbedingungen.

Definition 6.2.2. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Definiti-

on 0.2, 1!
(¢) Gilt o = 3 = 1 und o, f; = 0 sonst, so nennen wir das entsprechende
Randwertproblem

y' +ai(z)y +ao(x)y =b(z), ylzo) =m, ylz1)=¢
ein Dirichlet’sches Randwertproblem.

(¢7) Gilt ap = B4 = 1 und «;,3; = 0 sonst, so nennen wir das entsprechende
Randwertproblem

Y +ai(@)y +ao(z)y =0b(z), y'(zo)=n, y'(z1)=¢
ein von Neumann’sches Randwertproblem.

(i17) Gilt o = 1, az = —1, sowie S = 1 und 4y = —1, und «;, 5; = 0 sonst, so
nennen wir das entsprechende Randwertproblem

Y + a1 (2)y + ao(x)y = b(x), y(x0) —y(®1) =71, ¥(70) =y (71) =¢

periodisch.

Wir wollen zunéchst zeigen, dass man sich bei der Untersuchung von Randwertpro-
blemen auf homogene Randwertprobleme beschrinken kann.

Bemerkung 6.2.3. Sei f(x) eine Lisung des Randwertproblems aus Definition .
Ist w dann eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion, die lediglich die Rand-
bedingungen

a1u(zg) + ot/ (zo) + asu(xy) + agu’ (1) =n

Bru(zo) + Bou'(wo) + Bau(wy) + e/ (1) =§
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erfillt, dann ist f(x) — u(z) eine Lisung des Randwertproblems

Y+ ar1(2)y + ap(x)y = b(x) — u"(z) — a1 (2)u'(z) — ap(x)u(z), = € (a,bd)

a1y(wo) + oy (20) + asy(z1) + oy’ (1) =0
Bry(zo) + Bov'(x0) + Bay(x1) + ay'(x1) =0

Wir fithren noch einen weiteren speziellen Typ von Randwertproblemen ein.

Definition 6.2.4. Seip: I = [xg,x1] — (0,00) eine positive, stetig differenzierbare
Funktion und ¢,b : [xg, 71] — R stetig. Weiter seien ay, ag, 81, 2 € R mit a2 + a3 #
0 und S + B2 # 0. Dann nennen wir das Randwertproblem

(p(@)y) +q(x)y =b(z), = € (zo,21)

a1y (2o) + a2y’ (20) = 1, Bry(x1) + Bay/ (1) = &

ein Sturm’sches Randwertproblem.

Bemerkung 6.2.5. Sowohl das Dirichlet’sche als auch das von Neumann’sche Randwert-
problem sind Spezialfille des Sturm’schen Randwertproblems (Ubung).

Wir fithren noch folgende Notation ein: Fiir p, q, a1, as, 81, B2 wie in Definition [6.2.4]
definieren wir den (offenbar linearen) Differentialoperator

L:6I) = C(I), [ (xe (pla)f(2)) +q(2)f(2), (1)
sowie die (ebenfalls linearen) Randoperatoren
Re: €2(1) = R, [ aif(zo) + asf'(wo) (2)
und
R, : €(I) =R, [ Bif(x1)+ Baf'(a1). (3)

Wir kénnen dann offenbar ein Sturm’sches Randwertproblem kompakter formulieren,

Ly) =0b(z) € (xo,71), Rely)=n, R:(y)=¢.

Bemerkung 6.2.6. Wegen p(x) > 0 fir alle x € [zg, 1] ldsst sich die homogene Dif-
ferentialgleichung L(y) = 0 in der Form y" + ai(z)y + ag(x)y = 0 mit auf I stetigen
Funktionen ay,ay : I — R bringen. Nach Satz[3.3. ist die Losungsmenge dieser Glei-
chung ein 2-dimensionaler Teilraum von €*(I).
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Bemerkung 6.2.7. Definiert man auf dem Raum € (I) ein Skalarprodukt

)= [ " f)gle)da,

so ist der Sturm’sche Operator L aus selbstadjungiert beziiglich dieses Skalarpro-
duktes, d.h. es gilt fir f,g € €*(I) < €(I)

(L(f),9) = (f. L£(9))-
(Ubung).

Wir bemerken noch folgende Identitét fiir den Sturm’schen Differentialoperator, die La-
grange zugeschrieben wird

Lemma 6.2.8 (Lagrange-Identitit). Sei I = [z, x1] und L wie in mit p :
I — (0,00) stetig differenzierbar und positiv und q : I — R stetig. Fiir beliebige
zweimal stetig differenzierbare Funktionen f,g € €*(I) gilt die Identitt

9L(f) = fLGg) = (- (f'a—fg))

Beweis. Nach der Produktregel gilt einerseits
(- (flg—1fa)) =p - (F'g—fd)+p-(f'9+ f'g —F'g — fg")
=p' - (f'g—fg)+p-(f'9—19"),
und andererseits
gL(f) = fL(g) =g ((pf") +aqf) = f-((pg) +q9)
=g-f"+0f +af)—f-(pg" +p9 +q9)

=pf'g+0' fla+afg—pfg" —v'fgd —afg
=p-(f"g—f9")+0 - (fla—fqg).

Damit folgt die Behauptung.

6.2.2 Losbarkeit fiir Sturm’sche Randwertprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Umsténden ein Sturm’sches
Randwertproblem (eindeutig) losbar ist. Fiir die Eindeutigkeit haben wir das folgende
Kriterium.
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Satz 6.2.9 (Eindeutigkeit der Losung). Sei [ = [zg,z1] und L, R, R, wie in
, , mit p : I — (0,00) stetig differenzierbar und positiv und q : I — R
stetig. Weiter sei { f1, fo} ein Fundamentalsystem von Liosungen fir die homogene
Differentialgleichung L(y) = 0, also eine Basis von Kern(L).

Gilt dann » (f ) » (f )
/\J1 \J2
det (Rrw Rr<f2>) 70,

so besitzt das Sturm’sche Randwertproblem

Ly) =0b(z) =€ (zo,71), Ruly)=n, Ri(y)=¢

fiir jede stetige Funktion b: I — R und n,&¢ € R héchstens eine Lisung.

Beweis. Sei f eine Losung des Randwertproblems. Insbesondere ist f also eine partikulére
Losung der inhomogenen Differentialgleichung £(y) = b(z). Nach Satz ist dann jede
Losung dieser inhomogenen Gleichung von der Form

f(@) + eLfi(x) + cafo(w)

fiir Konstanten ¢, co € R. Dies gilt insbesondere auch fiir jede Losung f des gegebenen
Sturm’schen Randwertproblems. Es gilt dann

(f)+aRe(fr) + CQRK(fQ))
R.(f) + aR,(fi) + 2R (f2)

<
) (R Rl ()

Nach Voraussetzung ist die Matrix (77% 8: 13 77?8;2;
I,

was wir behauptet hatten.

) invertierbar, also ergibt sich als

einzige Losung ¢; = ¢ = 0 und somit f =
q.e.d.

Um die Existenz von Losungen zu untersuchen, benétigen wir den folgenden Begriff.
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Definition 6.2.10. Sei £ ein beliebiger linearer Differentialoperator auf einem
kompakten Intervall I. Eine integrierbare Funktion G : IxI — R, (z,t) — G(z,1),
die fiir festes = in ¢ bis auf endlich viele Sprungstellen stetig ist, heifit Green’sche
Funktion zum Operator £, falls fiir jede stetige Funktion b : I — R die Funktion
f definiert durch

f(z) = /Ig(x,t)b(t)dt

eine Losung der Differentialgleichung

ist.

Bemerkung 6.2.11. Offenbar erlaubt die Kenntnis einer Green’schen Funktion, eine li-
neare Differentialgleichung durch direktes Integrieren zu losen. Allgemeiner lisst man fir
G gelegentlich auch sogenannte Distributionen zu, die im strengen Sinne keine wohlde-
finierten Funktionen sind und die wir hier nicht formal einfiihren wollen.

Hiermit konnen wir nun den folgenden Existenzsatz fiir die Losung Sturm’scher Rand-
wertprobleme beweisen.

Satz 6.2.12. Sei I = [z, 21] ein kompaktes Intervall und L, Re, R, wie in (1)),
, mit p: I — (0,00) stetig differenzierbar und positiv und q : I — R stetig.
Weiter seien f, bzw. f, nicht-triviale Losungen von

L(y)=0, z€ (xg,x1), Re(y)=0 bzw. L(y)=0, z€ (x9,21), R,(y)=0

und nehmen wir an, die Funktionen fo, f, sind linear unabhdngig. Dann gilt Fol-
gendes:

(1) Die Funktion

fe(@) fr(t) < r<t<zc
G:IxI—=R, (x,t)r {;;(;;)V;;gg) oo
wobei W(x) = fo(z)fl(z) — fi(x)fr-(x) die Wronski-Determinante (vgl. Defi-
m’tz’on der Liosungen bezeichnet, auf I x I stetig und x — G(x,t) ist in
[0, x1) \ {t} zweimal stetig differenzierbar.

(17) Die Funktion G ist eine Green’sche Funktion zum Operator £ und fir jede
stetige Funktion b : I — R (st die Funktion f definiert durch

f(z) = / G(z, y)b(y)dy
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das homogene Sturm’sche Randwertproblem

L(y) =b(z), Ri(y) =0, R,(y)=0.

Beweis.

(1) Zunéchst gibt es nicht-triviale Funktionen f,, f, wie behauptet. So ist etwa f, die
nach Satz eindeutige Losung des Anfangswertproblems

L(y) =0, y(xo) = ay, y'(xo) = —0g,

die wegen o + a2 # 0 nicht trivial ist. Entsprechendes gilt auch fiir f.. Ob diese
zusatzlich linear unabhéngig gewéahlt werden konnen, ist allerdings nicht immer klar.
Da fy, f» beide die homogene Differentialgleichung £(y) = 0 l6sen, wissen wir nach
Lemma[3.1.7] dass f, und f, genau dann linear unabhéngig sind, wenn ihre Wronski-
Determinante W nirgends verschwindet. Da p nach Voraussetzung positiv ist, folgt
also fur t € I auch p(t)W(t) # 0, also ist die Funktion G wohldefiniert.

Wegen

l%g(:c t) = hmg(a:' t)

ist die Funktion wie behauptet auf I x I stetig. Da f, bzw. f, zweimal stetig diffe-
renzierbar sind, folgt die zweimalige stetige Differenzierbarkeit von = +— G(z,t) bei
festem ¢ somit direkt aus der Definition.

(#7) Wir rechnen direkt nach, dass f die geforderten Eigenschaften erfiillt. Es gilt

dx(/g“)b )

fr(@) felt) e(t) o fe(x)fr(t)
e ( o YT S own “dt>
fe()

oW @

p(t)W (1)

oy [T ,
<50 [ SR O — e i)

e HC O] =) ()
= o b(t)dt+/$ SOW (D) b(t)dt.

s [ (ﬂib@dt P 1C)
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Hiermit ergibt sich

=L (/IQ(-,t)b(t)dt) (7)
Z% <p(:l:) / J;{(ix)%/{}((f))b(t)dt) + % (p(x) J;f((;’;)wﬁ((tt;b(t)dt)
+ q(a) / jlg(a:,t)b(t)dt

~ [ 1)) + ) fotol] Ay

+W@W@W+«@mm/mmﬁﬁww&

, Jo(z) f (z)
e [ A wne- [
p(x)(fy(x) fo(x) = fi(2) fr ()
! W) ble)

=0+ 0+ b(z).

Die Funktion f erfiillt somit die Differentialgleichung.

Rof =Ry (/ a(., t)b(t)dt)

“ fe(wo) fr (1)  fo(wo) fr (1)
L pow( e | O
=(on fo(zo) + Oézfé(ﬂﬂo))/ p(gé;)(t)b(t)dt

:O,

Zudem gilt

und mit analogen Rechnung ebenso R, f = 0, so dass die Funktion f wie behauptet
auch die geforderten Randbedingungen erfiillt.

q.e.d.

Beispiel 6.2.13. Seib: (—1,1) — R stetig. Wir betrachten das Randwertproblem
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Offenbar erfiillt jede Polynomfunktion vom Grad < 1 die homogene Differentialgleichung.
Nach Satz suchen wir solche (nicht-trivialen) Losungen, die jeweils eine der beiden
Randbedingungen erfiillen. Wir konnen also etwa fi(z) = 1+ 2z und f.(z) = 1 —z
wahlen. Diese Funktionen sind offenbar linear unabhéngig und die zugehorige Wronski-
Determinante ist gegeben durch

Wi(x) = fo(z) fi(z) = fix) fo(x) = A+ 2) - (1) = 1- (1 —z) = =2 #0.

Als Green’sche Funktion fiir das Anfangswertproblem ergibt sich somit

e -

und die nach Satz eindeutige Losung des Randwertproblems finden wir mit Satz[6.2.12
als

fx) = / G y)bl)y

In diesem Fall ldsst sich die Losung auch direkt bestimmen: Indem man die Differen-
tialgleichung zweimal integriert ergibt sich fiir eine Losung f nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

fl(x)=c + /z b(t)dt und f(z) =co+ iz + /m (/ b(t)dt) ds.

-1 -1 -1

Aus den Randbedingungen ergibt sich also

1 s
co—c; =0 und cl+02—|—/ (/ b(t)dt)ds:o,
~1 \J-1
1 1 S
=0y = ——/ </ b(t)dt) ds
2/ \Ja

erhalten. Es eribt sich daher fiir die Lésung

1 s T s
flz) = —1(1 +x)/ (/ b(t)dt) ds +/ </ b(t)dt) ds.
2 -1 -1 -1 -1
Mittels partieller Integration léasst sich dieser Ausdruck noch vereinfachen. Wir haben
/ ( / b(t)dt) ds = / 1. ( / b(t)dt) ds
-1 \J-1 -1 -1
= |:S' (/ b(t)dt)} —/ sb(s)ds :$/ b(t)dt—/ th(t)dt
-1 ~1 -1 -1 -1

_ / “(x = Ob(t)dt,

-1

woraus wir direkt
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und somit

fla) = (1 +2) /

-1

1 x

(1 — )b(t)dt + / (x — t)b(t)dt

-1

:/x (—%(1+x)(1—t)+(33—t)> b(t)dt+L —%(1+x>(1—f>b<t>dt

—/j—%(l—x)(l—t)b(t)dwr/x 5 () (1= b(r)dr
:/1 Gz, t)b(t)dt

mit G wie in .

6.3 Allgemeine lineare Randwertprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir allgemein Systeme von linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung mit gegebenen Randbedingungen betrachten.

Definition 6.3.1. Sei I = [z, z1] ein kompaktes Intervall und seien A : I — C"*",
b: I — C" stetige Funktionen, sowie By, B; € C**" und n € C" konstante Matrizen
bzw. Vektoren. Definieren wir fiir f € 4 (I) den linearen Differentialoperator L :
€HI) — 6,(I) durch

L(f)(@) = f'(z) — Alz) f(=), (1)
sowie den Randoperator
R(f) = Bo - f(zo) + B1 - f(x1). (2)
Dann nennen wir die Aufgabe
L(y) =b(x), R(y) =n (3)

ein lineares Randwertproblem erster Ordnung und eine auf I differenzierbare
Funktion f : I — C" heif}t eine Losung, wenn Sie diese Bedingungen erfiillt.

Einige Spezialfille dieses Problems haben wir bereits betrachtet.

Beispiel 6.3.2. 1. Fir By = [,, und By = 0 ist das Randwertproblem offenbar
dquivalent zu einem linearen Anfangswertproblem wie in Satz [3.1.4]

2. Mit den Bezeichnungen aus Definition [6.2.4] ist

7= (5 )@= (i) (5 7)o+ (G pf;)g(xl):(g)
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ein lineares Randwertproblem, das zum Sturm’schen Randwertproblem aus Definiti-
on [6.2.4] dquivalent ist: Ist f eine Losung des Sturm’schen Randwertproblems, so ist
(f,p- f)'" eine Losung des hier gegebenen Problems und ist umgekehrt f= (f1, f2)
eine Losung des hier angegebenen Problems, so 16st f; das Sturm’sche Randwert-
problem.

Wir notieren zunéchst folgende Eindeutigkeitsaussage.

Satz 6.3.3. Mit der Notation und den Voraussetzungen von Definition |6.35.1| sei
F = (f1,..., fn) ein Fundamentalsystem von Losungen des homogenen Differential-
gleichungssystems

L(y) = 0.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das homogene Randwertproblem

hat nur die triviale Lésung y = 0.

(73) Die Matriz R(F) := BoF(xo) + B1F(x1) € C™™ ist invertierbar, es gilt also
det R(F) # 0.

(1ii) Fiir eine beliebige stetige Funktion b: I — C™ und n € C" hat das Randwert-
problem

eine eindeutige Losung.

Beweis. Nach Satz und Lemma[3.1.7] (¢) ist jede Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung

von der Form

fo(x) + F(z)-c

fiir eine beliebige partikuldre Losung fo(x) der inhomogenen Gleichung (welche insbeson-
dere existiert) und ¢ € C". Durch Anwendung des Randoperators R ergibt sich hieraus
das lineare Gleichungssystem

R(F) - ¢ =n—=TR(fo) (4)

fiir den Vektor ¢ € C". Dieses lineare Gleichungssystem ist, wie aus der Linearen Algebra
bekannt, genau dann fiir jede rechte Seite eindeutig losbar, wenn R(F') € C™™™ inver-
tierbar ist, also wenn die Determinante dieser Matrix nicht verschwindet. Dies zeigt die
Aquivalenz von (ii) und (i44). Ebenfalls aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass dies
genau dann der Fall ist, wenn die einzige Losung des Systems R(F)c = 0 durch ¢ = 0
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gegeben ist, so dass auch (¢) und (i) dquivalent sind.

In Satz hatten wir gezeigt, dass es fiir ein Sturm’sches Randwertproblem (unter den
dort gegebenen Voraussetzungen) stets eine Green’sche Funktion gibt, also eine stetige
Funktion G, so dass die Losung des Randwertproblems durch ein Integral [, G(z,t)b(t)dt
ausgedriickt werden kann. Fiir die allgemeine Definition einer Green’schen Funktion, vgl.

Definition [6.2.10l Wir verzichten daruaf, die Definition mit den offensichtlichen Anpas-

q.e.d.

sungen noch einmal zu wiederholen. Es gilt nun der folgende Satz (vgl. Satz[6.2.12)).

(4)

(i)

(idi)

Satz 6.3.4. Sei I = [xg,x1] ein kompaktes Intervall und A : I — C™™ stetig. Die
Operatoren L und R seien definiert wie in bzw. . Sei zudem F = (fy,..., fn)
ein Fundamentalsystem wvon Losungen des homogenen, linearen Differentialglei-
chungssystems L(y) = 0, so dass det R(F') # 0 gilt.

Dann existiert eine Green’sche Funktion G : I x I — C" ", so dass fiir jede
stetige Funktion b: I — C™ die Losung f des Randwertproblems

L(y) =b(z), R(y) =0
gegeben ist durch

f(@) = /I G(x, H)b(t)dt.

1 xp<t<z<umz
x(z,t) =
0 zo<zx<t<u.

Set

Dann ist die Funktion G gegeben durch
G(z,t) = x(z,t) - F(z)  F(t) ™ — F(2) - R(F)™" - By - F() - F(t)™
= F(z) - (x(z,8)l, — R(F)™" - By - F(z1)) - F(t)™
eine solche Green’sche Funktion.

Die Green’sche Funktion G aus (i) erfillt folgende Figenschaften:

(a) Die Funktion G(x,t) ist stetig fir ro <t < x <z und fir xo <z <t <
x1. Fiir jedes t € (xo, 1) gilt zudem

Ll{% G(z,t) — il;ri G(z,t) = I,.
(b) Fir festest € I gilt L(G)(z,t) =0 fir alle x € I\ {t}.
(¢) Fir festest € I° gilt R(G)(-,t) = By - G(xg,t) + By - G(x1,t) = 0.
Die Funktion G ist durch die Eigenschaften (a)-(c) eindeutig bestimmt.

Jede Green’sche Funktion, die Figenschaft (a) in (it) erfillt, ist mit der Funk-
tion G aus (i) identisch.

181




182 6.3. ALLGEMEINE LINEARE RANDWERTPROBLEME

Beweis.

(1) Nach Satz iiber die Variation der Konstanten fiir lineare Systeme von Diffe-
rentialgleichungen ist

folz) = /:v F(z)-F(t)~" - b(t)dt

Zo

eine partikulére Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems L(y) = b(z).Es
gilt dann

R(fo) = Bo - fo(xo) + By - fo(z1) = By - /:m F(xy) - F(t)™' - b(t)dt.

o

Die Voraussetzungen von Satz sind hier erfiillt und wir erhalten aus dem
Beweis dieses Satzes (prézise aus ), dass eine eindeutige Losung existiert, die
wir schreiben konnen als f(x) = fo(x) + F(z) - ¢ mit

c=R(F)™" - (-R(fo)) = =R(F)™" - By - /m F(z1) - F(t)™" - b(t)dt,

o

Insgesamt folgt also

1

) = / TP @) b(t)dl— R(E) - By / Flzy) - F()~ - b(t)dt

= /I(x(x,t) -F(x)-Fit)' = R(F)™ - By - F(x) - F(t)_l) - b(t)dt,

also ist die Funktion G wie dargestellt eine Green’sche Funktion fiir das Anfangs-
wertproblem.

(i1) Wir zeigen zunéchst, dass die Funktion G aus (i) die Eigenschaften (a)-(c) erfiillt.

(a) Die Funktion F(z) - R(F)™' - By - F(z1) - F(t)™" ist offensichtlich stetig auf
I x I, wihrend x(x,t) - F(z)- F(t)~! jeweils auf den abgeschlossenen Dreiecken
o <t <z <z und o <z <t < 2 stetig ist und auf der Diagonale z = ¢
eine Sprungstelle hat: Fiir festes ¢ gilt einerseits

liw (1) - F(e) - ()™ = FOF() " =1,
andererseits
11% x(x,t) - F(z)- F(t)™' =0,
also erfiillt G die Eigenschaft (a).
(b) Fiir festes t und z # t die Funktion G von der Form

fiir eine von x unabhiingige Matrix M = M(t) € C™*". Nach Lemma [3.1.7]
ist somit jede Spalte von G eine Losung der homogenen Differentialgleichung
L(y) = 0, womit die Eigenschaft (b) folgt.
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(iid)

(c) Beachtet man, dass der Randoperator R linear ist, so rechnet man sofort fiir
festes t € I° nach, dass

R(G) =R(x( 1) F() - F()™") = R(F(-) - R(F)™" - B - F(1) - F(t)™")

)
=By - F(z,)- F(t) R(F)-R(F)-By-F(x,)-F(t)™' =0

gilt, also haben wir auch Eigenschaft (c).

Sei nun H eine weitere Funktion, die die Eigenschaften (a)-(c). Fiir festes t € I° ist
dann die Funktion F(z) = G(z,t) — H(z,t) in ganz I, also auch in z = ¢, stetig.
Durch Grenziibergang z — t sieht man, dass die aus (b) resultierende Gleichung
L(F) = 0 auch fiir x = t gilt. Damit ist also jede Spalte von F eine Losung des
Randwertproblems

L(y) =0, R(y)=0,

also folgt mit Satz direkt F(z) = 0 fiir alle 2 und damit die Behauptung.

Wir verwenden die Tatsache, dass fiir eine stiickweise stetige Funktion h : I — R
(d.h. h ist stetig bis auf endlich viele Sprungstellen) aus

/h(t)b(t)dt =0 fiir alle b: I — R stetig
I

folgt, dass h(t) = 0 fiir alle t € I aufler den Sprungstellen von h gilt (vgl. Be-
merkung . Den Beweis dieser Behauptung lassen wir als Ubung. Die analoge
Behauptung gilt dann offenbar genauso auch fiir komplexwertige Funktionen und
auch fiir stiickweise stetige matrixwertige Funktionen H : I — C™*" folgt dann
durch Betrachtung der einzelnen Komponenten aus

/H(t)b(t)dt =0 furalleb: I — C" stetig,
I

dass H(t) = 0 fiir alle t € I auBer den Sprungstellen gilt.

Sei nun G eine weitere Green’sche Funktion, die Eigenschaft (a) erfiillt und setzen

wir fiir festes z € I H(t) = G(z,t) — G(x,t). Da die Losung des hier untersuchten
Randwertproblems eindeutig bestimmt ist, folgt somit

/ H()b(t)dt = 0,

also H(t) = 0 auBer in den Unstetigkeitsstellen von H. Weil G und G aber beide
Eigenschaft (a) erfiillen, ist H iiberall stetig, also folgt die Behauptung,.

q.e.d.
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Bemerkung 6.3.5. Wir erhalten natiirlich die Theorie der Sturm’schen Randwertproble-
me aus Satz als Spezialfall von Satz[0.3.4: Fiir ein Sturm’sches Randwertproblem
definieren wir wie in Beispiel [6.5.9

0= (g i) = (6 ) w5 )

Fiir den linearen Operator

Lly) =y — Alx)y

erhalten wir nach Satz die Green'sche Funktion G(x,t) = (G(x,t);;)ij. Wir erhalten
also fiir eine stetige Funktion b : I — R eine Lésung

filz)) 0 B Gio(z, 1)b(t)
() = [outen (i) o= [ (Gatorinis) o
Wie in Beispz'el ist dann f(x) = f1(z) eine Losung der Sturm’schen Randwertaufgabe
und die zugehirige Green’sche Funktion ist gegeben durch Gio(x,t). Diese ist, wie auch
in Satz gezeigt, nach Satz auf I x I stetig. Aus der Identifikation fo(z) =
p(x) f'(x) folgern wir, dass Gao(x,t) = p(x)0.G12(x,t) gilt. Diese Funktion hat macht nach
Satz[6.3.4] (ii) (a) einen Spring der Gréfle 1 auf der Diagonalen x = t, was auch mit der
Definition der Green’schen Funktion in Satz[6.2.13 konsistent ist.

Wir betrachten zum Abschluss noch ein Beispiel.

Beispiel 6.3.6. Die Auslenkung eines Sprungbettes (dessen Linge wir als 1 annehmen),
dass an einer Seite fixiert ist und auf das eine Kraftdichte f(z) einwirkt, wird nédherungs-
weise beschrieben durch das Randwertproblem

y" = f(z), y(0)=1y(0)=y"(1)=y"(1)=0.

Ein Fundamentalsystem £’ von Losungen der homogenen Gleichung ist offenbar gegeben
durch 1, z,2% 2* (und die zugehorigen Ableitungen), also

1 = 22 28
0 1 2z 322
F@ =190 2 6
00 0 6
Es ergibt sich daher direkt
1 —t t*/2 —t3/6
|01 = )2
FO™=10 0 12 —t6
0 0 0 1/6
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. Fir die Matrix des Randoperators ergibt sich mit B, = diag(1,1,0,0) und B; =
diag(0,0,1,1)

R(F) =By F(0)+ By - F(1) =

o O O
OO = O
o NN OO
S O O O

welche offenbar invertierbar ist. Also besitzt das Randwertproblem nach Satz [6.3.3] eine
eindeutige Losung.

Setzen wir dies in die Green’sche Funktion in Satz[6.3.4) (i) ein und beachten wir, dass
wir uns auf Funktionen b = (0, 0,0, f) beschrénken konnen, erhalten wir die Funktion

1 1 1 1
g(ﬂf,t) = X(JT, t) . (61’3 — 5'[;1’2 + §t2l' — 6t3> s

so dass die Losung unseres Randwertproblemes gegeben ist durch

/01 G(x,t)f(t)dt.

6.4 Nichtlineare Randwertprobleme
In diesem Abschnitt wollen wir noch einige Resultate iiber Existenz und Eindeutigkeit

von Losungen nichtlinearer Randwertprobleme betrachten.

6.4.1 Ein spezieller Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten hier wieder die Situation des Sturm’schen Randwertproblems (vgl. Defi-
nition [6.2.4)), allerdings in der allgemeineren (homogenen) Form

L(y) = F(z,y), Rely)=0,R.(y)=0. (1)

fiir eine Funktion F' : D — R mit D C R x R. Hierzu haben wir zunéchst das folgende
Lemma, das noch einmal die Bedeutung der Green’schen Funktion unterstreicht.

Lemma 6.4.1. Sei D =1 xR und F : D — R stetig. Weiter seien f1, fo: I — R
zwei linear unabhdngige Losungen der homogenen Differentialgleichung

L(y) =0,

so dass det <£ﬁ8ﬁ3 gfg@;) %0 gilt. Weiter bezeichne G : I x I — R die zugehorige

Green’sche Funktion (siehe Satz .
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Dann ist eine stetige Funktion f : 1 — R genau dann eine zweimal stetig differen-
zierbare Losung des Randwertworblemse , wenn f der Integralgleichung

f(z) = / G F(t, f(t))dt

gentgt.

\. .

Beweis. Existiert eine Losung f : I — R von , so ist diese eine Losung des linearen
Randwertproblems

L(y) =0b(x), Ri(y)=R.(y)=0

mit b(x) = F(z, f(z)). Da F und f beide stetig sind, ist auch b auf I stetig, also folgt
direkt aus Satz[6.2.12] dass f der behaupteten Integralgleichung geniigt.

Ist umgekehrt f : I — R stetig und eine Losung der Integralgleichung, so folgt aus
den Eigenschaften der Green’schen Funktion in Satz dass f zweimal stetig diffe-
renzierbar ist. Dass f zudem das Randwertproblem 16st, rechnet man analog wie im

Beweis von Satz|6.2.12/ nach (Ubung).

q.e.d.

Das obige Lemma [6.4.1]ist natiirlich ein direktes Gegenstiick zu Lemma [2.1.8] welches wir
in Kapitel 2| verwendet haben, um mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f fiir Anfangswertprobleme zu
beweisen. Ahnliches werden wir nun fiir spezielle Randwertprobleme ebenfalls tun.

Satz 6.4.2. Sei F' : [0,1] x R — R eine stetige Funktion, die einer globalen Lip-
schitzbedingung

|F(z,y) — F(z,9)] < Lly — g

mit einer Lipschitz-Konstante L < w2 ~ 9.869604... geniige. Dann besitzt das Rand-
wertproblem

y'=F(z,y), y(0)=y(1)=0

genau eine Lisung.

Beweis. In Beispiel [6.2.13 genauer in haben wir bereits die Green’sche Funktion
fiir ein sehr dhnliches Randwertproblem bestimmt. In diesem Fall liefert Satz [6.2.12] die
Green’sche Funktion

Hieraus erhalten wir, dass

1 x 1
/|g(:c,t)dt:(1—x)/ tdt+x/ 1—tdt:%(:v—x2)§
0 0 T
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Auf dem Banach-Raum %([0,1]) mit der Maximumsnorm || - ||» (vgl. Definition [2.1.2))
finden wir somit, dass der Operator

T %(0,1) > 2(0,1)), fr / G(O)F(t, f(1))dt

fiir stetige Funktionen f, g : [0,1] — R die Abschétzung

I7(5) = Tl)ll < SIF(E F0) = Flt, 96 oo < 117 ol

erfiillt.

Der Operator T ist also fiir L < 8 eine Kontraktion, also folgt nach dem Banach’schen
Fixpunktsatz, dass er genau einen Fixpunkt besitzt. Nach Lemma [6.4.1] ist dieser
Fixpunkt somit die eindeutige Losung des Randwertproblems. Somit folgt die Behauptung
fir L < 8.

Um die Behauptung fiir L < 72 zu erhalten, betrachten wir den Raum

B = {fE‘K([O,l]) 2| flls := sup M<oo}

O<z<1 Sin(']T.T)

Wir bemerken nun, dass der Raum % mit der modifizierten Norm | - || ein Banach-Raum
ist (Ubung). Fiir f, g € £ gilt nun die Abschétzung

[F'(t, f(t) = F(t,g@)] < LI f(t) — g(t)] < L||f — gl| sin(t),
also folgt

(T(f) = T(9)) ()| < LIS — gl / G, )| sin(mt)dt.

Setzen wir w(z) = fol |G(x,t)| sin(wt)dt, so folgt wegen G(x,t) < 0 fiir alle z,t € [0, 1] aus
Satz [6.2.12 dass w die eindeutige Losung des Randwertproblems

w" = —sin(rz), w(0)=w(l)=0

ist, also gilt, wie man sofort nachrechnet, w(z) = sin(rx)/m%. Wir erhalten also die
Abschéatzung

(T() = T(6)(@)] < 5117 gl sin(mr),

also folgt durch Division durch sin(7x)

L
IT() = T < —I1f = .

Auf dem Banach-Raum 2 ist der Operator T somit eine Kontraktion, sofern L < 7 gilt,
also folgt die Behauptung des Satzes genau wie zuvor aus dem Banach’schen Fixpunkt-
satz und Lemma [6.4.1]

q.e.d.

Das folgende Beispiel illustriert, dass die Schranke 72 in Satz im Allgemeinen nicht
verbessert werden kann.
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Beispiel 6.4.3. (i) Wir betrachten das Randwertproblem

y' = -7y, y(0)=y(1)=0.

Die rechte Seite ist offenbar stetig und erfiillt eine Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-
Konstante 72.

Die Differentialgleichung ist offenbar eine homogene lineare Differentialgleichung 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Nach Satz ist jede Losung der Diffe-
rentialgleichung von der Form

f(x) = ¢y cos(mzx) + cosin(mz)

fir ¢1,cy € R. Aus der Bedingung y(0) = 0 ergibt sich sofort ¢; = 0, jedoch erfiillt
f(z) = cysin(mx) offenbar fiir alle o € R beide Randbedingungen, Das Randwert-
problem hat also unendlich viele Losungen.

Auf dhnliche Weise konnen wir auch das Randwertproblem
y'=-m(y+1), y0)=y(1)=0

betrachten. Hier haben wir es mit einem inhomogenen, linearen Differentialgleichung
2. Ordnung zu tun. Die konstante Funktion fy(z) = —1 16st offenbar die Differenti-
algleichung, also ist nach (i) jede Losung von der Form

f(z) = =14 ¢ cos(mx) + ¢y sin(mz).
Aus der Bedingung y(0) = 0 ergibt sich somit ¢; = 1. In # = 1 ergibt sich dann aber
f(l)=—1+cos(m)=—-2#0

fiir jeden beliebigen Wert von c,. Die zweite Randbedingung kann also nicht erfiillt
sein, so dass dieses Randwertproblem keine Losung besitzt.

6.4.2 Der Fixpunktsatz von Schauder und Anwendungen auf

Randwertprobleme

Wir fiithren zunéchst einige Begriffe aus der Funktionalanalysis ein, die wir bend6tigen,
um Fixpunktsatz von Schauder zu formulieren. Zunéchst verallgemeinern wir den Begriff
der gleichgradigen Stetigkeit (vgl. Definition von Funktionenfolgen auf beliebige
Mengen stetiger Funktionen.

Definition 6.4.4. Sei I C R ein kompaktes Intervall und D C %,,(I) eine beliebige
Menge stetiger Funktionen I — R™ und sei xy € I. Weiter bezeichne || - || eine
beliebige Norm auf R™. Dann heifit D gleichgradig stetig in x, falls fiir jedes
e > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle z € I mit |z — x| < § und f € D folgt,
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dass || f(z) — f(zo)|| < € gilt. Ist D in jedem Punkt gleichgradig stetig, so nennen
wir D gleichgradig stetig auf I.

Bemerkung 6.4.5. Wie man sich ohne Schwierigkeiten tiberlegt, kann man in der Defi-
nition von €, (I) statt Funktionen I — R™ ebenso gut Funktionen I — C™ zulassen, ohne
dass sich an irgendwelchen der bekannten Aussagen etwas dndert. Im Folgenden werden
wir beide Mdglichkeiten nicht streng auseinanderhalten.

Wir wollen zudem die folgenden Begriffen einfiithren bzw. wiederholen.

Definition 6.4.6. Sei (X, || -||) ein Banach-Raum und D C X eine Teilmenge.

(1) D heifit (folgen-)kompakt, falls jede Folge (z,), aus Elementen in D eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in D besitzt.

(ii) D heiBt relativ kompakt, falls der Abschluss D von D in X kompakt ist.

(#7¢) Eine Abbildung T': D — X heifit kompakt in D, falls ihr Bild T'(D) relativ
kompakt ist.

(iv) D heiBt konvex, falls fiir z,y € D und A € [0, 1] auch Az + (1 —\)y € D gilt.

Im Folgenden benétigen wir das folgende Resultat, welches ein niitzliches Kriterium
fiir relative Kompaktheit liefert. Es handelt sich hierbei im Wesentlichen um eine Verall-
gemeinerung des Satzes von Arzela-Ascoli

Satz 6.4.7. Sei I C R ein kompaktes Intervall. Eine Menge D C €,,(I), wobei wir
©,(I) mit der Mazimumsnorm || - ||« als Banach-Raum verstehen (vgl. Proposi-
tion , 15t genau dann relativ kompakt, wenn sie beschrinkt und gleichgradig
stetig st.

. J

Beweis. (Skizze) Sei zunéchst D relativ kompakt. Man sieht leicht ein, dass D dann auch
beschrénkt ist. Ansonsten gidbe es ndmlich eine unbeschrankte Folge (f,), in D, welche
dann keine konvergente Teilfolge enthalten kann, was ein Widerspruch zur Kompaktheit
von D ist.

Weiter gibt es eine abzéhlbare, dichte Teilmenge von D, also eine Folge (f,,)n, so dass
fir jedes e > 0 gilt D C U, B:(fs). Da D aber relativ kompakt ist, besitzt die Folge
(fn)n eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert f* € D. Diese ist aber eine Cauchy-Folge,
d.h. alle bis auf endlich viele der Folgenglieder f, in der Teilfolge liegen in B.(f*). Uber
ein Diagonalfolgenargument (vgl. Schritt 2 im Beweis zum Satz von Arzela-Ascoli
erhilt man dann, dass man fiir jedes € > 0 die Menge D mit endlich vielen e-Kugeln
iiberdecken kann.

Sei nun ¢ > 0. Dann gibt es endlich viele fi,..., f, € D, so dass D C |J;", Be/s(f;)
gilt. Da jedes f € D auf I gleichméfig stetig ist, existiert fiir jedes f; ein §; > 0, so dass
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| fi(z) — fi(y)|| < /3 fir alle z,y € I mit |z —y| < ¢; gilt. Sei nun 6 = min;{é;} und
f € D beliebig und i so, dass || f — fill < /3 gilt. Fiir |z — y| < ¢ folgt dann

|f(@) = fW)l < [f (@) = fi(x)] + | filz) = fily)| + | fily) = f(y)] <e.
Somit ist D wie behauptet gleichgradig stetig.

Die Riickrichtung, dass aus Beschranktheit und gleichgradiger Stetigkeit relative Kom-
paktheit folgt, ist nichts als eine direkte Umformulierung des Satzes von Arzela-Ascoli[2.2.3|

q.e.d.
Wir formulieren nun, erneut ohne Beweis, den Fixpunktsatz von Schauder, welchen

wir im Anschluss fiir den Beweis eines Existenzsatzes zur Losung von Randwertproblemen
verwenden wollen.

Satz 6.4.8 (Fixpunktsatz von Schauder). Sei (X, | -||) ein Banach-Raum und
D C X konvex und abgeschlossen. Ist dann die Abbildung T : D — X stetig und
kompakt, so existiert mindestens ein Fizpunkt von T, also ein x € D mit T(x) = x.

Bemerkung 6.4.9. Aus dem Fixpunktsatz von Schauder erhdilt man einen recht kurzen
Beweis des Existenzsatzes von Peano den wir zuvor mit elementareren Methoden
bewiesen haben. Allerdings ist der Beweis fiir den Schauder’schen Fizpunktsatz selbst recht
aufwendig.

Wir kommen nun zum angekiindigten Existenzsatz. Wir verwenden die gleichen Be-
zeichnungen wie in Abschnitt vgl. insbesondere Definition [6.3.1

Satz 6.4.10 (Existenzsatz). Sei I = [xg,x1] und A : I — C™™ stetig. Weiter
seien By, By € C™*" sowie n € C" gegeben und wir setzen fiir eine Funktion y :
I — C" R(y) = Boy(xo) + Byy(zy).

Ist F': [ x C" — C" stetig und beschrinkt und gibt es ein Fundamentalsystem von
Losungen f1, ..., fn der homogenen linearen Differentialgleichung

y' = A(z)y
mit det R(f1, ..., fn) # 0, so besitzt das Randwertproblem
y =A@y + Fz,y), R{y)=n (2)

mindestens eine Losung.

\. .

Beweis. Es folgt sofort aus Lemma ist eine Funktion f € ¢*(I) genau dann eine
Losung von ([2) ist, wenn f ein stetiger Fixpunkt des Operators

T:6,(1) — %6,(I), g— /g(-,t)F(t,g(t))dt
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ist. Hierbei bezeichnet G : I x I — C™™ die Green’sche Funktion aus Satz [6.3.4]

Wir zeigen zunéchst, dass T eine kompakte Abbildung ist. Nach Voraussetzung ist
die Funktion F' beschrinkt, gleiches gilt fiir A und G (da letztere (stiickweise) stetige
Abbildungen aus den kompakten Mengen [ bzw. I x [ sind), sagen wir || f|], [|A]], |G| < ¢
fiir ein ¢ > 0.

Sei nun g € %,(I) beliebig und h = T'(g). Dann folgt nach Definition von T

Ih(@)]] = 1T (g)(2)|] < ¢*(z1 — o) =2 c1. (3)
Weiterhin folgt wegen Satz (1) (b), dass h differenzierbar ist und es gilt
W = Aw)h + Flz,g()),
also folgt
1P/ (@)]] < cer+ ¢ =t ca. (4)

Wir haben also mit gezeigt, dass ||T(g) |l < ¢ gilt, die Menge T(%,(1)) ist also
beschrankt, und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt aus , dass die
Menge T'(%,(1)) gleichgradig stetig ist. Nach Satz[6.4.7]ist T'(¢'(I)) daher relativ kompakt,
also T wie behauptet eine kompakte Abbildung.

Wir zeigen nun noch, dass T stetig ist. Auf jedem Kompaktum [ x K; mit K; =
{y € C" : |ly|| < d} und d > 0 ist die Funktion F' gleichméBig stetig, also gibt es zu
jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle y,§ € Ky mit ||y — g|| < § und = € [ folgt,dass
|F(z,y) — F(z,7)ll < = gilt.

Es folgt also fiir beliebige g, h € €,(I) mit ||g|lco, [[Plle < d und [|g — Al < ¢ folgt
somit

1T(g) = T(h)lloe < ec(z1 — o).

Da d > 0 beliebig war folgt also, in der Tat, dass der Operator T stetig ist.

Der Operator T : 6,,(I) — €, (I) ist also kompakt und stetig und %,,(1) ist offensicht-
lich abgeschlossen und konvex, also folgt nach dem Schauder’schen Fixpunktsatz [6.4.8],
dass T" wenigstens einen Fixpunkt hat. Daher hat auch das Randwertproblem wenig-
stens eine Losung.

q.e.d.

Bemerkung 6.4.11. Im Gegensatz zum Banach’schen Fizpunktsatz[2.1.7, den wir zum
Beweis des Erxistenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindeldf verwendet haben, ga-

rantiert der Schauder’sche Fizpunktsatz nur die Existenz, aber nicht die Findeutigkeit
eines Fixpunktes, so dass wir in Satz keine Findeutigkeit der Losung erhalten.
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Anhang A

Grundlagen aus der Analysis

In diesem Kapitel geben wir einige grundlegende Sétze und Definitionen an, die aus den
Vorlesungen Analysis I und II bekannt sein diirften. Diese Auflistung erhebt keinerlei An-
spruch auf Vollstandigkeit, sie soll lediglich als Unterstiitzung dienen. Insbesondere geben
wir viele Resultate der besseren Lesbarkeit wegen in der einfachsten Form wieder, wenn
sie sich auf offenkundliche Weise Verallgemeinern lassen: den Begriff der stetigen Funktion
definieren wir etwa nur fiir reelle Funktionen, da die Verallgemeinerung auf Funktionen
in mehrerer Variablen fast genauso lautet. In Appendix werden die Félle von einer
und von mehreren Variablen getrennt behandelt und auch einige andere Aussagen lassen
sich nicht ohne Weiteres verallgemeinern. Beweise und Beispiele fiir die jeweiligen Begriffe
und Resultate findet man in jedem Lehrbuch zur Analysis.

A.1 Folgen

A.1.1 Zahlenfolgen

s ~

Definition A.1.1. (i) Eine Funktion a : N — R, n — a, nennen wir eine Folge
reeller bzw. komplexer Zahlen. Wir schreiben diese meist als Tupel (a;,)nen
oder auch kurz (ay,)n.

(77) Eine reellwertige Folge (ay,), heift monoton wachsend (bzw. fallend), falls
fir alle n € N die Ungleichung a,, < a,+1 (bzw. a, > a,41) erfillt ist. Gilt
sogar jeweils die strikte Ungleichung a,, < a,41 (bzw. a, > a,11, SO nennen
wir die Folge streng monoton wachsend bzw. fallend.

(73i) Sei (ny)x eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen und (a,,),
eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann heifit (a,, ), eine Teilfolge
von ().

193
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Definition A.1.2. (i) Sei (a,), eine Folge reeller Zahlen. Existiert ein M € R,
so dass fiir alle n € N gilt a,, < M (bzw. a, > M), so heifit die Folge (a,)n
nach oben bzw. nach unten beschrinkt. Ist (a,), sowohl nach oben als
auch nach unten beschrinkt, so nennen wir die Folge beschrinkt.

(73) Ist (a,), eine Folge komplexer Zahlen, so heifit die Folge beschrinkt, falls
die reelle Folge (|a,|), beschrénkt ist.

Definition A.1.3. (i) Eine Folge (a,), heiit konvergent gegen einen Grenz-
wert a € R (bzw. a € C), falls zu jedem € > 0 ein N = N(¢) € N existiert, so
dass gilt

la, —a| < e fiir allen > N.

Wir schreiben dann

lim a,, = a.
n—oo

(74) Eine Folge (ay,), heift Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0ein N = N(¢) € N
existiert, so dass gilt

| — an| < e fiir alle m,n > N.

Satz A.1.4. Sei (ay), eine Folge reeller oder komplexer Zahlen.
(1) Ist (an)n eine Cauchy-Folge, so ist sie konvergent.

(13) Ist (an), monoton wachsend und nach oben beschrinkt (bzw. monoton fallend
und nach unten beschrinkt), so ist (ay), konvergent.

(i73) Ist (ayn)n konvergent mit Grenzwert a, so konvergiert auch jede Teilfolge (an, )
gegen denselben Grenzwert a.

Satz A.1.5. Sei (a,), eine beschrinkte Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann
existiert eine konvergente Teilfolge (ay, )r. (Satz von Bolzano- Weierstrass)
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A.1.2 Funktionenfolgen

Definition A.1.6. Sei I C R ein Intervall und fiir jedes n € N sei f,, : I — R eine
Funktion. Dann nennen wir das Tupel (f,,), eine Funktionenfolge.

Definition A.1.7. Sei (f,), eine Folge von Funktionen f, : I — R.

(1) Wir sagen, dass die Folge (f,), punktweise gegen eine Funktion f: 7 — R
konvergiert, falls fiir jedes x € I die Zahlenfolge (f,(x)), konvergent ist mit
Grenzwert f(x), falls also fiir jedes ¢ > 0 und jedesz € [ ein N = N(g,z) € N
existiert, so dass gilt

|fu(z) — f(z)] <e firallen> N.

Wir schreiben dann
lim f, = f.
n—oo

(7i) Wir sagen die Folge (f,), konvergiert gleichmiflig gegen eine Funktion f :
I — R, falls fiir alle ¢ > 0 ein N = N(¢) € N existiert, so dass gilt

|fu(z) — f(z)] <e furallen> N, z € I.

A.2 Reelle Funktionen

Definition A.2.1. Seien I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Wir
nennen f monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls fiir z < y € I stets
f(z) < f(y) (bzw. f(z) > f(y)) gilt. Gilt sogar die strikte Ungleichung f(z) < f(y)
(bzw. f(z) > f(y), so nennen wir f streng monoton wachsend bzw. streng
monoton fallend).

Definition A.2.2. Sei D CR und f: D\ {z} — R eine Funktion, wobei zo € D
gelte und wir xy = +00 zulassen.

(7) Falls fiir jede Folge (x,), aus D \ {zo}, die gegen z konvergiert, die Folge
(f(zn))n gegen denselben Grenzwert y € R konvergiert, so sagen wir der
Grenzwert von f(z) fiir ¢ — xg ist y, in Zeichen

lim f(z) =y.

T—rxo
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(17) Gilt fiir jede Folge (z,,), aus D \ {zo} mit x, < zy (bzw. z, > x,) fiir alle n,
die gegen xy konvergiert, dass die Folge (f(x,)), gegen denselben Grenzwert
y € R konvergiert, so nennen wir y den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen)
Grenzwert von f(z) fir x — x, in Zeichen

lim f(z) =y bzw. lim f(z)=y.

x o T\To

A.3 Topologische Grundbegriffe

Definition A.3.1. Sei D C R eine Menge.

(1) Die Menge D heifit offen, falls zu jedem 2y € D ein € > 0 existiert, so dass
die e-Umgebung

B.(xg) ={z €R : |z —x¢| < €}
ganz in D enthalten ist, B.(z¢) C D.

(1) Die Menge D heifit abgeschlossen, falls R\ D offen ist, falls also zu jedem
xo ¢ D ein € > 0 existiert, so dass B.(xo) N D = () gilt.

(17i) Existiert ein M > 0, so dass |z| < M fiir alle z € D gilt, so nennen wir die
Menge D beschrinkt.

(iv) Die Menge D heifit kompakt, falls sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Definition A.3.2. Sei D C R.

(i) Sei x € D. Existiert ein € > 0, so dass B-(z) C D gilt, so nennen wir x einen
inneren Punkt von D. Die Menge aller inneren Punkte von D bezeichnen
wir mit D°.

(73) Sei x € R. Wir nennen z einen Randpunkt von D, falls fiir alle ¢ > 0
sowohl B.(z) N D # ) als auch B.(z) N (R \ D) # 0 gilt. Man beachte, dass
ein Randpunkt von D nicht selbst in D zu liegen braucht. Die Menge 0D
aller Randpunkte von D nennen wir den Rand von D und die Vereinigung
D UOD =: D nennen wir den Abschluss von D.

(i73) Sei x € D. Existiert ein € > 0, so dass der Schnitt B.(z)N D nur endlich viele
Elemente hat, so nennen wir x einen isolierten Punkt von D.
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Definition A.3.3. Sei D C R und 7' C D. Wir nennen T dicht in D, falls T = D
gilt oder dquivalent, falls es zu jedem x € D eine Folge (z,,), aus T gibt, die gegen
x konvergiert.

Satz A.3.4. Sei D C R.

(1) Die Menge D ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge (x,), mit
Tn € D fir alle n € N qilt, dass lim,, ..z, € D, sofern der Grenzwert
existiert.

(1) Die Menge D ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (x,), aus D eine
konvergente Teilfolge besitzt. (Folgenkompaktheit)

(14i) Die Menge D ist genau dann kompakt, wenn fir jede Familie von offenen
Mengen A,, a € I eine beliebige Indexmenge, die D iiberdecken, also

D¢ A,

acl

endlich viele Mengen A,,, ..., Aq,, o € I, existieren, so dass schon

k
DC U A,
j=1

gilt. Kurz gesagt enthilt jede offene Uberdeckung von D eine endliche Teiliiber-
deckung. (Satz von Heine-Borel)

Definition A.3.5. (i) Eine Menge D C R heifit zusammenhingend, falls fol-
gende Eigenschaft erfiillt ist: Sind A, B abgeschlossene Mengen mit D C AUB,
so folgt stets AN B # ().

(7i) Eine offene, zusammenhéngende Menge D C R”™ heifit ein Gebiet.

A.4 Stetigkeit
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Definition A.4.1. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Dann heifit f stetig
im Punkt xy € D, falls fiir alle ¢ > 0 ein § = d(e,zg) > 0 existiert, so dass gilt

|f(z) — f(xo)| < e fiir alle z € D mit |z — zo| < 0.

Ist f in jedem Punkt von D stetig, so sagen wir f ist stetig auf D.

Definition A.4.2. Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Wir nennen f
gleichmiBig stetig auf D, falls fiir jedes ¢ > 0 ein 6 = d(¢) > 0 existiert, so dass
gilt

|f(z) — f(y)] <e firallez,y € D mit |z —y| < 0.

Satz A.4.3. Set D C R und f : D — R eine Funktion, sowie xq € D. Die Funktion
f ist genau dann stetig in xo, wenn fir jede konvergente Folge (x,), mit x, € D
fir alle n € N und lim,,_, x, = xo die Folge (f(x,))n gegen den Grenzwert f(xo)
konvergiert. (Folgenstetigkeit)

Satz A.4.4. Sei D C R eine kompakte Menge und f : D — R stetig auf D. Dann
qgilt:

(1) Die Funktion f ist auf D gleichmdflig stetig.

(i3) Die Funktion f nimmt in D ihr Minimum und ihr Maximum an, d.h. es
existieren Toin, Tmaz € D, so dass fiir alle x € D die Ungleichung

f(ajmm) S f(l') S f(xma;r)

erfillt ist.

Satz A.4.5. Seien a <b € R und f : [a,b] = R eine stetige Funktion.
(1) Sei f(a) < f(b) (bzw. f(a) > f(b)). Dann existiert fir jedes y € [f(a), f(b)]
(bzw. y € [f(b), f(a)]) ein x € [a,b] mit f(z) =y, also nimmt f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an. (Zwischenwertsatz)

(17) Gilt f(a) - f(b) < 0, haben f(a) und f(b) also verschiedene Vorzeichen, so
hat f im Intervall (a,b) eine Nullstelle, es existiert also ein x € (a,b) mit
f(z) = 0. (Nullstellensatz von Bolzano)
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Satz A.4.6. Sei (f,), eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdfSig gegen eine
Grenzfunktion f konvergiert. Dann ist auch die Funktion f stetig.

A.5 Differential- und Integralrechnung

A.5.1 Funktionen in einer Variablen

Definition A.5.1. Sei D C R offen und f : D — R eine Funktion.

(1) Sei zp € D. Wir nennen f differenzierbar in z, falls der Grenzwert

T M — lim flzo+ h) — f(xo)

T—T0 T — Xo h—0 h

existiert. Diesen nennen wir auch den Differentialquotienten in zy und
bezeichnen den Grenzwert mit f'(xp). Ist f in jedem Punkt von D dif-
ferenzierbar, so sagen wir, dass f auf D differenzierbar ist. Die Funktion
f"+ D — Rz — f'(x) nennen wir dann die Ableitung von f. Ist f’ als
Funktion auf D stetig, so heifit f stetig differenzierbar.

(ii) Sei wo € D. Existiert der einseitige Grenzwert

f(z) = f(x0) ~ lim f(zo+h) — f(xo)

!
xl/‘rgo T — Zg h 0 h

bzw. )
lim f(z) — f(z0) — lim fzo+ )_f(ﬂﬂo),
28 \ R T — X h\0 h,

so nennen wir f in x, einseitig differenzierbar.

Lemma A.5.2. Seien f,g: I — R differenzierbare Funktionen und o € R. Dann
qgilt:

(i) f+ ag ist differenzierbar und es gilt (f + ag) = f'+ ag'.
(13) fg ist differenzierbar und es gilt (fg)' = f'g + f¢' (Leibniz-Regel).

(23i) Ist g(I) C I, so ist f o g differenzierbar und es gilt (f o g) = flog-g
(Kettenregel).
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Satz A.5.3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a < b € R und
f i [a,b] = R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert ein xq € (a,b), so

dass gilt
£(b) ~ f(a)

flwo) = b—a

Satz A.5.4 (Monotoniekriterium). Seien a < b € R und f : [a,b] — R stetig
und auf (a,b) differenzierbar.

(1) Die Funktion f ist auf [a,b] genau dann monoton wachsend (bzw. monoton

fallend), wenn fir alle © € (a,b) f'(x) >0 (bzw. f'(xo) <0) gilt.

(17) Gilt f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0), so folgt, dass f auf [a,b] streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend ist). Die umgekehrte Folgerung ist im
Allgemeinen allerdings falsch.

Lemma A.5.5. Sei [ C R ein offenes Intervall und o € I. Weiter sei f : I — R

stetig und auf I\ {xo} differenzierbar. Ezistieren die beiden einseitigen Grenzwerte

m xo differenzierbar.

und stimmen diese tiberein, so ist f auch

Definition A.5.6. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und a =: zy <
r1 < ... < zy = b beliebige Stiitzstellen im Intervall [a, b]. Dann nennen wir

N

s(f, o, 1, .., TN) = Z(ﬂ% — ;1) inf  f(z)

i—1 xe[xi_l,xi]

die zu den Stiitzstellen zg, x4, ..., xn gehdrige Untersumme von f und

N
S(f,z0, 21, n) = » (i —wi1) sup  f(x)
=il :L‘E[xi,l,xi]

die entsprechende Obersumme. Existieren sowohl das Infimum der Untersummen
iiber alle Zerlegungen des Intervalls [a, b] und entsprechend auch das Supremum der
Obersummen und stimmen diese iiberein, so nennen wir die Funktion f auf [a, 0]
(Riemann/Darboux)-integrierbar und bezeichnen den Wert des Infimums bzw.

Supremums mit
b
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Satz A.5.7. Sei f : [a,b] — R stetig.

(i) Dann existiert fir jedes x € [a,b] das Integral [T f(t)dt. Weiterhin ist die
Funktion

F:lab >R Fx /f

auf (a,b) stetig differenzierbar und es gilt

(13) Fliir jede Funktion F : [a,b] — R mit F'(x) = f(x) gilt

/ f(@)dz = F(b) - F(a).

Lemma A.5.8. Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt:
P) fff( )+ ag(z dx—f f(x dx—l—ozf:g(x)dx

(i) fff(m)g’(m)dx = [f( f f(x)g(z)dx (partielle Integraltion).

(i33) Ist g([a,b]) C [a,b], so gilt fj f(g(x))g (x)dx = [42) f(y)dy (Substitutions-

regel).

Satz A.5.9. Sei (f,)n eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen auf einem
Intervall [a, b], die gleichmdfSig gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist auch f
Riemann-integrierbar und es gilt

lim fn )da = / f(z
n—oo

. J

A.5.2 Funktionen in mehreren Verianderlichen

Definition A.5.10. Sei U C R offen, || - || eine beliebige Norm auf R™ und f :
U — R eine Funktion und a = (ay, ..., a,)" € U.

(i) Existiert fiir ein i € {1,...,n} der Grenzwert

1 f(al, ey i1, Q4 =< ]’L, Ait1y---y an) — f(al, soog U5 cooy an)
0 h ’
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so nennen wir f in x; partiell differenzierbar und bezeichnen den obigen
Grenzwert mit

O, f(a).
(77) Existiert eine lineare Funktion A : R™ — R, so dass

(et h) = f(a) = AW

h—0 h =

gilt, so heilt f in a total differenzierbar.

Satz A.5.11 (Satz von Schwarz). Sei fiir eine offene Menge U C R" f: U —
R in allen Variablen zweimal partiell diffenzierbar und fir alle 1 < 1,5 < n sei
02,0., f : U — R stetig. Dann ist f auf U total differenzierbar und es gilt

A.6 Potenzreihen und Taylor-Entwicklungen

Satz A.6.1. Sei f : [a,b] = R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion
und xo € (a,b).

(i) Dann gilt fir alle x € [a,b]

f/l (xo)

+f(n) (z0)
2! ’

n!

(&) = f o)+ (wo) (w—x0)+ (z—20)*+.. (2—=20)"+Rn(f, 0; )

mit R, (f,xo;x) = [ =" D) (1) ds.

o n!

(17) (Lagrnage-Restglied) Fir jedes x € |a,b] existiert ein £ zwischen xy und x

mit
.f(nJrl) (5) )n+1
(n+ 1! '

Rn(fu Lo, .T) =

(x — xq

Definition A.6.2.
Fiir eine Zahlenfolge (a,)n>0 und zp € R heifit der Ausdruck

o0
Z an(x — x0)"
n=0
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eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x,.

Satz A.6.3 (Formel von Cauchy-Hadamard). Sei Y a,(z — z¢)" eine Po-
tenzreihe und definiere

p = limsup
n—oo A, |an|

mit der Vereinbarung, dass wir hier 1/0 := oo und 1/00 := 0 auffassen.

(1) Dann konvergiert die Potenzreihe fir alle x € (xg — p,xo + p) absolut
gleichmdf$ig und definiert dort eine unendlich oft differenzierbare Funktion
f. Es gilt dann

£(@) = 30+ Dag (@ — zo)",

wobei diese Potenzreihe auf dem gleichen Intervall absolut gleichmdf$ig kon-
vergiert.

(17) Fir |z — xo| > p ist die Reihe divergent, und fir |v — xo| = p kann keine
allgemeine Aussage getroffen werden.

Satz A.6.4 (Cauchy-Produkt). Seien Y~ a,(z — x0)" und > 7 by(x — zo)"
zwet Potenzrethen mit demselben Entwicklungspunkt xoy und Konvergenzradien p,
und py. Dann ist auch das Produkt der so definierten Funktionen als Potenzreihe
Yoo o Cn( — x0)™ darstellbar, wobei

n
Cn = § ambnfm
m=0

gilt, mit Konvergenzradius mindestens min{py, po} darstellbar.

Satz A.6.5 (Identitdtssatz). Seien f(z) = > an(x — x9)" und g(z) =
Yoo gbn(z — o)™ zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius und inner-
halb des Konvergenzradius gelte f(x) = g(x) auf einer nicht-diskreten Teilmenge
des Konvergenzintervalls. Dann gilt a, = b, fir alle n und f(x) = g(z) fir al-
le x im Konvergenzintervall. Insbesondere ist die Potenzreihen-Entwicklung einer
Funktion, sofern sie existiert, eindeutig bestimmit.
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Anhang B

Grundlagen aus der linearen Algebra

Neben Vorkenntnissen aus der Analysis erfordert das Studium der Differentialgleichungen
auch einige Kenntnisse im Bereich Lineare Algebra. Einige grundlegende Definitionen
und Sétze werden daher in diesem Kapitel zum Nachschlagen angegeben, wobei v.a. im
Abschnitt Appendix ein eher pragmatischer Ansatz gewéhlt wird. Weitere Details,
Beispiele, Beweise, etc. finden sich in jedem Lehrbuch zur Linearen Algebra bzw. den
entsprechenden Vorlesungsskripten.

B.1 Vektorrdume, lineare Abbildungen und Matri-
zen

Definition B.1.1. Sei K ein Korper (etwa K = R oder K = C). Eine nicht-leere
Menge V' mit Abbildungen

+:VxV =V (v,w)»v+w (Summe)

und
K xV =V, (q,v) »a-v (skalare Multiplikation)

heiit ein Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum, falls folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(¢) Fir alle u,v,w € V gilt u+ (v+w) = (u+v) + w.
(73) Fiir alle v,w € V gilt v + w = w + v.

(77i) Es existiert ein Element 0 € V mit 0+ v = v fiir alle v € V.

Fiir alle v,w € V und a € K gilt av 4+ aw = a(v + w).

(v

)
)
(iv) Zu jedem v € V existiert ein Element —v € V mit v + (—v) = 0.
)
(vi) Fir allev € V und o, 8 € K gilt av + fv = (o + f)v und a(Bv) = (af)v.
)

(vii) Es gilt lv = v fir alle v € V.

205
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Eine Teilmenge U C V eines Vektorraum heifit ein Untervektorraum von V, falls
0 € U gilt und fiir alle u,v € U und a € K auch u+v € U und au € U gilt.

Definition B.1.2. Seien V,W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine Abbildung.
Wir nennen ¢ linear oder einen Homomorphismus von Vektorrdaumen, falls fiir
alle v,w € V und a € K gilt, dass

p(v+w) =) +p(w) und plav) = ap(v).

Ist V =W, so nennen wir ¢ auch einen Endomorphismus von V. Ist ¢ : V — W
bijektiv, so nennen wir ¢ einen Isomorphismus von Vektorrdumen.

Lemma B.1.3. Seien V,W K-Vektorrdaume.

(1) Fine Abbildung ¢ : V — W ist genau dann linear, wenn fir alle u,v € V und
a e K qilt
e(u+ av) = p(u) + ap(v).

(17) Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V — W gilt ¢(0) = 0.
(1ii) Sei ¢ : V — W linear. Dann ist
Kern(p) :={v eV : ¢(v) =0}
ein Unterraum von V' und

Bild(¢) :=={w e W : v eV mit p(v) = w}

ein Unterraum von W.

Definition B.1.4. Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Eine endliche Teilmenge {vy,...,v,} C V heiit linear abhingig, falls es
aq, ..., € K, nicht alle 0, gibt, so dass

o1+ ...+ apv, =0

gilt. Ansonsten heifit die Menge linear unabhéngig.
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(77) Eine unendliche Menge T" C V heifit linear unabhingig, wenn jede ih-
rer endlichen Teilmengen linear unabhéngig ist. Ansonsten heifit sie linear
abhingig.

(77i) Eine Menge B C V heifit ein Erzeugendensystem von V', falls fiir jedes
v € V endlich viele Elemente by, ...,b, € B und aq,...,a, € K existieren, so
dass

V= V1 + ... + U,

gilt.

(iv) Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V' heifit eine Basis von V.

Satz B.1.5. Jeder K-Vektorraum V besitzt eine Basis B[] Fiir jedes v € V gibt es
dann eindeutig bestimmte by, ...,b, € B und o, ...,a, € K mit

V= QU1 + ... + a,v,.

Gibt es eine endliche Basis B = {by,...,b,}, so hat jede Basis von V genau n Ele-
mente und wir nennenn die Dimension von V. Ansonsten ist jede Basis unendlich
und wir nennen wir V. unendlichdimensional.

2Gibt es ein endliches Erzeugendensystem von V', so ist dies ein Resultat der linearen Algebra,
ansonsten benotigt man hier das Auswahlaxiom bzw. das Lemma von Zorn.

Satz B.1.6. Seien V.W endlichdimensionale Vektorrdiume mit Basen B =
{b1, ..., b} bzw. C = {c1,...,cn} und ¢ : V. — W linear. Dann definiert die Abbil-
dung definiert durch

aq

n
V= Z Oéibi —
=1

einen Isomorphismus V= K™ (bzw. analog W = K™). Die Abbildung ¢ wird bei
dieser Identifikation durch die Abbildung

K" — K™, v+ Av.

Hierbet ist A € K™*" die Matriz mit Eintrdgen a;; wobei a;j definiert ist durch

m

p(bj) = Zaz’jci7 7=1..n.

=1

o7

Die Matrix A heifst dann die Abbildungsmatrix von o beziiglich der Basen B und
C.
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Definition B.1.7. Sei A € K™*" eine quadratische Matrix.

(i) A heiBt invertierbar, falls eine Matrix A=! € K™*" existiert mit
AAT ' =ATTA=1,.

Hierbei bezeichnet

1 0 0

-[n — O c Kan
0
0 0 1

die n X n-Einheitsmatrix.

(73) Die Menge aller invertierbaren Matrizen in K™*" heifit die generelle lineare
Gruppe vom Grad n iiber K,

GL,(K) :={A e K" : A invertierbar}.

Lemma B.1.8. (i) Fine Matriz A € K™ " ist genau dann invertierbar, wenn
thre Spalten linear unabhdngig sind.

(17) Eine Matriz A € K™ " ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbil-
dung
a: K" — K" v Av

ein Automorphismus ist.

B.2 Determinanten

Definition B.2.1. Die Determinante einer quadratischen Matrix A € K™*™ mit
Eintrégen a;; ist induktiv definitert iiber den Laplace’schen Entwicklungssatz:
Firn =1 gilt

det A=a;,

und fiir n > 1 gilt fiir jedes fest gewéhlte i € {1,...,n}

det A = Z(_I)H—jafij det A;;,
i
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wobei A;; € K=Ux(=1) die Matrix ist, welche durch Streichung der i-ten Zeile
und j-ten Spalte von A entsteht.

Satz B.2.2 (Leibniz-Formel). Sei A € K™*™ mit Eintrdgen a;;. Weiter bezeich-
ne S, die symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Gruppe aller bijektiven
Abbildungen oder Permutationen o der Menge {1,...,n} und sign(c) bezeichne das
Signum der Permutation: Jede Permutation o lisst sich als Produkt von Transpo-
sitionen, also Vertauschungen von genau zwei Elementen, schreiben. Ist die Anzahl
der dazu bendtigten Transpositionen gerade, so setzen wir sign(o) = 1, sonst —1.
Dann gilt
det A = Z sign(a)al,a(l) *c o lpo(n)-

O'GSn

Proposition B.2.3. FEs gelten die folgenden Rechenregeln fiir Determinanten.
(1) Fir A= (%) e K*? gilt

det A = ad — be.

(17) Fir A e K™ gilt
det A = det A",

wobei A die Transponierte von A bezeichnet, d.h. der (i, j)-te Eintrag von
A" st der (j,i)-te Eintrag von A.

(iti) Fir A, B € K™ gilt
det AB = det A - det B.

(iv) Ist A € K™™ eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz, gilt also fir die Fin-
trage von A a;; =0 firi > j (bzw. i < j), so gilt

det A = Ha”
i=1
(v) Fir Ae K™" B e K™™ und D € K™™ gilt

0 D

det (A B> =det A-det D.
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Satz B.2.4 (Cramer’sche Regel). Sei A € K™ und b € K™ beliebig.
(i) A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt.

(i1) Ist A invertierbar, so ist die eindeutig bestimmte Lésung des linearen Glei-
chungssystmes Ax = b gegeben durch v = (x4, ...,x,)" mit
det AA\“)
T, = )
det A

wobei A\Lb e K™ die Matrix ist, die aus A entsteht, indem man die i-te
Spalte von A durch b ersetzt.

(11i) Ist A invertierbar, so gilt

_ 1 :
AT = detAadJA’

wobei adj A die (klassische) Adjungierte von A ist, d.h. der (i,7)-te Eintrag
in adj A ist gegeben durch (—1)""7 det A;; mit A;; wie in Definition |B.2. 1]

B.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition B.3.1. Sei A € K™*". Dann heifit v € K™\ {0} ein Eigenvektor von
A zum Eigenwert \ € K, falls
Av = v

gilt.

Definition B.3.2. Sei A € K™*™,

(1) Das Polynom y4(X) := det(XI, — A) € K[X] nennen wir das charakteri-
stische Polynom von A.

(77) Das Minimalpolynom von A ist das normierte Polynom ps € K[X]\ {0}
vom kleinstmdoglichen Grad, so dass pa(A) = 0 gilt.

Satz B.3.3. Sei1 A €¢ K™=,

1. A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn xa(\) = 0 gilt.
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2. X € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn pa(\) =0 gilt.

3. v e K"\ {0} ist genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K,
wenn v € Kern(A — \IL,) \ {0} gilt. In diesem Fall nennen wir Kern(A — \1,,)
den Eigenraum von A zum FEigenwert \.

Definition B.3.4. 1. Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dhnlich bzw. kon-
jugiert, wenn eine invertierbare Matrix T' € GL,(K) existiert, so dass

TAT'=B
gilt.

2. Eine Matrix A € K™*" heifit diagonalisierbar, wenn A konjugiert zu einer
Diagonalmatrix ist.

Proposition B.3.5. Seien A, B € K™ konjugiert zueinander. Dann gilt:
(¢) Spur(A) = Spur(B),
(7i) det A = det B,
(@i1) xa(X) = x5(X),
() pa(X) = pp(X).

Insbesondere haben A und B dieselben Figenwerte.

Proposition B.3.6. Set A € K™,

(1) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von K™ gibt, die aus
Eigenvektoren von A besteht. Die Eintrige der Diagonalmatriz sind dann die
zugehorigen Eigenwerte von A.

(i) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn p(X) in verschiedene Linearfakto-
ren zerfdllt.

(i13) Ist K = R und A symmetrisch (also A = A™), so ist A diagonalisier-
bar. In diesem Fall kann man die Transformationsmatriz T so wdhlen, dass
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T-' =T git, d.h. T ist eine orthogonale Matriz. (Hauptachsentrans-
formation).

Definition B.3.7. Fir A € K und m € N definieren wir den m xm-Jordan-Block
Im(A) € K™ ™ zu X als

Satz B.3.8 (Jordan-Normalform). Sei A € C**". Wir schreiben
Xa(X) = (X =)™ - (X =A™,

wobei A1, ..., \i die verschiedenen Eigenwerte mit algebraischen Vielfachheiten
ay,...,ar von A seien. Weiter sei g; = dimKern(A — \;I,,) die Dimension des
Figenraums von A zum Figenwert \;, genannt seine geometrische Vielfachheit.
Dann gilt:

(i) Zu jedem Eigenwert A; von A existieren Jordan-Blocke Jm,,(Ni); - Jm, 5. (Ni)
mit my < ... < myg, und myq 4+ ...+ Mg = a;, so dass A dhnlich ist zur
Blockdiagonalmatrix

diag (Jml’l()\l), s Tomaiay ) g (A2 s Tomg o (/\k)) .

Diese Blockdiagonalmatrixz nennt man die Jordan-Normalform von A.

(11) Zwei Matrizen A, B € C"*" sind genau dann zueinander dhnlich, wenn Sie
zur selben Jordan-Normalform dhnlich sind.

Proposition B.3.9. Sei A € C™" und die weiteren Bezeichnungen wie in
Satz[B.3.8.
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(i) Fiir £ > 0 sei dg(\;) := dim Kern(A — \;1,,)¢ die Dimension des Hauptrau-
mes der Stufe { zum FEigenwert \;. Firm > 1 ist die Anzahl der Jordanblicke
Jm(N;) der Grifle m x m in der Jordan-Normalform von A genau

2dm(>\i) - dm-i—l()‘) - dm—lo‘)-

(17) Ist m > 1 mazimal mit (X — X)) | pa(X), so hat der grifite Jordan-Block
zum Figenwert \; in der Jordan-Normalform von A die Grifie m x m.
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