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Vorwort

Das Ziel des Vorlesungszyklus Mathematik fiir Lehramtsstudierende ist es, angehenden
Lehrer*innen fiir das Fach Mathematik die Grundlagen dieses Faches zu vermitteln. Der
Vorlesungsstoff orientiert sich in etwa an den Vorlesungen Analysis I und II sowie Lineare
Algebra I und II, die von den Fachmathematiker*innen in den ersten zwei Semestern ihres
Studiums gehort werden, ist allerdings im Vergleich etwas reduziert.

Das vielleicht wichtigste Ziel dieser Vorlesung ist es, Sie an den im Vergleich zur Schu-
le doch etwas strengeren Aufbau der Mathematik zu gewohnen: Wéahrend in der Schule
oft das ,,Wie?“ im Vordergrund bei der Losung mathematischer Aufgaben steht und auf
ausfiihrliche Herleitungen und v.a. formale Beweise eher verzichtet wird, sollen insbeson-
dere in dieser Vorlesung moglichst alle Aussagen formal bewiesen werden. Dies ist das
Ziel der gesamten Mathematik: Aussagen iiber gewisse Objekte aus bekannten Aussagen
herzuleiten und iiber jeden Zweifel erhaben unwiderlegbar logisch zu beweisen. Dieser
Paradigmenwechsel fiihrt gerade in den Anfangssemestern eines Mathematikstudiums, in
welcher Form auch immer, leider oft zu Problemen, bei deren Bewiiltigung diese Vorlesung
helfen soll.

Ein zweites, ebenfalls sehr wichtiges Ziel dieser Vorlesung ist es, Sie fachlich auch
auf weiterfithrende Vorlesungen in der Mathematik vorzubereiten, die Sie im Laufe Thres
Studiums belegen miissen bzw. konnen, wie etwa Algebra, Differentialgeometrie, Diffe-
rentialgleichungen oder Funktionentheorie, um nur einige zu nennen. Wahrend zumindest
in der Mathematik fiir Lehramtsstudierende I einige Themen behandelt werden, die Sie
zumindest in Grundziigen aus der Schule kennen (etwa Differential- und Integralrech-
nung oder Vektorrechnung), geht es dort um Themen, die im Mathematikunterricht an
der Schule iiblicherweise nicht mehr behandelt werden. Dennoch ist es wichtig, sich als
angehende Lehrperson auch tiefer in die Materie einzuarbeiten, getreu dem Satz

,Es ist sehr traurig, wenn ein Lehrer nur das weif}, was er seinen Schiilern
beibringen soll. (]

So wird es z.B. im Laufe Ihrer Karriere moglicherweise vorkommen, dass Sie einige sehr
mathematikbegeisterte und begabte Schiiler*innen unterrichten, die sich, z.B. im Rahmen
einer Facharbeit oder einer AG oder dergleichen, fiir Stoff interessieren, der iiber den
iiblichen Schulstoff hinausgeht. Um solche Schiiler*innen verniinftig fordern zu koénnen,
ist es notig und wichtig, dass zukiinftige Lehrer*innen moglichst umfassend ausgebildet
sind. Das gilt iibrigens in jedem Fach, nicht nur in der Mathematik.

!Dasselbe gilt selbstverstindlich auch fiir Lehrerinnen bzw. Schiilerinnen.
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In der Vorlesung wird zunéchst an sich iiberhaupt kein konkreter Stoff aus der Schule
vorausgesetzt (hochstens in einigen Beispielen wird davon ausgegangen werden, dass Sie
eine ungefdhre Vorstellung davon haben, was etwa reelle Zahlen sind und wie man mit
ihnen umgeht).

Im ersten Teil der Vorlesung werden wir zunéchst einige Grundlagen erarbeiten, wie
die Sprache der Aussagenlogik und die (naive) Mengenlehre, sowie einige fundamentale
Grundbegriffe, die Ihnen im gesamten Studium immer wieder in irgendeiner Form begeg-
nen werden. Davon ausgehend werden dann die natiirlichen Zahlen zusammen mit dem
wichtigen Konzept der vollstdndigen Induktion eingefiihrt und daraus die Ihnen bekann-
ten Zahlbereiche (ganze, rationale, und reelle Zahlen) eingefiihrt. Vielleicht neu fiir Sie
wird dann eine weitere Zahlbereichserweiterung, die der komplexen Zahlen, sein, die Ihnen
ebenfalls im gesamten Studium immer wieder begegnen wird.

Im zweiten Teil behandeln wir das Themenfeld der Analysis, einem grofien Teilbereich
der Mathematik, der sich etwa mit Funktionen und ihren Eigenschaften befasst. Gewis-
sermaflen als Vorstufe befassen wir uns hierbei zunéchst mit Zahlenfolgen. Anschaulich
ist vermutlich den meisten klar, dass die Zahlen

1
n

DN | =
Wl
=] =

immer kleiner werden und der 0 immer ndher kommen, wenn man n ,,unendlich groff* macht.
Man sagt, dass die Folge gegen 0 konvergiert. Fiir dieses Beispiel mag diese Sichtweise
einleuchten, um allerdings formal korrekt und v.a. sinnvoll mit Folgen arbeiten zu kénnen,
miissen wir eine gute Definition fiir Konvergenz von Folgen finden. Diese werden wir da-
nach verwenden, um uns mit reellen Funktionen zu beschéftigen, insbesondere fithren wir
den Begriff der Stetigkeit ein. Manchmal wird dies in der Schule beschrieben als ,,man
kann den Funktionsgraphen durchzeichnen, ohne den Bleistift abzusetzen®. Es diirfte klar
sein, dass dies keine verniinftige, mathematische Definition ist, sondern héchstens eine
Anschauung, die, wie wir sehen werden, dem Begriff auch nicht vollig gerecht wird. Zum
Abschluss des analytischen Teils der Vorlesung befassen wir uns mit der Differential- und
Integralrechnung und fiithren insbesondere den Begriff der Ableitung und des Integrals for-
mal ein und leiten die Thnen vielfach bekannten Sétze wie den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sowie die bekannten Ableitungs- und Integrationsregeln formal her.

Im dritten Teil der Vorlesung beschéftigen wir uns dann mit einigen Grundlagen aus
der linearen Algebra, einem der absoluten Grundlagengebiete der Mathematik. Es gibt so
gut wie keine weiterfithrende Mathematikvorlesung, die ohne lineare Algebra auskommt.
Ausgehend von linearen Gleichungssystemen, die Ihnen ebenfalls aus der Schule bekannt
sein diirften, fiihren wir den abstrakten Begriff des Vektorraumes ein und kommen zu
einigen wichtigen Strukturaussagen. Zum Abschluss beschéftigen wir uns noch mit soge-
nannten linearen Abbildungen, also Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die die Vek-
torraumstruktur respektieren, einem Prototyp fiir diverse Konzepte, die Thnen in der
Vorlesung Algebra und den darauf aufbauenden Vorlesungen immer wieder unterkommen
werden.
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Diese Vorlesungsnotizen werden parallel zur Vorlesung angefertigt und woéchentlich
aktualisiert. Es sollte als Ressource zum Nachschlagen und Nachbereiten der Vorlesungs-
inhalte ausreichen, allerdings kann es auch nicht schaden, gelegentlich das eine oder andere
Lehrbuch zu Rate zu ziehen. Ohne irgendeinen Anspruch auf Vollstdndigkeit wéren etwa
folgende Titel empfehlenswert (manche davon sind im Netzwerk der Universitit zu Koln
frei als E-Book verfiigbar):

Zu Teil I: Grundlagen
e Helmut Koch, Finfihrung in die Mathematik, Springer-Verlag, 2004.

e Ingmar Lehmann und Wolfgang Schulz, Mengen — Relationen — Funktionen: Eine
anschauliche Einfiihrung, Springer-Verlag, 2016.

Zu Teil II: Analysis

e Otto Forster, Analysis 1: Differential- und Integralrechnung einer Verdnderlichen,
Springer-Verlag, 2015.

e Harro Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1, Vieweg + Teubner, 2009.

e Konrad Konigsberger, Analysis 1, Springer-Verlag, 2013.

Zu Teil III: Lineare Algebra

e Siegfried Bosch, Lineare Algebra: Ein Grundkurs mit Aufgabentrainer, Springer-
Verlag, 2021.

e Gerd Fischer, Lineare Algebra: eine Einfihrung fir Studienanfinger, Springer-Verlag,
2013.

Bitte beachten Sie, dass es nicht notwendig ist, eines oder gar alle dieser Biicher k&uflich zu
erwerben, sie sind in der Universitdtsbibliothek und in der Bibliothek des Mathematischen
Instituts verfiigbar.

Es ist, trotz eifriger Bemiihungen meinerseits, leider nicht auszuschliefien, dass dieses
Skriptum Fehler sowohl typographischer als auch mathematischer Natur enthélt. Entspre-
chende Hinweise bzw. Nachfragen zu eventuellen Unklarheiten sind jederzeit per E-Mail
(mmertens@math.uni-koeln.de) herzlich willkommen.

Koln, Oktober 2022, Michael H. Mertens


mailto:mmertens@math.uni-koeln.de
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Grundlagen






Kapitel 1

Aussagenlogik und Mengenlehre

1.1 Aussagen und Wahrheitstafeln

Die Sprache der Mathematik ist gewissermaflen die Logik, daher wollen wir uns zunéchst
mit einigen ihrer Aspekte auseinandersetzen.

Vor Allem beschéftigen wir uns mit Aussagen. Wir bezeichnen einen Satz als eine
Aussage, wenn wir ihm einen Wahrheitswert zuordnen konnen, wenn der Satz also
entweder wahr (W) oder falsch (F)) ist.

Beispiel 1.1. 1. Der Satz
Die Zahl 4 ist eine gerade Zahl.
ist eine wahre Aussage, der Satz
Die Zahl 4 ist eine Primzahl.
hingegen ist eine falsche Aussage.
2. Bei dem Satz
Koln ist die tollste Stadt der Welt.

handelt es sich NICHT um eine Aussage, da ihm kein (objektiver) Wahrheitswert
zugeordnet werden kann, denn es handelt sich um eine Meinung. Ebenso ist der Satz

Die Zahl 2 ist griin.
keine Aussage, da man ihm keinen sinnvollen Wahrheitswert zuordnen kann.

Wir bezeichnen Aussagen meist mit groflen lateinischen Buchstaben A, B, .... Hangt
der Wahrheitswert eines Satzes von einer Variable x ab, so sprechen wir von einer Aus-
sageform und schreiben dafiir meist A(x). Ein Beispiel wire etwa der Satz

Die Zahl x ist durch 3 teilbar.

11
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Fiir z = 6 erhalten wir eine wahre, fiir x = 7 eine falsche Aussage.

Seien nun A und B irgendwelche Aussagen.

e Die Verneinung oder Negation von A bezeichnen wir mit

-A

(lies ,,nicht A“).

Die Aussage = A hat genau den entgegengesetzten Wahrheitswert von A, d.h. wenn
A wahr ist, so ist = A falsch und umgekehrt.

e Die logische und-Verkniipfung der Aussagen A und B wird mit

ANDB

(lies , A und B*)

bezeichnet. Diese neue Aussage ist wahr, falls A und B beide wahr sind und sonst

falsch.

e Die logische oder-Verkniipfung der Aussagen A und B wird mit

AV B

(lies ,,A oder B*)

bezeichnet. Diese Aussage ist wahr, falls wenigstens eine (oder beide) der Aussagen
A und B wahr ist, und falsch, wenn beide Aussagen falsch sind.

Man kann das oben Beschriebene sehr kompakt und iibersichtlich in einer Wahrheitstafel

zusammenfassen.

Al -A
Wi F
F W

A| B |AANB A| B|AVB
W W w w W w
W | F F W | F w
W F F W w
F | F F F | F F

Beispiel 1.2. Mithilfe von Wahrheitstafeln lassen sich die Wahrheitswerte von zusam-
mengesetzten Aussagen gewissermaflen berechnen. Wie etwa fiir Aussagen A und B die
zusammengesetzten Aussagen —(AAB) und =AV B, wobei wir hier vereinbaren, dass die
Negation Prioritdt vor den Verkniipfungen A bzw. V hat, d.h. =A V =B ist zu verstehen
als (—A) V (—B). Wir stellen die zugehorigen Wahrheitstafeln auf:

A| B | AAB || —~(AAB)
wWIiw | w F
Wl|F| F W
Fl\w| F W
F|\F| F W

A| B |-A|-B| -AV-B
W | W F F F
WIF | F | W w
Fi{W| W | F w
F|F|\W | W w

Wie wir sehen haben die zunéchst verschiedenen Aussagen =(AA B) und AV =B immer
dieselben Wahrheitswerte in Abhéngigeit der Wahrheitswerte der Aussagen A und B. Die
beiden Aussagen sind damit logisch gleichwertig.



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK UND MENGENLEHRE 13

Wie gerade gesehen gibt es iiblicherweise mehrere Moglichkeiten Aussagen zu konstru-
ieren, die logisch gleichwertig sind. Hierzu wollen wir zunéchst den in der Mathematik
iiblichen Begriff einfiihren.

Definition 1.3. (i) Zwei Aussagen A und B heiflen dquivalent, falls sie genau
dieselben Wahrheitswerte haben. Ist A wahr, so ist auch B wahr, ist A falsch,
so ist auch B falsch. Wir schreiben A < B und lesen , A ist dquivalent zu
B“oder ;A genau dann, wenn B“.

(7i) Wenn gilt dass B wahr ist, sofern A wahr ist (und falls A falsch ist, kann
B entweder wahr oder falsch sein), so sagen wir, dass A die Aussage B im-
pliziert. Wir schreiben A = B und sagen ,, A impliziert B*, B folgt aus
A“ oder ,wenn A, dann B*.

Auch dies kénnen wir mit Wahrheitstafeln veranschaulichen:

A| B |A&B A| B |A=2B
W | W W W | W |44
W | F F W | F F
1w F F W W
| F W | F W

Bemerkung 1.4. (i) Man formuliert A = B auch als ,,A ist eine hinreichende Be-
dingung fiir B“oder ,, B ist eine notwendige Bedingung fiir A“. So ist etwa fiir eine
gegebene natiirliche Zahl n > 3 die Aussage ,,n ist eine Primzahl“hinreichend dafiir,
dass n ungerade ist, sie ist aber nicht notwendig, da z.B. n = 9 eine ungerade Zahl
ist, die keine Primzahl ist.

(74) Man schreibt das Implikationssymbol auch gelegentlich andersherum als A < B,
was genau dasselbe bedeutet wie B = A. Man beachte hierbei aber unbedingt, dass
die Aussagen A = B und A < B grundsitzlich verschieden sind.

(77i) Man beachte, dass man aus einer falschen Aussage A eine beliebige Aussage B
folgern kann und die Gesamtaussage A = B trotzdem wahr ist. So ist etwa die
Aussage

Wenn 4 eine Primzahl ist, so ist die FErde eine Scheibe.

als Aussage insgesamt wahr, denn die Aussage ,,4 ist eine Primzahl“ ist natiirlich
falsch, so dass man aus ihr eine Aussage mit beliebigem Wahrheitsgehalt folgern
kann.

Satz 1.5. Man verifiziert mithilfe von Wahrheitstafeln die folgenden Rechenregeln
fiir die verschiedenen Verknipfungen von Aussagen. Seien dazu A, B, C Aussagen.

(1)) ANB & BANAund AVB & BV A.
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(i1) ~(AANB) & —=AV =B (vgl. Beispiel[1.9) und ~(AV B) < —AA-B. Diese
beiden Aquivalenzen nennt man auch die DE MORGANschen Regeln.

(iii) AN(BANC) & (AAB)ANC und AV (BVC) < (AvB)VvC.
(iv) AN(BVC) & (AAB)V(AANC) und AV (BAC) & (AVB)A(AVCO).

(v) (A = B) & (=B = —A). Diese Aquivalenz nennt man auch das Prinzip
der Kontraposition.

(vi) A< B ist dquivalent zu der Aussage (A = B) A (B = A).

Beweis. Wir beweisen exemplarisch nur einige dieser Rechenregeln, den Rest lassen wir
als Ubung;:

(1v) Wir stellen eine Wahrheitstafel auf und vergleichen die Wahrheitswerte der Aussa-

gen:
A|B|C|BVC|AANBVC)|AAB|AANC | (ANB)V(AAC)
wWw W W W W W W
wilwl|F| w W W F W
wlF|w| w W F W W
Wl F | F F F F F F
Flwiw| w F F F F
F|\W|F %74 F F F F
F | F W |74 F F F F
F | F | F F F F F F

Die blau markierten Spalten der Tabelle sind identisch, also sind die Aussagen wie
behauptet dquivalent.

(vi) Wir legen hier wieder eine Wahrheitstafel an.

A|B| A B|A=B|B=A|(A=B)A(B=A)
w W w w w w
W F F F 14 F
F W F w F F
F | F w w w w

Wieder sind die blau markierten Spalten identisch, also folgt die Behauptung.

q.e.d.



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK UND MENGENLEHRE 15

Bemerkung 1.6. Insbesondere (vi) in Satz werden wir hiufig verwenden, wenn wir
beweisen wollen, dass zwei Aussagen dquivalent sind. Oft ist es ndmlich einfacher, nur eine
Folgerung zu beweisen als gleich eine Aquivalenz. Gelegentlich verwendet man hierbei auch
zusétzlich das Prinzip der Kontraposition aus Satz [1.5]

Als Beispiel wollen wir die folgende Aussage beweisen:

Das Quadrat n? einer ganzen Zahl n € Z ist genau dann gerade, wenn n?
durch 4 teilbar ist.

Wir wollen also folgende Implikationen beweisen:
1. Wenn n? gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar bzw. in Zeichen

2|n* = 4|n’

2. Wenn n? durch 4 teilbar, so ist n? gerade, bzw. in Zeichen

4|n* = 2|n%

Die zweite der Implikationen ist sehr einfach zu zeigen: Ist n? durch 4 teilbar, so ist n?
offenbar auch durch 2 teilbar, also gerade.

Die erste Implikation ist nicht ganz so einfach zu sehen, da wir dazu eine kleine
Voriiberlegung bendtigen: Die Zahl n ist entweder gerade oder ungerade. Ist n gerade,
so kénnen wir n = 2m fiir eine ganze Zahl m € Z schreiben. Dann ist n? = 4m? gerade
und in der Tat durch 4 teilbar. Ist n ungerade, so kénnen wir n = 2m + 1 fiir eine ganze
Zahl m € Z schreiben. Dann ist n? = 4m? + 4m + 1 = 2(2m? 4 2m) + 1 ungerade. Eine
Quadratzahl ist also entweder durch 4 teilbar oder ungerade. Ist also n? nicht durch 4
teilbar, so ist n? nicht gerade. Das ist aber genau die Kontraposition der ersten Folgerung,
die nach Satz dquivalent zur ersten der Folgerungen ist.

13

Mathematische Aussagen sind sehr haufig von der Form ,Fiir alle x gilt [...]* oder
,Es existiert ein z, so dass gilt [...] oder Kombinationen daraus. Fiir diese Satzfragmente

verwendet man gelegentlich als Abkiirzung so genannte Quantoren:
e Der All-Quantor V steht stellvertretend fiir den Ausdruck , Fiir alle“.

e Der Existenz-Quantor 3 steht stellvertretend fiir den Ausdruck ,,Es gibt (minde-
stens) ein“ oder ,, Es existiert (mindestens) ein“. Manchmal findet man den Existenz-
Quantor auch mit einem Ausrufezeichen 3!, was dann zusétzlich zur Existenz- auch
eine Eindeutigkeitsaussage darstellt: ,Es existiert genau ein..“

Beide Quantoren lassen sich auch kombinieren, allerdings ist hierbei die Reihenfolge wich-
tig:
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Beispiel 1.7. Bekanntlich gibt es fiir jede natiirliche Zahl n eine natiirliche Zahl m, die
grofler ist als n, etwa m = n + 1. In Quantoren kénnen wir diese Aussage wie folgt
formulieren:

VneNdIneN: m>n.

Die Schreibweise € N, die wir im néchsten Abschnitt genauer einfithren, bedeutet hierbei
lediglich dass n bzw. m natiirliche Zahlen sein sollen.
Andern wir die Reihenfolge der Quantoren, so ergibt sich die Aussage

dneNVneN:m>n,

welche man so ausformulieren wiirde: ,,Es existiert eine natiirliche Zahl m, die grofler als
alle natiirlichen Zahlen n ist“, was offensichtlich nicht stimmen kann (m ist zum Beispiel
sicherlich nicht grofler als m selbst.).

Quantoren erweisen sich auch als praktisch, wenn man eine Aussage verneinen will: Man
ersetzt jeden All-Quantor durch einen Existenz-Quantor und umgekehrt und verneint die
iibriggebliebene Aussageform.

Beispiel 1.8. Betrachten wir die quantorisierte Aussage
Ve >030>0Ve € (g — 0,20+ 0) : |f(x) — fxo)] < e.

Diese Aussage enthélt einige Notation, die wir zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht ein-
gefithrt haben, die aber jetzt keine Rolle spielt. Diese Aussage wird uns spéter in der
Vorlesung wieder begegnen.

Selbst ohne die Aussage inhaltlich zu verstehen, konnen wir dennoch die Verneinung
quantorisiert formulieren:

de > 0V0 > 03z € (zg — d,xz0+0) : |f(x) — f(zo)] > €.

Hierbei haben wir verwendet, dass die Verneinung der Aussage a < b a > b lautet.

1.2 (Naive) Mengenlehre

Einer der vielleicht zentralsten Begriffe der modernen Mathematik ist der der Menge. Der
erste, der sich systematisch damit auseinandergesetzt hat, war im 19. Jahrhundert GEORG
CANTOR. Er ,definierte” eine Menge als eine Zusammenfassung wohlunterscheidbarer
Objekte. Dies ist keine mathematisch wirklich saubere Definition, sie soll aber fiir unsere
Zwecke ausreichen. Ist M eine Menge und x eines der ,,wohlunterscheidbaren Objekte®,
die in M zusammengefasst werden, so nennen wir = ein Element von M und schreiben
x € M (lies ,x in M“ oder , & Element von M*“). Fiir die Verneinung der Aussage © € M
schreiben wir statt =(xz € M) kiirzer x ¢ M.

Die einfachste Art, eine Menge zu beschreiben ist es, alle ihre Elemente aufzuzéihlen.
Hierbei spielt allerdings die Reihenfolge der Elemente keine Rolle und auch eine eventuelle
mehrfache Aufzidhlung eines Elementes wird ignoriert. So beschreiben

{1,2,3}, {3,2,1}, {1,2,2,2,3,1,3,2}
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alle dieselbe Menge. Die Elemente einer Menge miissen jedoch keineswegs Zahlen sein,
es konnen zum Beispiel auch Punkte in der Ebene oder im Raum, geometrische Figuren,
Grofistadte in Schweden, niederrheinische Apfelsorten (die beiden letztgenannten werden
in der Mathematik zugegeben eher seltener betrachtet) oder auch selbst wieder Mengen
sein. Wichtige Mengen, mit denen wir sehr hiufig arbeiten werden (und die wir z.T. spéter
noch genauer einfithren werden) sind u.a.

e N =1{1,2,3,4,...}: die Menge der natiirlichen Zahlen,

o Ny =1{0,1,2,3,4,...}: die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0 (N.B.: Wir sehen
0 NICHT als natiirliche Zahl an),

o 7 =1{0,£1,£2,43,...}: die Menge der ganzen Zahlen,

e Q= {0, %, %, —%, } die Menge der rationalen Zahlen oder der Briiche,

e R=1{0,-2, %, V2,7, e,...}: die Menge der reellen Zahlen.
Wir fithren nun einige Begrifflichkeiten {iber Mengen ein.

Definition 1.9. (i) Zwei Mengen M, N sind genau dann gleich, in Zeichen M =
N, wenn die Aussagen z € M und x € N dquivalent sind. Insbesondere gibt
es genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere Menge (). In
formaler Aussagenlogik:

reEM & xeN

(i) Fiir zwei Mengen M, N nennen wir N eine Teilmenge von M, in Zeichen
N C M, falls fiir alle z € N auch x € M gilt, in Aussagenlogik:

reN = z€ M,

Ist fiir x € M A(x) eine Aussageform, so konnen wir eine Teilmenge N von
M in deskriptiver Form charakterisieren als

N={xe M : A(z)}.

Die Teilmenge N besteht genau aus den Elementen z € M, fiir die die Aussage
A(x) wahr ist:
reEN & zeMAA(z).

(17i) Fiir zwei Mengen M, N definieren wir ihre Vereinigung, in Zeichen MUN als
die Menge aller Elemente, die in M oder N (oder beiden Mengen) enthalten
sind:

reEMUN & xeMVazeN.
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(iv) Fir zwei Mengen M, N definieren wir ihren Durchschnitt M N N als die
Menge aller Elemente, die in beiden Mengen gleichzeitig einthalten sind:

zreMNN & ze MANx e N.

Gilt M N N = 0, so nennen wir die Mengen M und N disjunkt.

(v) Fiir zwei Mengen M, N definieren wir ihre Differenz M \ N als die Menge
aller Elemente, die in M, aber nicht in N enthalten sind:

re€M\N & zeMAMAz¢N.

Gilt N C M, so schreibt man statt M \ N auch gelegentlich C;;/N und nennt
Ci/N das Komplement von N in M. Ist aus dem Kontext klar, beziiglich

welcher Menge M das Komplement gebildet wird, schreibt man auch einfach
CN.

Beispiel 1.10. 1. Die vor Definition eingefithrten Mengen sind in der gelisteten
Reihenfolge Teilmengen voneinander:

NCNyCZCQCR.

2. Die deskriptive Form von Teilmengen kann mitunter sehr unterschiedlich ausfallen.
So beschreiben die Mengen

{n € N : n ist eine gerade Primzahl} und {z €R : 2° — 4z +4 =0}
genau dieselbe Menge, ndmlich {2}.

3. Da die Aussage z € () nach Definition immer falsch ist, ist die Folgerung = € () =
x € M fiir jede Menge M eine wahre Aussage, das heifit es gilt stets ) C M fiir jede
Menge M.

4. Seien M = {1,2,3,4,5,6} und N = {2,3,5,7}. Dann gilt weder M C N (z.B. gilt
1€ M, aber 1 ¢ N)noch N C M (z.B.ist 7€ N, aber 7 ¢ M). Die Vereinigung
von M und N ist dann gegeben durch

MUN ={1,2,3,4,5,6,2,3,5,7} = {1,2,3,4,5,6, 7}

und ihr Durchschnitt als
MNN =1{2,3,5}.
Weiter gilt
M\N={1,4,6} und N\ M ={7}.
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| MUN

Abbildung 1.1: Vereinigung von Abbildung 1.2: Durchschnitt von
Mengen, M U N Mengen, M N N

Abbildung 1.3: Differenz von Men- Abbildung 1.4: Differenz von Men-
gen, M \ N gen, N\ M

Bemerkung 1.11. Die Konzepte aus Definition [I.9]lassen sich sehr gut durch so genann-
te Venn-Diagramme veranschaulichen:

Es kommt nicht von Ungefdhr, dass etwa die Symbole N und U in der Mengenlehre an
die Symbole A und V in der Aussagenlogik angelehnt sind. Schliellich werden die letzte-
ren in der Definition der ersteren verwendet. Ebenso korrespondieren in offensichtlicher
Weise das Komplement in der Mengenlehre und die Negation in der Aussagenlogik. So
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iibertragen sich (fast) direkt die Rechenregeln fiir die Aussagenlogik aus Satz auf die
Mengenlehre.

Satz 1.12. Seien L, M, N Mengen, die alle in einer Menge U als Teilmengen ent-
halten sind. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)) MUN=NUM und MO N=NNM.

(i) Co(M N N) = (CyM)U (CyN) und Cy(M UN) = (CyM) N (CyN).

(tv) LOW(MUN)=(LNM)U(LNN) und LUMNN)=(LUM)N(LUN).
(v) Gilt N C M, so folgt CuM C CyN.

)
)
(i5) LN(MNN)=(LNM)NN und LU(MUN)=(LUM)UN.
)
)
(vi) Es gilt M = N genau dann, wenn N C M und M C N gilt.

Beweis. Wir zeigen wieder nur examplarisch einige der Aussagen und lassen den Rest als
Ubung.

(44) Sei x € U. Dann gilt genau dann € Cy(MNN), wenn z ¢ (MNN) < —(x € MN
N) gilt. Nach Definition des Durchschnitts ist dies dquivalent zu —=(x € M Az € N).
Nach Satz (i7) ist dies nun dquivalent zu x ¢ M V x ¢ N, was nach Definition
dquivalent ist zu x € CuyM v 2 € GyN & z € (CyM) U (CyN). Es gilt also
insgesamt x € Cy(M N N) genau dann, wenn = € (CpyM) U (CyN) gilt, also wie
behauptet Gy (M N N) = (Cy M) u (CyN).

(v) Angenommen, es gilt N C M. Fiir y € N folgt also y € M, was nach Satz (v)
dquivalent dazu ist, dass y ¢ M die Aussage y ¢ N impliziert.
Sei nun 2 € By M. Wir haben dann folgende Folgerungskette:

xelyM
=-(x e M) nach Definition
=-(z € N) nach der Voriiberlegung
=z c CyN. nach Definition.

Wir haben also die Implikation z € CpyM = 2 € CyN gezeigt, also folgt wie
behaupet Gy M C Cy N.

q.e.d.

Man kann natiirlich auch die Vereinigung oder den Durchschnitt von mehr als zwei
Mengen betrachten, sogar von unendlich vielen. Es ist dann natiirlich irgendwann miihselig
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oder sogar unmoglich, alle entsprechenden Mengen aufzulisten. Man bedient sich dann
einer Schreibweise, die wir nun einfithren wollen.

Definition 1.13. Sei I eine beliebige Indexmenge (z.B. I = {1,2,3,...,n} fiir eine
natiirliche Zahl n oder I = N) und fiir jedes i € I sei M; eine Menge.

(1) Wir definieren die Vereinigung der Mengen M;,i € I, als

UM ={z:3iel: zeM}.

i€l
Fir I = {1,...,n} bzw. I = N schreiben wir auch (J;_, M; bzw. J;=, M;.

(7i) Wir definieren den Durchschnitt der Mengen M;, i € I, als

ﬂMi::{m:‘v’z'GI: x € M;}.

i€l

Fiar I = {1,...,n} bzw. I = N schreiben wir auch (\_, M; bzw. ()2, M,.

Wir haben zu Anfang dieses Abschnitts erwidhnt, dass Mengen selbst wieder Mengen
als Elemente enthalten konnen. Eine wichtige Menge, bei der dies so ist, wollen wir nun
noch einfiihren:

Definition 1.14. Fiir eine Menge M nennen wir die Menge aller Threr Teilmengen
die Potenzmenge ‘Pot(M) von M.

Beispiel 1.15. 1. Die einzige Teilmenge der leeren Menge ist die leere Menge selbst,
also haben wir Pot()) = {0}. Beachten Sie, dass {(}} nicht dasselbe wie ) ist, denn
{0} enthélt genau ein Element, ndmlich ), die leere Menge () selbst aber keines.

2. Es gilt zum Beispiel
Pot({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}
und

Pot({v,1,4}) = {0, {v}, {u}. {1}, 0,0} {0, 21, {0 23, 0,0, 83 )

Bemerkung 1.16. Der Grund, warum im Titel dieses Abschnitts das Wort ,naiv® auf-
taucht liegt darin, dass man recht schnell mit der Mengenlehre wie sie hier eingefiihrt
wurde zu Widerspriichen kommt, sogenannten Antinomien. So etwa das RUSSELsche
Paradoxon:

Mengen selbst sind wohlunterscheidbare Objekte, also sollte es eine Menge M aller
Mengen geben. Dann kénnen wir eine Teilmenge von M betrachten, ndmlich

N={MeM: M¢M},
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also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element (nicht als Teilmenge!!!)
enthalten. Die meisten Mengen, mit denen wir es iiblicherweise zu tun haben, erfiillen
diese Eigenschaft. Die Frage ist nun: Enthélt N sich selbst als Element?

Wenn ja, miisste nach Definition ' ¢ N gelten, was ein Widerspruch ist. Falls nein,
ist A eine Menge, die sich nicht selbst als Element enthiilt, also gilt wieder nach Definition
N € N, also haben wir erneut einen Widerspruch. Das heifit, unsere Konstruktion muss
irgendwo einen Fehler enthalten. Das ist auch der Fall, ndmlich ganz am Anfang: Es kann
keine Menge aller Mengen geben!

Eine vielleicht anschaulichere Analogie zu diesem Paradoxon ist die folgende Geschich-
te: In einem Dorf lebt ein Barbier, der genau diejenigen Méanner des Dorfes rasiert, die
sich nicht selbst rasieren. Frage: Rasiert der Barbier sich selbst?

Falls ja, diirfte er sich nach der Beschreibung eben nicht selbst rasieren, falls nein,
miisste er genau das tun.

Es ist moglich, diese Antinomien wie in Bemerkung [L.16| auszurdumen, allerdings
wiirde uns dies hier zu weit fithren. Hierzu fithrt man den Begriff der Klasse ein. Wer tiefer
in die Materie einsteigen mochte kann sich mit dem Begriff der ZERMELO-FRAENKEL-
Mengenlehre vertraut machen, in der die Mengenlehre vollstindig axiomatisiert wird.
Was diese Vorlesung (und auch die allermeisten weiteren Vorlesungen Ihres Studiums)
anbelangt, kommen wir mit den hier eingefiihrten Begrifflichkeiten gut aus.

1.3 Relationen

Definition 1.17. Seien M, N beliebige Mengen.

(i) Fur Elemente z,y € M definieren wir (z,y) als das geordnete Paar aus
x und y. Wir nennen zwei geordnete Paare (x1,y;) und (zs,y2) gleich, falls
r1 = oo und y; = ys gilt.

(74) Wir nennen die Menge
M x N :={(z,y) : t€ M, y€ N}

das kartesische Produkt (nach RENE DESCARTES) von M und N.

Beispiel 1.18. 1. Seien M = {A, B,C} und N = {1,2}. Dann ist
M x N ={(4A,1),(4,2),(B,1),(B,2),(C,1),(C,2)}.

2. Geometrisch ldsst sich die Menge der reellen Zahlen als Zahlengerade veranschauli-
chen. Jeder Punkt auf der Gerade entspricht einer reellen Zahl und umgekehrt. Das
kartesische Produkt R x R lésst sich dann als Ebene veranschaulichen, in der jedem
Punkt eine z- und eine y-Koordinate zugeordnet werden.
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Bemerkung 1.19. Man kann geordnete Paare auch als Mengen definieren. Das Paar
(z,) identifizieren wir dann mit der Menge {{z}, {z,y}}. In der Ubung sehen Sie, warum
diese Identifikation, die auf den polnischen Mathematiker KURATOWSKI zuriickgeht, ge-
nau dieselben Eigenschaften hat wie in der Definition gefordert.

Wir kommen nun zum namensgebenden Begriff dieses Abschnittes, dem der Relation.

Definition 1.20. Sei M eine Menge. Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge
des kartesischen Produktes M x M, R C M x M. Fiir x,y € M schreiben wir x ~p y
oder, falls R aus dem Zusammenhang klar ist, auch nur x ~ y, falls (z,y) € R gilt.
Fir 2 € M heiBt T(z) = {y € M : = ~p y} die Transversale oder Restklasse
von .

Zur Interpretation bzw. Anwendung dieser Definition sei angefiihrt, dass der Begriff
der Relation eine formale Abschwichung des Gleichheitsbegriffs bilden soll: Oftmals ist es
bei der Betrachtung (mathematischer) Objekte zu viel verlangt oder auch einfach nicht
sinnvoll; sie ,,in gewisser Weise“ als gleich zu betrachten, obwohl sie es de facto nicht
sind. Ein unmathematisches Beispiel: Wenn Sie die Baume in einem Wald betrachten und
sie wirklich nur gleiche Bdume als gleich ansehen, miissten Sie jeden Baum einzeln mit
all seinen Charakteristika auflisten und sie erhalten (sagen wir) 1000 einzelne Béume.
Viel sinnvoller ist es normalerweise, Baume derselben Art als im Wesentlichen gleich zu
betrachten. So konnen Sie dann denselben Wald viel informativer (und knapper) beschrei-
ben, indem Sie sagen, er bestehe aus 250 Eichen, 150 Buchen, 350 Fichten, 50 Birken und
200 Kiefern.

Ein etwas mathematischeres Beispiel:

Beispiel 1.21. Seietwa M = R. Dannist R := {(z,y) € RxR : < y} eine Relation auf
R. Statt © ~g y schreibt man hier natiirlich einfacher x < y. Die Transversalen sind dann
die Mengen T'(z) = {y € R : o < y}, also die unbeschrénkten nach rechts Intervalle
(wir fiithren diesen Begriff spiter genauer ein).

Bemerkung 1.22. Es sei angemerkt, dass gerade bei so prominenten Relationen wie im
Beispiel oben man auch gelegentlich (formal eigentlich nicht ganz korrekt), das Symbol
~p (im Beispiel <) mit der Relation R identifiziert und etwa sagt, dass < eine Relation
auf R ist.

Um eine verniinftige Abschwichung des Gleichheitsbegriffs zu erhalten, beschrénkt
man sich meistens (aber nicht immer!) auf Relationen, die gewisse gute Eigenschaften
erfiillen.

Definition 1.23. Sei M eine Menge und R C M x M eine Relation auf M.

(1) Die Relation R heifit reflexiv, falls fiir alle z € M (z,z) € R (bzw. x ~g x)
gilt.
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(77) Die Relation R heifit symmetrisch, falls fiir (z,y) € R (bzw.  ~p y) auch
(y,x) € R (bzw. (y ~g ) gilt.

(i71) Die Relation R heifit transitiv, falls aus (z,y) € R (bzw. z ~p y) und
(y,2) € R (bzw. y ~p 2) stets auch (z,z) € R (bzw. z ~p 2) folgt.

Eine Relation heifit eine Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Die Transversalen nennen wir dann auch Aquivalenzklassen.

Wir nennen dann eine Menge V' C M ein Vertretersystem der Relation R, falls
fiir jedes © € M ein zp € V existiert, z € T'(x¢) gilt.

Beispiel 1.24. Sei M = 7Z und wir betrachten die Relation
R:={(m,n) € ZxZ : m —n ist durch 7 teilbar}.

Statt m ~pg n schreiben wir dafiir auch m =n (mod 7).

Seien im Folgenden k, ¢, m,n € Z ganze Zahlen.

Fiir jedes m € Z ist natiirlich m — m = 0 und damit durch 7 teilbar, also gilt m =m
(mod 7), also ist die Relation reflexiv.

Ist m =n (mod 7), gilt also m—n = 7k fiir ein k € Z, so ist n—m = 7-(—k) ebenfalls
durch 7 teilbar, also gilt n = m (mod 7) und die Relation ist symmetrisch.

Gilt ¢ = m (mod 7) und m = n (mod 7), so sind £ — m und m — n beide durch 7
teilbar. Dann ist aber auch £ —n = (¢ —m) + (m — n) eine Summe von durch 7 teilbaren
Zahlen und damit selbst durch 7 teilbar. Damit gilt also auch ¢ = n (mod 7) und die
Relation ist auch transitiv.

Insgesamt haben wir es also mit einer Aquivalenzrelation zu tun.

Ein Vertretersystem dieser Relation ist offenbar die Menge V' = {0,1,2,3,4,5,6}, denn
fir jedes m € Z existiert offenbar genau ein r € V' (der Rest bei der Division durch 7), so
dass m — r durch 7 teilbar ist.

Wir erwdhnen am Rande, dass man, mit den offensichtlichen Modifikationen 7 in
diesem Beispiel durch eine beliebige andere natiirliche Zahl ersetzen kann und so eine
Aquivalenzrelation auf Z erhalt.

Wir erwiihnen noch eine wichtige Eigenschaft von Aquivalenzrelationen:

Satz 1.25. Ses M eine Menge und R C M x M eine Aquivalenzrelatz’on auf M.
Dann sind zwei Aquivalenzklassen von R entweder gleich oder disjunkt: Fir x,y €
M

T(x)NT(y) #0 = T(x) =T(y).

Beweis. Sei € M beliebig. Da die Aquivalenzrelation R insbesondere reflexiv ist, gilt
x ~pg x, so dass die Aquivalenzklasse T" = T'(z) sicher x enthélt und somit nicht leer ist.
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Ist nun y € M und z € T(y) beliebig. Angenommen, es existiert ein a € T'(z) N T(y).
Dann gilt einerseits © ~g a und andererseits y ~r a und auch y ~p 2, also wegen der
Transitivitdt und Reflexivitéit der Relation auch a ~g z. Wieder wegen der Transitivitét
haben wir als auch x ~g z, also folgt z € T'(z) und somit T'(y) C T'(z).

Ist umgekehrt z € T'(x) beliebig, so folgt genau wie zuvor, dass z ~g a und = ~p z,
sowie y ~g a, also insgesamt y ~p z. Damit folgt also z € T'(y), also T'(z) C T'(y).

Insgesamt folgt somit wie behauptet T'(x) = T'(y).

q.e.d.

Eine kiirzere Formulierung von Satz wire, dass jedes € M in genau einer Aquiva-
lenzklasse enthalten ist.

Wir fithren fiir spétere Zwecke noch einen weiteren Typ von Relationen ein.

Definition 1.26. Sei M eine Menge und R C M x M eine Relation auf M. Die
Relation R heifit antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M mit x ~g y und y ~p x
stets x = y folgt. Wir nennen dann R eine Ordnung, wenn R reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch ist. Statt ~p schreiben wir dann auch x <z y bzw. x < y.
Gilt fiir alle z,y € M entweder x < y, x = y oder y < x, so nennen wir R eine
Totalordnung.

Beispiel 1.27. 1. Sei M = Pot({1,...,10}) (statt {1, ..., 10} kénnen wir natiirlich eine
beliebigen Menge betrachten). Dann definiert die iibliche Teilmengenbeziehung C
eine Ordnung auf M: Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst, also ist C reflexiv.
Weiterhin folgt klarerweise fiir beliebige Mengen aus A C Bund B C C auch A C C,
also ist die Relation transitiv. In Satz m (vi) hatten wir genau gezeigt, dass die
Teilmengenbeziehung antisymmetrisch ist, also haben wir es in der Tat mit einer
Ordnung zu tun. Allerdings handelt es sich hierbei NICHT um eine Totalordnung,
denn fiir die Mengen A = {1,2,3} und B = {4,5,6,7} gilt weder A C B noch
A = B noch B C A.

2. Man iiberlegt sich fast wie oben, dass die iibliche Anordnung < auf den reellen
Zahlen eine Totalordnung definiert. Dies werden wir in spéteren Abschnitten noch
genau beweisen.

1.4 Abbildungen

Uberall in der Mathematik beschéftigt man sich mit Abbildungen oder auch Funktionen
in irgendeiner Form. Diesen Begriff kennen Sie vermutlich speziell fiir Zuordnungen auf
den reellen Zahlen. Man kann (und muss gelegentlich) Abbildungen jedoch auf beliebigen
Mengen betrachten.
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Definition 1.28. Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N ist eine
Vorschrift, die jedem x € M ein eindeutiges y € N zuordnet. Wir nennen dieses y
den Wert der Abbildung an der Stelle x und schreiben

f:M—N, z—y= f(z).

Die Menge M nennen wir dabei den Definitionsbereich der Abbildung f, die
Menge N nennen wir ihren Wertebereich.
Die Menge aller Abbildungen von M nach N bezeichnet man gelegentlich mit

NM .= {f: M — N Abbildung}.

Beispiel 1.29. Durch die Vorschrift
f:R=R, 2+ 2°

wird eine Thnen aus der Schule wohlbekannte Abbildung definiert. Jeder reellen Zahl wird
genau ein Wert zugeordnet, ndmlich ihr Quadrat, welches wieder eine reelle Zahl ist.
Umgekehrt handelt es sich bei der Vorschrift

g:R—=R, o+

NICHT um eine Abbildung, denn die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl ist nicht
definiert (zumindest nicht als reelle Zahl), also kann man etwa der Zahl z = —1 mit der
Vorschrift g keinen Wert zuordnen.

Auch die Vorschrift
0 fallsz <0

h:R—-R, x+—
1 fallsz >0

definiert KEINE Abbildung, denn laut Vorschrift soll = 0 sowohl auf 0 als auch auf 1
abgebildet werden, es gibt also keine eindeutige Zuordnung von Werten.

Man kann sich die obigen Beispiele auch schematisch durch Diagramme wie folgt
veranschaulichen:

In Abbildung sehen wir die schematische Darstellung einer Abbildung: jedem Ele-
ment des Definitionsbereichs M wird genau ein Wert im Wertebereich N zugeordnet
(dass zwei Elemente des Definitionsbereichs auf denselben Wert abgebildet werden, ist
zuldssig). Abbildung stellt hingegen KEINE Abbildung dar, weil einem Element des
Definitionsbereichs M zwei verschiedene Werte im Wertebereich zugeordnet werden. Bei
Abbildung [I.7 handelt es sich ebenfalls NICHT um eine Abbildung, weil dem markierten
Element des Definitionsbereichs kein Wert zugeordnet wird.
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Abbildung 1.5: Abbildung 1.6:

Abbildung 1.7:

Definition 1.30. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung. Auflerdem
sei AC M und BC N.

(1) Wir nennen die Menge
flA) ={f(z) :x€ A} ={ye N : Jx € A: f(z) =y} CN

das Bild der Menge A unter f. Fiir A = M sprechen wir auch einfach nur
vom Bild von f.

(77) Die Menge
f'B)={zxecM: flx) e B}C M

das Urbild der Menge B unter f.

(74i) Wir definieren die Einschriankung von f auf A als die Abbildung

fla:A—= N, x— f(z).
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Oft will man Abbildungen vergleichen. Dazu miissen wir zunéchst formal definieren,
was wir damit meinen.

Definition 1.31. Seien M, N Mengen und f,g: M — N Abbildungen. Die beiden
Abbildungen f und ¢ sind gleich, wenn fiir alle z € M stets f(z) = g(x) gilt,

Vee M: f(x)=g(x).

Bemerkung 1.32. Man beachte, dass implizit in der Definition verlangt ist, dass zwei
gleiche Abbildungen insbesondere denselben Definitions- und Wertebereich haben. So sind
die Abbildungen

f R=2R o2 g=fln:NoR z—2° h:R=>{ycR:y>0}, v 2’
alle als Abbildungen verschieden, obwohl sie dieselbe Abbildungsvorschrift 2 — 22 haben.

Oft ist es notig, mehrere Abbildungen zu kombinieren oder besser hintereinanderzu-
schalten, um eine neue Abbildung zu erhalten

Definition 1.33. Seien L, M, N Mengen und f : L — M und g : M — N Abbil-
dungen. Dann nennen wir die Abbildung

gof : L — N,z (gof)(z) =g(f(z)) (lies ,,g verkettet mit f oder ,,g nach f*)

die Verkettung oder Komposition der Abbildungen f und g.

Bemerkung 1.34. Die Verkettung von g und f ist genau deshalb sinnvoll, weil wir fiir
x € L den Wert f(z) in g einsetzen, der ja in M und damit im Definitionsbereich von g
liegt.

Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass die Verkettung nicht ohne Weiteres vertauscht
werden kann: Die Verkettung f o g konnen wir nur dann sinnvoll bilden, wenn der Wer-
tebereich (oder zumindest das Bild) von g im Definitionsbereich von f enthalten ist, falls
also g(M) C L gilt.

Beispiel 1.35. Betrachten wir die Abbildungen f : R - R, z — 2x +3 und g : R —
R, z +— x — 2. Dann koénnen wir die Verkettungen g o f und f o g beide berechnen und
erhalten fiir x € R

(go f)(x) =g(f(x) = flz) —2=20+3-2=2r+1
bzw.,
(fog)x) = flg(x)) =29(x) +3=2(xr-2)+3 =22 - 1.
Offenbar sind die Abbildungen nicht gleich, denn z.B. ist (gof)(0) = 1 und (fog)(0) = —1,
man kann also Verkettungen von Abbildungen im Allgemeinen NICHT vertauschen.
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Definition 1.36. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung.

() Wir nennen die Abbildung f injektiv, falls fiir beliebige x1,25 € M mit
f(z1) = f(xs) stets xy = x5 folgt:

Vo, e € M f(21) = f(z2) = 21 = 29

(77) Die Abbildung f heiit surjektiv, falls fiir alle y € N ein x € M existiert mit

f(x) =y,
Vye NdJzeM: f(x)=uy.

(#7i) Die Abbildung f heifit bijektiv, falls sie sowohl injektiv als auch surjektiv
ist.

Eine Klassifikation von injektiven/surjektiven/bijektiven Abbildungen anhand von Ur-
bildern liefert das folgende Lemma. Den Beweis lassen wir als Ubung.

Lemma 1.37. Seien M, N Mengen. Dann ist Folgendes richtig:

(1) Eine Abbildung f : M — N ist genau dann injektiv, wenn fir jedes y € N
das Urbild f~'({y}) entweder leer ist oder hichstens ein Element enthilt.

(i) Fine Abbildung f : M — N ist genau dann surjektiv, wenn fir jedes y € N
das Urbild f~'({y}) mindestens ein Element enthilt, also micht leer ist.

(13i) Eine Abbildung f : M — N ist genau dann bijektiv, wenn fir jedes y € N das
Urbild f~'({y}) genau ein Element enthiilt.

Beispiel 1.38. 1. Betrachten wir erneut die Funktionen
f RoR z—2* ¢g:N=R z—=2) h:R=>{ycR:y>0}, 2 2°

aus Beispiel [I.35] Dann ist f sicher nicht injektiv, denn z.B. 1 und —1 werden auf
den selben Wert 12 = (—1)? = 1 abgebildet. Das Urbild von {y = 1} enthélt also
(mindestens) zwei Elemente, 1 und —1, so dass nach Lemma f nicht injektiv
sein kann. Ebenfalls ist f nicht surjektiv, denn es existiert zum Beispiel kein x € R
mit f(z) = 2? = —1, also ist das Urbild von y = —1 leer.

Die Funktion g hingegen ist in der Tat injektiv, denn das Urbild von y € R ist leer,
sofern nicht y = n? fiir ein n € N ist, und da alle natiirlichen Zahlen positiv sind
(und sie aus der Schule wissen, dass die Gleichung x? = « fiir jedes a > 0 genau zwei
Losungen hat, namlich ++/a, von denen eine positiv und eine negativ ist), gibt es
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Abbildung 1.8:
nicht surjektiv

also hochstens ein Urbild, das positiv ist. Fiir y = n? ist n € N ein solches Urbild.
Also enthilt das Urbild g~!({y}) fiir jedes y € R héchstens ein Element, also ist g
in der Tat injektiv. Allerdings ist g natiirlich nicht surjektiv, denn etwa y = 2 hat
kein Urbild in N.

Die Funktion h wiederum ist aus dem selben Grunde nicht injektiv wie f, allerdings
ist h surjektiv, denn jedes y > 0 besitzt (ebenfalls aus der Schule bekannt) ein Urbild
unter i, némlich 2 = ,/y. Dann gilt ndmlich f(z) = (/y)* =y, also ist f surjektiv.

. Abbildungen bzw. Funktionen von den reellen Zahlen in die reellen Zahlen lassen

sich gut durch Funktionsgraphen darstellen. An diesen kann man oft ablesen, ob eine
Funktion injektiv, surjektiv oder bijektiv ist. Ein formaler Beweis ist das natiirlich
nicht, aber man kann sich zumindest eine Idee verschaffen, welche Eigenschaften die
Funktion moglicherweise hat.

Es folgt direkt aus Lemma [I.37, dass eine Funktion genau dann injektiv ist, wenn
jede Parallele zur z-Achse den Funktionsgraphen hochstens einmal schneidet, sur-
jektiv, wenn sie den Funktionsgraphen immer mindestens einmal schneidet, und
bijektiv, wenn sie ihn genau einmal schneidet.
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Injektiv, Abbildung 1.9: Surjektiv

nicht injektiv Abbildung 1.10: Bijektiv

Wir haben die folgende wichtige Klassifizierung von injektiven bzw. surjektiven bzw.

bijektiven Abbildungen iiber die Kompsition mit anderen Abbildungen.

Satz 1.39. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung.

(1) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : N — M
existiert, so dass fir alle x € M

(go f)lz) ==z

gilt. Eine solche Abbildung g nennen wir eine Linksinverse von f. Diese ist
i jedem Fall surjektiv.

(ii) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn eine Abbildung h : N — M
existiert, so dass fiir alle y € N

(feh)y) =y
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(13i) Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M

gilt. Fine solche Abbildung h nennen wir eine Rechtsinverse von f. Diese
st in jedem Fall injektiv.

existiert, die sowohl Rechts- als auch Linksinverse von f ist, d.h. es gilt

VzeM: g(f(x))=2) AN (VyeN: flgly) =y).

Die Abbildung g ist dann selbst bijektiv und eindeutig bestimmt. Man nennt g
dann die Inverse oder Umkehrabbildung von f und schreibt dafiir g = f~1.

Beweis.

(4)

Wir haben eine ,,genau dann, wenn“-Aussage zu beweisen. Diese teilen wir in zwei
Folgerungen auf:

Sei zunéchst f injektiv und x* € M fest gewahlt. Fiir y € N wissen wir nach
Lemmall.37, dass das Urbild f~'({y}) dann hichstens ein Element enthilt, welches
wir mit  bezeichnen. Wir definieren dann die Vorschrift

fols £-1({y}) = {1} £ 0
falls f~*({y}) = 0.

Jedem y € N wird dann genau ein x € M zugeordnet, also ist g eine Abbildung.

g:N—>M,y|—>{$*
x

Fiir x € M ist offenbar das Urbild von y = f(x) unter f nicht leer, da es ja nach
Definition z enthélt, also gilt f~(y) = {z}. Nach Definition von g haben wir damit
also, dass g(f(x)) = z gilt, so dass g eine Linksinverse zu f ist. Damit sehen wir
auch direkt, dass g surjektiv ist, denn fiir jedes x € M existiert ein y € N, ndmlich

f(x), mit g(y) = 2.

Sei nun g : N — M eine Linksinverse zu f. Seien dann x1, x5 € M, so dass f(x1) =
f(x2) gilt. Wenden wir die Abbildung g auf beiden Seiten der Gleichung an, erhalten
wir, da g linksinvers zu f ist,

r1 = g(f(21)) = 9(f(22)) = 2.
Nach Definition folgt also, dass f injektiv ist.

Sei zunéchst f surjektiv. Dann existiert fiir jedes y € N (mindestens) ein x € M
mit f(x) = y. Wir wihlen also nun zu jedem y € N ein festes z mit f(x) = y. Wir
haben somit die Abbildung

h:N—M, y—=x

konstruiert. Nach Konstruktion gilt dann fiir alle y € N

f(h(y) = f(x) =y,
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also ist h eine Rechtsinverse zu f. Gébe es nun y;,y2 € N mit h(y;) = h(ys) = =,
so folgt y1 = f(x) = yo, also ist h injektiv.

Sei nun umgekehrt h : N — M eine Rechtsinverse zu f. Fiir y € N gibt es dann ein
x = h(y) mit f(x) = f(h(y)) =y, also ist f surjektiv.

Sei zunéchst f bijektiv. Nach Lemma wissen wir dann, dass es zu jedem y € N
das Urbild f~'({y}) genau ein Element enthilt, das wir mit = bezeichnen. Damit
ist

g:N—=M y—az,  f({y})={z}
eine wohldefinierte Abbildung. Diese erfiillt nach Konstruktion

g(f(x))=xfirallex € M und f(g(y)) =yfiralley € N.

Damit ist die Abbildung g sowohl Rechts- als auch Linksinverse von f.

Besitzt umgekehrt f eine Inverse, dann ist diese insbesondere eine Linksinverse, also
ist nach (7) f injektiv. Die Inverse ist aber ebenso insbesondere Rechtsinverse, also
ist f nach (i) surjektiv, insgesamt also bijektiv.

Es bleibt zu zeigen, dass die Umkehrabbildung eindeutig bestimmt und selbst wieder
bijektiv ist. Géibe es zwei Inverse Abbildungen ¢g,g : N — M, so sei y € N. Da f
bijektiv ist, gibt es dann genau ein z € M mit f(z) = y. Es gilt also

9(y) = g(f(x)) = = = g(f(z)) = 3(y)-
Also sind die Abbildungen g und g gleich.

Da nach Definition f sowohl Links- als auch Rechtsinverse von g = f~! ist, folgt
nach dem schon Bewiesenen, dass in der Tat f~! bijektiv ist mit (f~!)~! = f.

q.e.d.

Beispiel 1.40. 1. Vorgreifend auf spéteren Stoff der Vorlesung bzw. riickgreifend auf

Stoff, der aus der Schule bekannt sein sollte, betrachten wir zunéchst die Exponen-
tialfunktion
fTR—=>R z—e".

Diese besitzt bekanntlich eine linksinverse Funktion, die Logarithmusfunktion
g:Rog— R, x+—logex.

Hierbei ist Ryg := {z € R : z > 0}, eine Bezeichnung, die wir auch in Zukunft
gelegentlich verwenden werden. Es gilt dann

log(e”) =z fiir alle z € R.



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK UND MENGENLEHRE 33

Also ist die Exponentialfunktion nach Satz [1.39] injektiv. Allerdings gilt nicht fiir
alle z € R auch e'°¢® = z, denn fiir x < 0 ist der Logarithmus gar nicht definiert. In
der Tat ist die Exponentialfunktion wie oben definiert nicht surjektiv, sie besitzt
also keine Rechtsinverse.

2. Betrachten wir die Funktion
T+ 2 r < —1
fTR=>R z+—< —2x -1<z<1
20 —3 x> 1.

Betrachten wir dazu die Funktion

Tr— 2 Tz <1

"R— R, z+— .
g {%x—l—% rz>1

Ist dann x < 1, so ist g(x) =z — 2 < —1, also gilt

flole) = (@ =2 +2 =2z

Fiir x > 1 gilt entsprechend g(x) = %Z‘ + % > 2 > 1, also haben wir

Flgla)) =2 (§+§) 3-s

Die Funktion ¢ ist also eine Rechtsinverse zu f, f ist somit nach Satz[1.39] surjektiv.
Wie man leicht nachrechnet, ist g aber nicht linksinvers zu f, f ist also nicht
injektiv, was man auch an den Funktionsgraphen direkt erkennen kann.

3. Wir betrachten die Funktionen
fR=>R z—3x—14

und

1 4
"R—R = —.
g — ,a:r—>3x+3

Dann gilt einerseits fiir beliebiges x € R

(o)) = flota) =3 (30+3) ~1 ==

also ist g eine Rechtsinverse zu f. Andererseits haben wir auch

1 4
(9o fllz) =9(f(x)) = 3Be -4 + s =z,
so dass g auch eine Linksinverse zu f ist.

Damit ist ¢ eine Inverse zu f, es gilt also ¢ = f~! und f und g sind nach Satz
beide bijektiv.
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Abbildung 1.11: Graph der Funktion f
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Abbildung 1.12: Graph der Funktion g



Kapitel 2

Die natiirlichen Zahlen und
vollstandige Induktion

In diesem Kapitel wollen wir uns zunéchst etwas genauer mit den wohlvertrauten natiirli-
chen Zahlen N beschiéftigen und diese insbesondere, jedenfalls andeutungsweise, aus dem
,Nichts“, d.h. der leeren Menge, konstruieren. Mit ihnen lernen wir danach ein extrem
wichtiges Beweisprinzip kennen, das man immer wieder anwenden wird, die vollstdndige
Induktion.

2.1 Konstruktion der natiirlichen Zahlen

Natiirlich kennen alle Leser*innen dieses Skriptes die natiirlichen Zahlen. Aber es kann
von Vorteil sein, sie rein aus den Grundlagen der Mengenlehre aus dem letzten Kapitel
zu konstruieren. Die wesentliche Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist im Wesentlichen
das Zahlen. Man beginnt bei 1 (oder bei 0) und bildet dann zu jeder Zahl immer die
néchstgrofere, ihren Nachfolger.

Wir wollen dies nun formal definieren bzw. axiomatisieren, basierend auf den so ge-
nannten PEANO-Axiomen, die PEANO zuerst 1889 aufgestellt hat.

Definition 2.1 (PEANO-Axiome). Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist durch
folgende Eigenschaften beschrieben.

(1) Es existiert ein Element 1 € N.

(#7) Fiir jede natiirliche Zahl n € N ist ihr Nachfolger S(n) wieder eine natiirliche
Zahl[d

(24¢) 1 ist nicht der Nachfolger irgendeiner natiirlichen Zahl:

VneN: S(n)#1.

35



36 2.1. KONSTRUKTION DER NATURLICHEN ZAHLEN

(iv) Die Nachfolger-Abbildung S ist injektiv, d.h. fiir alle m,n € N gilt

S(m)=S(n) = m=n.

(v) Fiir jede Menge X mit 1 € X, so dass fiir z € X auch S(z) € X gilt, folgt
NCX.

“Man ist versucht, hier n + 1 zu schreiben, aber zu diesem Zeitpunkt ist die Operation + noch
nicht definiert.

Bemerkung 2.2. (i) Mit den gleichen Axiomen, bei denen man lediglich 1 durch 0
ersetzt, lassen sich auch die natiirlichen Zahlen mit 0, Ny, definieren.

(#7) Bei der Formulierung des PEANO-Axioms (v) haben wir formal etwas unsauber an-
genommen, dass die Nachfolger-Abbildung S auf X definiert werden kann. Dieses
Axiom nennt man auch das Induktionsprinzip, auf das wir in Abschnitt ge-
nauer eingehen wollen.

Der ungarische Mathematiker JOHN VON NEUMANN schlug folgendes mengentheore-
tisches Modell fiir die natiirlichen Zahlen vor. Zur Verdeutlichung, dass es sich hierbei um
ein Modell handelt, schreiben wir hier die Zahlen fettgedruckt und in blau, um sie von
den ,,iiblichen“ Zahlen zu unterscheiden. Laut VON NEUMANN setzt man sukzessive

0:= 0,

3:=5(2) = {0,{0},{0,{0}}},

n+i :=5(n) =nU{n}.

Die natiirlichen Zahlen im iiblichen Sinne erh&lt man aus dem VON NEUMANN-Modell,
indem man die Elemente in den Mengen zéhlt,

n = #n.

Proposition 2.3. Die Menge Ny := {0, 1, 2, ...} aus dem VON NEUMANN-Modell
erfillt die PEANO-Axiome fiir N.

Beweisskizze Nach Konstruktion haben wir eine 0 in Ny, ndmlich 0. Die Nachfolger-
Abbildung ist explizit angegeben durch S(n) = nU{n}. Ebenfalls ist klar, dass kein n # 0
die leere Menge ist, also ist 0 = () nicht der Nachfolger irgendeiner natiirlichen Zahl.
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Seien nun m, n € Ny mit S(m) = S(n). Nach Definition der Nachfolgerabbildung gilt
somit
mU{m} =nU{n}.

Sei nun € m. Dann gilt auch x € S(m) und damit z € S(n) = n U {n}. Es folgt
also z € n oder z € {n}, also x = n. Wire nun x = n, so folgt natiirlich n € m. Nach
Definition der Nachfolgerabbildung gilt dann aber entweder S(n) = S(m) € m oder
S(n) = S(m) = m, was aber beides nicht sein kann (den Beweis hierfiir lassen wir hier
aus). Die Annahme, dass z = n gilt, fithrt damit zu einem Widerspruch, also kann nur
x € n gelten, also folgt m C n. Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen von m und
n liefert auch die umgekehrte Inklusion,, n C m, also insgesamt m = n. Damit ist die
Nachfolgerabbildung injektiv.
Das 5. PEANO-Axiom ist nach Konstruktion erfiillt, da Ny genau aus den sukzessiven
Nachfolgern von 0 besteht.
q.e.d.

In der Tat ist das VON NEUMANN-Modell der natiirlichen Zahlen keineswegs das einzig
mogliche und auch nicht das einzig sinnvolle. Man kann allerdings zeigen, dass alle Mo-
delle der natiirlichen Zahlen, also Mengen die den PEANO-Axiomen geniigen, isomorph
sind, das heif}t, sie sind zwar nicht unbedingt unbedingt gleich im wortlichen Sinne (man
beachte: 1 in Definition ist nur ein formales Symbol, man hétte es ebenso gut auch
etwa # nennen konnen), aber sie sind gleich bis auf Anderung der Bezeichnungen.

Im Folgenden fassen wir, wie auch zuvor N und Ny wieder als die Menge der natiirlichen
Zahlen ohne bzw. mit 0 im iiblichen Sinne auf und schreiben wie iiblich n + 1 statt S(n).

Bemerkung 2.4. Die vertrauten Rechenoperationen + und - auf den natiirlichen Zahlen
lassen sich iiber die PEANO-Axiome bzw. die Nachfolgerabbildung S definieren. Hierzu
benotigt man allerdings die schon erwéhnte vollstdndige Induktion, die im folgende Ab-
schnitt eingefithrt wird. Damit kann man dann auch beweisen, dass diese Rechenopera-
tionen alle {iblichen Rechenregeln, wie etwa dass fiir alle a,b € N a + b = b + a gilt,
erfiillen. Dies wiirde allerdings an dieser Stelle zu viel Zeit kosten, weshalb wir ab sofort
die iiblichen Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation in den natiirlichen Zahlen,
sowie die natiirliche Anordnung 1 < 2 < 3 < ... auf N als bekannt voraussetzen.

2.2 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ausein-
andersetzen, das aus dem 5. PEANO-Axiom (siehe Definition folgt:
Sei A(n) eine Aussageform, die von einer natiirlichen Zahl n abhédngt. Wir betrachten
dann die Menge
X :={neN : A(n) ist wahr} C N.

Gilt dann 1 € X und fiir jedes x € X folgt x4+ 1 € X, so folgt nach dem 5. PEANO-Axiom
N C X, also haben wir X = N. Nach Definition von X folgt dann, dass die Aussage A(n)
fiir alle n € N wahr ist.
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Man kann sich dies anhand einer (idealisierten, unendlich langen) Reihe Dominosteine
veranschaulichen: Die Tatsache, dass der n-te Dominostein umféllt steht dafiir, dass die
Aussage A(n) wahr ist. Wenn man nun den ersten Dominostein umstoit (also sicherstellt,
dass die Aussage A(1) gilt) und wei, dass wenn fiir beliebiges n € N mit dem n-ten auch
der (n + 1)-te Dominostein umfillt, dann folgt die Aussage fiir alle n € N. Denn dass
der 1. Stein umfallt wissen wir schon. Dann folgt aber, dass auch der 2. umfallt. Wenn
der 2. umfillt, fallt auch der 3., wenn der 3. umfillt, fallt auch der 4., und so weiter. Die
Kette kann auch nicht abbrechen, da ja mit jedem umgefallenen Stein der néchste auch
umfallen muss. Damit fallen alle Steine um.

Das Beweisprinzip der vollstédndigen Induktion kommt immer wieder vor und ist ent-
sprechend sehr wichtig zu begreifen. Wir illustrieren es zunéchst an einigen Beispielen.
Zuvor benotigen wir allerdings noch etwas neue Notation.

Definition 2.5. Sei f: N — R eine beliebige Abbildung und m,n € N.

(i) Wir schreiben dann fiir die Summe der Werte von f zwischen m und n
abkiirzend

> flk) = f(m)+ f(m+1) + ...+ f(n).

Ist m > n, so setzen wir per Definition )", f(k) := 0.

(17) Wir schreiben dann fiir das Produkt der Werte von f zwischen m und n
abkiirzend

I f(k) == fOm) - fm+ 1) - .- f(n).

Ist m > n, so setzen wir per Definition [[,_  f(k) := 1.

Wir kommen nun zum angekiindigten Beispiel.

Beispiel 2.6. Wir wollen beweisen, dass wir fiir die Summe der ersten n natiirlichen
Zahlen folgende Formel haben,
n
1
> k= n(n+1) (1)
2
k=1
Wir verwenden dazu das Prinzip der vollstdndigen Induktion.
Wir beginnen mit dem Induktionsanfang: Wir beweisen oder vielmehr {iberpriifen
die Aussage zunéchst fiir n = 1. Die linke Seite von lautet fiir n =1

1
d k=1,
k=1
wahrend die rechte Seite ebenfalls

1-(1+1)

=1
2
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Die Aussage ist also fiir n = 1 wahr.

Wir formulieren nun die Induktionsvoraussetzung oder Induktionshypothese:
Wir nehmen an, dass die Gleichung fiir eine natiirliche Zahl n richtig ist.

Wir kommen nun zum Induktionsschritt, in dem wir, ausgehend von der Indukti-
onsvoraussetzung, zeigen, dass auch fiir den Nachfolger von n, also n 4+ 1 gilt: Fiir
n + 1 anstelle von n liefert die linke Seite von (/1)

n+1 n

k=) k+(n+1).

Nach unserer Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass

~ n(n+1)
3= e
k=1

gilt, also folgt

Zk:n(n;—l) +n+1:n2+n—;2n+2 _ (n+1)2(n+2).
k=1

Wir erhalten also genau die rechte Seite von fiir n + 1 anstelle von n. Die ausgehend
von der Induktionsvoraussetzung haben wir also die Aussage fiir n 4+ 1 bewiesen.
Nach dem Prinzip der vollstédndigen Induktion gilt die Aussage somit fiir alle n € N.

Bemerkung 2.7. Der schematische Aufbau eines Beweises durch vollsténdige Induktion
ist im Wesentlichen immer gleich. Er besteht aus folgenden Schritten:

1. Induktionsanfang: Zeige die Behauptung fiir n = 1.

2. Induktionsvoraussetzung: Nehmen wir an, die Behauptung sei fiir ein n € N
gezeigtE]

3. Induktionsschritt: Ausgehend von der Induktionsvoraussetzung, zeige die Aussage
fiir n + 1 anstelle von n.

Bemerkung 2.8. Vollstdndige induktion kann man natiirlich ebenso verwenden, um
Aussagen fiir alle n € Ny zu zeigen. Der Induktionsanfang ist dann der Fall n = 0,
Induktionsvoraussetzung und Induktionsschluss bleiben gleich (mit Ny statt N).
Andererseits gibt es auch Aussagen, die fiir natiirliche Zahlen n > m fiir ein m € N
gelten. Auch diese kann man mit vollstéandiger Induktion beweisen, wenn man den Fall
n = m als Induktionsanfang wihlt. Zum Beispiel zeigen Sie in der Ubung die Ungleichung

2" >n?  n >4

'Es reicht, diesen genauen Satz (oder eine Variante davon) im Beweis aufzuschreiben. Man kann ihn
aber formal nicht ersatzlos weglassen!
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Bemerkung 2.9. Auch wenn es sicher historisch nicht ganz korrekt ist, wird die in Bei-
spiel bewiesene Formel immer wieder dem jungen CARL FRIEDRICH GAUSS zuge-
schrieben, der sie angeblich entdeckte, als sein Lehrer der Klasse die Aufgabe stellte,
alle Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Der junge GAUSS hat daraufhin binnen weniger
Augenblicke die obige Formel gefunden und das Ergebnis, 5050, sofort berechnen koénnen.

Die Formel war allerdings schon lange vor GAUSS bekannt, und auch die gerade wie-
dergegebene Anekdote hat sich vermutlich nicht genauso zugetragen.

Wiéhrend das obige Beispiel mehr zu Illustrationszwecken dient, wollen wir nun ein Re-
sultat mittels vollstdandiger Induktion beweisen, das im Folgenden immer wieder auftreten
wird.

7

Satz 2.10 (Geometrische Summenformel). Fir belicbiges x # 1 gilt fir alle

HENO
1 — n+1
EZx-— -
I —

wobei wir stets x° als 1 verstehen.

Beweis. Induktionsanfang: Wir zeigen die Aussage fiir n = 0.Wir erhalten dann

1— 1
P =1= T

1—x2’
also eine wahre Aussage, die Behauptung stimmt also fiir n = 0.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei fiir ein n € Ny wahr.

Induktionsschluss: Wir zeigen aufgrund der Induktionsvoraussetzung die Aussage
fiir n + 1. Es gilt dann

n+1 n+1

§:x-—§:x4-nﬂfvl;fx o,

wobei wir im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet haben. Diesen Aus-
druck kénnen wir nun weiter umformen und erhalten
1— l.nJrl 1 — :L,nJrl + (1 - ZL’)ZE"+1 1— In+2

n+l —
1—2 T 1—=z 1—2 '’

also ist die Behauptung fiir n + 1 gezeigt.
Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt die Aussage somit fiir alle n € N.
q.e.d.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Satz, der immer wieder gebraucht wird und dessen
Beweis ebenfalls durch vollstéandige Induktion erbracht werden kann. Zuvor benétigen wir
noch etwas Notation.
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Definition 2.11. (i) Fiir n € Ny definieren wir den Ausdruck n! (lies ,n Fa-
kultat®) als

Nach Definition gilt dann 0! = 1 und wir haben
=1 21=2 3'=6, 4! =24, 5! =120, ...

sowie fir alle n € Ny
(n+1)!=(n+1)n!

(17) Fir n € Ny und k € {0,1,...,n} definieren wir den Binomialkoeffizienten

(%) (lies ,n iiber k“) als
n\ n!
k) Kl(n—k)

Bemerkung 2.12. Man kann die Definition Binomialkoeffizienten etwas umschreiben als
n n! HJ 17 1 &
= = = J==]n—-7+1)
() == s ey =1, 11, = a1

Diese Definition ergibt auch fiir £ > n Sinn und liefert in diesem Fall (’,;”) =0.

Wir fassen im folgenden Lemma einige Eigenschaften des Binomialkoeffizienten zu-
sammen.

Lemma 2.13. Sein € Ny und k € {0,...,n}. Dann gilt Folgendes.

()= ()

(73) Der Binomialkoeffizient ist symmetrisch.:

(0 =(2e)
)+ o) -0

(1) Wir haben

(i13) Firk <n gilt

Beweis.
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(7) Wir rechnen nach der Definition

und firn > 1

(ii) Es gilt

(n i k) " (- /f)!(nni n—k)  (n —n/i)!k! - (Z)

(73i) Wir rechnen nach:

(Z) * (kil) - k!(nni IR 1)!(nni (k+ 1))

(k+Dn!+(n—k)n! (1+n)n! B (n—i—l)
 (k+ D)=k (k+DIn+1—-(k+1) \k+1)
q.e.d.

Bemerkung 2.14. Lemma (vi1) lasst sich verwenden um Binomialkoeffizienten mit-
tels des PAscAL’schen Dreiecks sukzessive zu berechnen :

1 5 10 10 > 1

Zeilen und Eintrage werden hierbei von 0 angefangen zu zédhlen. Ausgehend von der ober-
sten 1 ergibt sich jeder Eintrag in der néchsten Zeile als Summe der beiden dariiberste-
henden Eintrége, wie die rot markierten Eintridge andeuten sollen (man stellt sich hierbei
am Rand jeweils 0-Eintréage zusétzlich vor, die nicht geschrieben werden).

Hiermit kommen wir nun zum so genannten Binomischen Lehrsatz, einer Verallgemeine-
rung der aus der Schule bekannten Binomischen Formeln.

Satz 2.15 (Binomischer Lehrsatz). Fiir beliebige x,y und n € Ny gilt

(z+y)" = z": (Z) T

k=0
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Beweis. Induktionsanfang: Fiir n = 0 haben wir

(z+19y)°=1=2%"

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei fiir ein n € Ny wahr.

Induktionsschluss: Wir zeigen die Aussagen fiir n 4+ 1. Wir haben

(@+y)" =4y @y (@+y) = (Z (Z) xky"’“) - (z+y),

k=0

wobei wir im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung benutzt haben. Wir multiplizie-
ren nun die Klammern aus und erhalten

(g; (Z) xky"’“) (z+y)
ki ) kn+1k+z() hyneti=k

— n) n+1, n+l1—(n+1) - |:( n ) (n):| k, n+1—k (0) 0, n+1-0
= Ty + Z + "y + Ty
2 \k-1) " \k 0

" /n+1
:xn-l-l_l_Z( N )xky”+1_k+y"+1

S

=1
n+1
n+1\ , i1k
= x
( k ) y )
k=0

wobei wir im vorletzten Schritt Lemma (73i) verwendet haben. Das ist aber genau
die Behauptung fiir n + 1, also folgt die Behauptung fiir alle n nach dem Prinzip der
vollstandigen Induktion.

q.e.d.

Wir halten hiervon noch zwei leichte Folgerungen fest, die Identitéten fiir Binomialkoef-
fizienten liefern.
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Korollar 2.16. Es gelten die folgenden Identititen fir alle n € Ny:

(i) Wir haben

(i5) Es gilt )
kzo(—l)'f(;‘) _

Beweis. Fiir (i) setze man im Binomischen Lehrsatz x = y = 1 und fiir (i7) wéhle man
r=1und y = —1.

q.e.d.

Bemerkung 2.17. Der Binomialkoeffizient (Z) spielt unter anderem in der Kombinatorik
eine wichtige Rolle. Ist M eine endliche Menge mit n Elementen, so gibt es genau (Z)
Teilmengen von M mit k& Elementen. Aus Korollar (1) folgt hieraus direkt, dass dann

#Pot(M) = 2"
gilt.

Zum Abschluss betrachten wir noch eine Variante der vollstéandigen Induktion. Bei
dieser ist die Induktionsannahme etwas verindert: Man nimmt nicht an, die Aussage sei
fiir ein n gezeigt und man zeigt sie fiir n 4+ 1, sondern man geht davon aus, fiir ein n sei
die Aussage fiir alle m < n gezeigt, und man zeigt, dass sie auch fiir n+ 1 gilt. Dies nennt
man manchmal auch starke Induktion.

Beispiel 2.18. Wir wollen zeigen, dass jede natiirliche Zahl n > 2 einen Teiler besitzt,
der eine Primzahl ist [

Induktionsanfang n = 2: Die Zahl n = 2 ist offenbar selbst eine Primzahl, also ist
die Aussage fiir n = 2 wahr.

Induktionsannahme: Fiir ein n € N gelte die Aussage fiir alle 2 < m < n.

Induktionsschritt: Wir zeigen die Aussage fiir n + 1. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Ist n 4 1 selbst eine Primzahl, so ist nichts zu zeigen, da n + 1 dann ein Primteiler
von sich selbst ist.

2. Ist n+1 keine Primzahl, so gibt es Zahlen d,q € {2,...,n} mit d-qg = n+1, weil n+1
laut Annahme einen nicht-trivialen Teiler besitzen muss. Dann konnen wir aber die

2Zur Erinnerung: Fiir n € N heifit d € N ein Teiler von n, wenn es ein ¢ € N gibt, so dass n = d - ¢
gilt. Primzahlen sind solche natiirlichen Zahlen, die nur 1 und sich selbst als Teiler haben.
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Induktionsvoraussetzung auf d anwenden und finden, dass d einen Primteiler besitzt.
Jeder Teiler von d ist natiirlich auch ein Teiler von n + 1, also besitzt auch n + 1
einen Primteiler, was wir behauptet hatten.

In beiden Fillen gilt die Behauptung also auch fiir n + 1, so dass wir nach dem starken
Induktionsprinzip schliefen konnen, dass sie fiir alle n > 2 gilt.
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Kapitel 3

Die ganzen und rationalen Zahlen

In vielen Teilbereichen der Mathematik geht es am Ende darum, irgendeine Art von
Gleichung zu 16sen. In den natiirlichen Zahlen st6f8t man hierbei schnell an seine Grenzen.
Die Gleichung

r+5=7

kénnen wir zwar (offensichtlich) in den natiirlichen Zahlen 16sen, die sehr #hnlich ausse-
hende Gleichung

r+7=5

jedoch offenbar nicht. Um dem abzuhelfen, erweitern wir nun nach und nach den Bereich
der natiirlichen Zahlen.

3.1 Die ganzen Zahlen

Die ganzen Zahlen bezeichnet man iiblicherweise mit dem Symbol Z und man fasst
darin alle natiirlichen Zahlen n € N, die 0, und alle Negativen der natiirlichen Zahlen
—n, n € N zusammen,

Z=1{.,-3,-2-1,0123, ..}

Historisch gesehen ist das Konzept der negativen Zahl lange nicht akzeptiert worden.
Wiihrend schon die alten Griechen mit irrationalen Zahlen wir /2 oder 7 (dazu spéter
mehr) gearbeitet haben, haben sich die negativen Zahlen erst mit FIBONACCI im 13. Jahr-
hundert begonnen sich durchzusetzen. Der Grund dafiir war hauptséchlich, dass Zahlen
immer geometrisch interpretiert wurden, also z.B. als Léange einer Strecke. Negative Zahlen
ergeben hier natiirlich keinen Sinn.

Die ganzen Zahlen bilden nun den Prototyp einer sehr wichtigen algebraischen Struk-
tur. Man kann in ihnen wie gewohnt addieren und multiplizieren, zuséatzlich gibt es mit der
Subtraktion eine Umkehrung der Addition. Diese Eigenschaften lassen sich abstrahieren
zu folgender Definition.
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Definition 3.1. Sei R eine Menge und + : R x R — R, (a,b) — a + b (genannt
Addition) und - : R x R — R, (a,b) — a-b (genannt Multiplikation) zwei
Verkniipfungen auf R. Wir nennen dann (R, +, -) einen Ring, falls fiir alle a,b,c € R
folgendes erfiillt ist:

(A1) Es gilt stets a + b = b+ a (Kommutativgesetz der Addition)
(A2) Es gilt stets (a 4+ b) +c=a+ (b+ ¢) (Assoziativgesetz der Addition)

(A3) Es existiert ein Element 0 € R, so dass stets a + 0 = a gilt (neutrales
Element der Addition).

(A4) Fir jedes a € R existiert ein b € R, so dass a + b = 0 gilt. Man nennt b dann
das zu a inverse Element und schreibt dafiir —a.

(M1) Es gilt stets a - b =b-a (Kommutativgesetz der Mutliplikation)
(M2) Es gilt stets (a-b)-c=a- (b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(M3) Es existiert ein Element 1 € R, so dass stets a-1 = a gilt. (neutrales Element
der Multiplikation)

(D) Es gilt stets a- (b+¢) =a-b+ a-c. (Distributivgesetz)

Bemerkung 3.2. Die neutralen Elemente in einem Ring werden hier wie bei den ganzen
Zahlen mit 0 und 1 bezeichnet. Sie sind allerdings im Allgemeinen nur abstrakt als Sym-
bole aufzufassen und nicht tatséchlich als ganze Zahlen. Ebenso sind die Symbole fiir die
Verkniipfungen nicht mit denen in den ganzen Zahlen gleichzusetzen.

Wir listen nun noch ein paar Eigenschaften von Ringen auf, die wahrscheinlich allen
von den ganzen Zahlen her offensichtlich erscheinen mégen, die man fiir allgemeine Ringe
tatséchlich beweisen kann und muss.

Proposition 3.3. Sei R ein Ring mit den Verknipfungen + und -. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die neutralen Elemente fir Addition und Multiplikation sind eindeutig be-
stimmit.

Zu a € R existiert genau ein inverses Element. Insbesondere gilt —0 = 0.

)
(1ii) Es gilt fir jedes a € R —a = (—1) - a.
) Es gilt fir allea € R a-0=0.

)

Es gilt —(—a) = a.
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Beweis.

(1) Nehmen wir an, es gébe ein weiteres neutrales Element 0’ der Addition. Dann gilt
0 =0+0, da 0/ ein neutrales Element der Addition ist. Da 0 ebenfalls ein neutrales
Element der Addition ist, gilt 0 + 0" = (', also folgt insgesamt 0 = 0. Fiir das
neutrale Element der Multiplikation geht man analog vor (Ubung).

(73) Sei a € R beliebig und b, € R inverse Elements zu a, d.h. wir haben a +b = 0 und
a+b = 0. Insbesondere gilt dann a +b = a+b'. Addieren wir auf beiden Seiten der
Gleichung b, so erhalten wir

b+ (a+b) D ra)+b=0+0 L b=bt(a+t) E pra)+v =0+ Dv.

Den Rest lassen wir als Ubung.
q.e.d.

Eine sehr wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen, die in allgemeinen Ringen nicht unbe-
dingt erfiillt ist, ist die so genannte Nullteilerfreiheit.

Proposition 3.4. Scien a,b € Z ganze Zahlen. Gilt a -b = 0, so folgt a = 0 oder
b=0.

Beweis. Bekanntermaflen existiert eine natiirliche Anordnung < auf den ganzen Zahlen,
bzw. eine strikte Ordnung <. Diese erfiillt bekanntlich die Eigenschaft, dass fiir a < b und
¢ > 0 stets ac < be folgt, bzw. fiir ¢ < 0 ac > be. Gilt nun a # 0 und b # 0, so folgt
hieraus entweder ab > 0-b = 0 oder ab < 0-b = 0, in jedem Falle aber ab # 0. Dies ist
aber genau die Kontraposition der zu beweisenden Aussage, die damit ebenfalls bewiesen
ist.

q.e.d.

3.2 Die rationalen Zahlen

Aus den ganzen Zahlen lassen sich nun auch die rationalen Zahlen QQ konstruieren, als
Menge aller Briiche:

Q:{% L a€e’Z, beZ\{O}}.

Die ganze Zahl a € Z heifit hierbei der Z&ahler des Bruches und b € N heifit der Nenner.
Zwei Briiche §, § € Q fassen wir als gleich auf, wenn a - d = b - ¢ gilt (das entspricht dem
aus der Schule bekannten Erweitern bzw. Kiirzen von Briichen). Die ganzen Zahlen lassen
sich in die rationalen Zahlen einbetten, indem wir die ganze Zahl n € Z mit dem Bruch
7 identifizieren.
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Zwei Briiche werden bekanntlich addiert durch die Vorschrift

¢ ad++be
d  bd

+

a
b
und mutlipliziert durch
a ¢ a-c
b d b-d
wodurch Q zu einem Ring wird. Hierbei ist wichtig zu beachten, dass wegen b, d # 0 auch
der Nenner b - d der Summe bzw. des Produktes wegen Proposition nicht 0 werden
kann.
Briiche erlauben es nun, auch beliebige Gleichungen der Form ax +b = ¢, a,b,c €
Z, a # 0 zu l6sen, ndmlich durch den Bruch %b
Briiche (# 0) lassen sich bekanntlich auch multiplikativ invertieren, d.h. zu ¢ € Q\ {0}

existiert ein & € Q mit ¢ -< = 1 (ndmlich 2). Die rationalen Zahlen werden so zum

prototypischen Beispiel einer weiteren algebraischen Struktur.

Definition 3.5. Sei (K, +, ) ein Ring. Gelten zusétzlich die Eigenschaften

(M4) Fiir a # 0 existiert ein b € K mit a-b = 1. Dann heifit b das zu a multiplikativ

inverse Element und wir schreiben b = a~ 1.

(N) Fiir die neutralen Elemente gilt 1 # 0.

so nennen wir (K, +,-) einen Korper.

Bemerkung 3.6. Die Bedingung 1 # 0 mag merkwiirdig und offensichtlich erfiillt er-
scheinen, es folgt aber in der Tat nicht aus den Ringaxiomen in Definition dass dies
in einem allgemeinen Ring der Fall sein muss. Tatséchlich gibt es Ringe (im Wesentlichen
genau einen), in denen 1 = 0 gilt (Ubung).

Beispiel 3.7. Wir betrachten die Menge Fy = {0,1} und erkldren darauf zwei Ver-
kniipfungen iiber die folgenden Tabellen:

+10 1 10 1
010 1 010 O
111 0 110 1

Wir behaupten, dass (Fy, +, -) ein Korper ist. Aus der Additions- bzw. Multiplikationsta-
belle sehen wir direkt, dass die Verkniipfungen + und - dem Kommutativgesetz geniigen
und auch, dass 0 und 1 jeweils die neutralen Elemente der Addition bzw. der Multipli-
kation sind. Die Elemente 0 und 1 sind beide jeweils additiv invers zu sich selbst, und
1 ist ebenfalls multiplikativ invers zu sich selbst (aufler 1 gibt es hier kein Element # 0.
Nachzurechnen, dass die Assoziativgesetze und das Distributivgesetz erfiillt sind, ist etwas
miihselig, man kann es zum Beispiel, &hnlich wie bei einer Wahrheitstafel durch das Aufli-
sten aller moglichen Félle erledigen. Mit etwas mehr theoretischem Wissen kann man auch
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direkt zeigen, dass fiir diesen (und viele andere endliche) Korper diese Regeln aus denen
im Ring der ganzen Zahlen folgen, aber das wollen wir an dieser Stelle nicht vertiefen.

Bemerkung 3.8. Fiir spéitere Zwecke halten wir fest, dass man auch in beliebigen Korpern
Ausdriicke wie n - a und a™ fiir n € Z genau so erkldren kann, wie man es gewohnt ist:

a+...+a n >0
——

n-mal
n-a:.= 0 n—
(—n) - (—a) n<0
bzw.
a-....a n>0
n._ n-mal
“@ =191 n=2~0

(a)™ n<O.
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Kapitel 4

Die reellen Zahlen

4.1 Irrationale Zahlen

Nicht alle Zahlen lassen sich als Briiche schreiben. Im Alten Griechenland, in der Schule
der Pythagoreer um 500 v. Chr., ist man noch, in der Nachfolge von PYTHAGORAS davon
ausgegangen: ,, Alles ist Zahl“, also dass sich alles durch ganze Zahlen oder Verhéltnisse
ganzer Zahlen beschreiben ldsst. Angeblich wurde HIPPASOS, ein Pythagoreer, der ent-
deckte, dass das Verhiltnis der Seitenlénge eines Pentagons zu seiner Diagonalen eben
nicht so ausgedriickt werden kann, darauthin vom Gott Poseidon bzw. schockierten ande-
ren Pythagoreern im Meer ertrénkt (historisch ist diese Anekdote wohl nicht, nicht einmal
die Variante ohne gottliche Intervention). Auch das Seitenverhéltnis eines Quadrates zu
seiner Diagonale ldsst sich nicht durch das Verhéltnis ganzer Zahlen, also als Bruch dar-
stellen. Wir wollen uns hier zunéchst an den Beweis erinnern, einer der wenigen, die meist
noch im Schulunterricht besprochen werden.

Proposition 4.1. Die Zahl /2 = 1,4142... ist nicht rational, d.h. es gibt keine
ganzen Zahlen a,b € Z,b # 0 mit /2 = T

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, d.h. wir nehmen an, unsere Behaup-
tung wire falsch und zeigen, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt. Da die Behauptung
entweder wahr oder falsch sein muss, folgt dann, dass sie wahr sein muss.

Nehmen wir also an, es gibt a,b € Z,b # 0 mit /2 = 7. Da V2 offenbar positiv
ist, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass a,b € N gilt und zudem kénnen wir
annehmen, dass der Bruch vollstdndig gekiirzt ist, also dass es keine natiirliche Zahl d > 1
gibt, die a und b teil. Wir kénnen nun beide Seiten der Gleichung v/2 = 7 quadrieren
und etwas umsortieren und erhalten

20 = a?.

Damit ist a? eine gerade Zahl und eine Quadratzahl, also nach Bemerkung durch 4
teilbar, also ist a durch 2 teilbar. Schreiben wir a? = 4m fiir ein m € N, so erhalten wir

!Eigentlich muss man das auch wieder beweisen, aber wir nehmen dies als bekannt an
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2b% = 4m, also, indem wir die Gleichung durch 2 dividieren, b* = 2m. Damit ist b? gerade,
also nach Bemerkung[I.6)durch 4 teilbar und somit ist b ebenfalls gerade. Wir hatten aber
angenommen, dass der Bruch # vollstindig gekiirzt ist, was aber nicht sein kann, wenn a
und b beide gerade sind. Damit haben wir einen Widerspruch.
Damit muss unsere urspriingliche Annahme, dass es a,b € Z,b # 0, gibt mit /2 = 7
falsch gewesen sein, womit die Behauptung bewiesen ist.
q.e.d.

Bemerkung 4.2. Es gibt auch sehr schéne Beweise fiir die Irrationalitit von /2, die
sich evtl. auch fiir den Schulunterricht eignen. Der folgende stammt laut JOHN CONWAY
von STANLEY TENNENBAUM.

Angenommen, /2 wire rational. Dann giibe es natiirliche Zahlen a,b > 0 mit v/2 = 7
oder anders ausgedriickt a® = 2b?. Wir betrachten nun insgesamt drei Quadrate, eines
mit Seitenléinge a und zwei mit Seitenldnge b, und arrangieren sie wie in Abbildung
skizziert. Die Seitenlédnge des Quadrates, auf der sich die kleinen Quadrate mit Seitenlénge

(a—b)? b

(2b— a)?

b (a—b)

Abbildung 4.1: Irrationalitét von /2 geometrisch

b iiberlappen, betrigt offenbar b — (a — b) = 2b — a und wie man leicht nachrechnet, ist
seine Fliche (2b — a)? genau doppelt so grofl wie die Fliche eines der nicht iiberdeckten
Quadrate

(20 — a)? = 2(a — b)*

So haben wir allerdings Quadrate mit ganzzahligen Seitenléngen konstruiert, von denen
das groflere genau den doppelten Flacheninhalt hat wie das kleine, die allerdings kleiner
sind als die beiden Quadrate, mit denen wir begonnen haben.
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Aus diesen Quadraten lielen sich wieder kleinere mit derselben Eigenschaft konstruie-
ren. Das kann aber nicht sein, da die Seitenldngen ganzzahlig sind und daher nur endlich
oft kleiner werden kénnen.

4.2 Angeordnete Korper

Wenn man sich nun Zahlen als Punkte auf einer Geraden vorstellt (Zahlengerade), so gibt
es nach Proposition ,Liicken“, wenn man nur rationale Zahlen betrachtet. Um diese
Liicken zu schlielen, fithren wir die reellen Zahlen R ein. Diese Konstruktion wollen wir
etwas genauer untersuchen.

Zunéchst einige neue Begrifflichkeiten, die wir zunéichst abstrakt einfithren wollen. Alle
Eigenschaften sind fiir die vertraute Anordnung auf den reellen Zahlen erfiillt, also kann
man im folgenden statt K auch konkreter an R denken.

Definition 4.3. Sei (K, +,-) ein Kérper und sei > eine Relation auf K, die folgende
Eigenschaften erfiillt (Anordnungsaxiome)

(O1) Fiir alle a € K gilt genau eine der folgenden drei Bedingungen,
a>0, a=0, —a>0.
Im ersten Fall heiflt a positiv, im dritten Fall negativ.
(O2) Fiir a,b € K mit a > 0 und b > 0 folgt a + b > 0.
(O3) Fiir a,b € K mit a > 0 und b > 0 folgt a - b > 0.

Dann nennen wir K einen angeordneten Korper.

Ist K ein angeordneter Korper, der die natiirlichen Zahlen mit 0 so enthélt, dass
die Addition und Multiplikation in K eingeschrankt auf Ny der iiblichen Addition
und Multiplikation auf Ny entsprechen, und gilt zusétzlich die Eigenschaft

(O4) Fiir alle a € K existiert ein n € N, so dass n —a > 0 gilt.

erfiillt ist, so nennen wir K archimedisch angeordnet (nach ARCHIMEDES VON
SYRAKUS).

Wir benétigen ein wenig weitere Notation.
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Definition 4.4. Sei K ein angeordneter Korper mit Anordnungsrelation > und
seien a,b € K.

(7) Wir schreiben a > b und sagen a ist grofler als b, falls a — b > 0 gilt.
(77) Wir schreiben a < b und sagen a ist kleiner als b, falls b — a > 0 gilt.

(74i) Wir schreiben a > b und sagen «a ist grofler oder gleich b, falls a > b oder
a = b gilt.

(7v) Wir schreiben a < b und sagen a ist kleiner oder gleich b, falls a < b oder
a = b gilt.

Wir halten folgende einfache Eigenschaften der Anordnung fest.

Lemma 4.5. Sei K ein angeordneter Korper mit Anordnungsrelation > und seien
a,b,c,d € K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es gilt a > 0 genau dann, wenn —a < 0 gilt.

(17) Aus a > b und b > ¢ folgt auch a > c¢. Die Relation > ist also transitiv (vgl.

Definition .

) Fiir a > 0 folgt auch a™' > 0.

) Ausa >b>0 folgt at <!

(v) Fiir beliebiges ¢ € K folgt aus a > b auch a + ¢ > b+ c.
)

Gilt a > b und ¢ > 0, so gilt auch ac > be. Gilt stattdessen ¢ < 0, so gilt
ac < be.

(vii) Aus a > b und c>d folgt a+c > b+d.
(viii) Fira>b>0 und c>d >0 gilt ac > bd.

(ix) Fira #0 gilt a® := a-a > 0. Insbesondere ist stets 1 =12 > 0.

Beweis.

(i) Nach Definition (i) gilt —a < 0 genau dann, wenn 0 — (—a) > 0 gilt. Die linke
Seite ist aber genau a, also folgt wie behauptet die Aquivalenz

a>0 & —a<0.

(i7) Seien @ > b und b > c. Es folgt also a —b > 0 und b — ¢ > 0. Nach dem Axiom
(02) in Definition folgt also auch (a —b) + (b—¢) =a —c¢ > 0, also a > ¢ wie
behauptet.
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(ii7) Sei a > 0. Dann ist sicher a~! # 0, denn sonst wére
a-at=a-0=0#1.

Wire a=! < 0, so folgt nach Axiom (O3) in Definition 4.3 auch 1 =a-a™' < 0 und
damit a < 0-a = 0, im Widerspruch zur Annahme. Also muss wegen (O1) a™* > 0
gelten.

(iv) Sei a > b > 0. Dann gilt wegen (7ii) auch ¢! > 0 und b= > 0. Wegen des Axioms
(03) folgt damit auch a=*b~! > 0, und damit aus der Voraussetzung und wieder

(03):
bl=ala v ) >bla b)) =at,

wie behauptet.

Den Rest lassen wir als Ubung.
q.e.d.

Fiir archimedisch angeordnete Korper gelten zusétzlich folgende Eigenschaften. Zunéchst
haben wir eine wichtige Ungleichung, benannt nach JAKOB I. BERNOULLI.

Lemma 4.6 (BErRNOULLI-Ungleichung). Sei K ein archimedisch angeordneter
Korper mit Anordnungsrelation >. Dann gilt fir x € K mit t > —1 und n € N
stets

(14+2)" > 1+ nx.

.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstédndiger Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind beide Seiten offensichtlich gleich, also gilt die
Behauptung.

Induktionsvoraussetzung: Angenommen, die Behauptung gelte fiir ein n € N.

Induktionsschluss: Wir zeigen die Behauptung fiir n+ 1 anstelle von n. Es gilt dann

14+ 2)"M =1 +2)" (1+2)
v
> (14nz)-(1+x)
=1+ nx + z + na?
>l4+nr+x=1+(Mn+1)x,

also, wie wir zeigen wollten, die Aussage fiir n + 1. Bei der Verwendung der Indukti-
onsvoraussetzung haben wir ebenfalls verwendet, dass x > —1, als 1 + z > 0 gilt (vgl.
Lemma [4.5{(vii4)). Im letzten Schritt haben wir hierbei verwendet, dass x? > 0 gilt (vgl.
Lemma [4.5{(iz)) und damit auch nz?® > 0 gilt (warum?).
Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Aussage somit fiir alle n.
q.e.d.
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Damit konnen wir das Folgende beweisen.

Lemma 4.7. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper mit Anordnungsrelation
>. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fir a,b € K mit a > 0 ezistiert einn € N mit n-a > b.
(i1) Seie € K mite > 0. Dann existiert einn € N mit = < e.
(i1i) Seien a,b € K mit a > 1. Dann existiert ein n € N mit a™ > b.
)

(iv) Seia,e € K mit a,e > 0 und zusdtzlich a < 1. Dann exisitiert ein n € N mit
a" < e.

Beweis.

(1) Laut dem Axiom (O4) in Definition [4.3| existiert ein n € N mit n > £ (man beachte,
dass a # 0 gilt!). Da a > 0 gilt, folgt wegen (vitd) fiir dieses n auch n-a > b,
also folgt die Behauptung.

(1) Dies folgt sofort aus (i) fiir b =1 und a = ¢.

(i17) Nach dem Axiom (O4) exisitert ein n € N mit n > -2 (man beachte auch hier,

dass wegen @ > 1 a — 1 > 0 gilt). Dann folgt mit der BERNOULLI-Ungleichung 4.6

4.0l

a"=(1+(@—-1)">1+n(a—1)>1+

b
1(a—1):b+1>b.

a —

(iv) Dies folgt direkt aus (ii7), angewandt auf a~! statt a und e! statt b.

q.e.d.

Alles, was wir bisher iiber angeordnete Korper gesagt haben, gilt z.B. auch fiir die
rationalen Zahlen. Wir wollen nun zu einer Eigenschaft kommen, die die rationalen Zahlen
nicht erfiillen. Dazu benétigen wir einige neue Begriffe.

Definition 4.8. Sei K ein angeordneter Korper mit Anordnungsrelation > und
M C K eine Teilmenge von K.

(7) Ein Element B € K heifit eine obere Schranke fiir M, falls fiir alle x € M
die Abschitzung z < B gilt. Existiert ein solches B, so nennen wir M nach
oben beschrankt.
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(77) Ein Element b € K heiit eine untere Schranke fiir M, falls fur alle z € M
die Abschiatzung b < z gilt. Existiert ein solches b, so heifit M nach unten
beschrinkt.

(#7i) Ist M nach oben und nach unten beschriankt, so nennen wir M einfach be-
schriankt.

(iv) Existiert ein B € M mit z < B fiir alle z € M, so ist B ein maximales
Element von M und wir schreiben dafiir max M.

(v) Existiert ein b € M mit b < z fiir alle x € M, so heifit b ein minimales
Element von M und wir schreiben dafiir min M.

(vi) Sei M mnach oben beschrinkt und B € K eine obere Schranke. Gilt fiir alle
oberen Schranken C' € K von M die Ungleichung B < (| ist B also die
kleinste obere Schranke fiir M, so heiit B das Supremum von M und
schreiben dafiir sup M.

(vii) Sei M nach unten beschrinkt und b € K eine untere Schranke. Gilt fiir alle
unteren Schranken ¢ € K von M die Ungleichung b > ¢, ist b also die grofite

untere Schranke fiir M, so heifit b das Infimimum von M und schreiben
dafiir inf M.

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 4.9. In diesem Beispiel betrachten wir den Koérper Q der rationalen Zahlen mit
der iiblichen Anordnungsrelation.

1. Wir betrachten die Menge M = {z € Q : < 7}. Dann ist nach der Definition der
Menge 7 das Maximum von M. Die Menge M ist also nach oben beschrankt. 7 ist
auch das Supremum von M: Ist ndmlich B eine obere Schranke von M, so ist sicher-
lich nach Definition von M B > 7 und 7 ist eine obere Schranke, also muss es die

kleinste obere Schranke sein. Die Menge M ist allerdings offenbar nicht nach unten
beschrankt, also gibt es kein Minimum und kein Infimum (vgl. Bemerkung [4.10)).

Betrachten wir die leicht modifizierte Menge N = {z € Q : z < T}, so ist die
Menge immer noch nach oben beschrankt (7 ist immer noch eine obere Schranke),
aber nicht nach unten. Das Supremum von N ist wieder 7, allerdings hat die Menge
N kein Maximum: Angenommen, es Gébe ein Maximum B € N. Dann wire nach
Definition von N 7— B > 0. Dann ist aber auch B < B + % = # < 7, also gilt
B =B+ % € N und B’ > B. Das kann aber nicht sein, wenn B das Maximum
von N gewesen sein soll.

2. Wir betrachten die Menge M = {z € Q : 2*> < 2} C Q. Fiir z € M gilt dann
sicher —2 < x < 2 (warum?). Die Menge M ist also beschrénkt. Allerdings gibt es
kein Maximum, denn dazu miisste 22 = 2 fiir ein & € Q gelten, und wir haben in



60 4.2. ANGEORDNETE KORPER

Proposition gesehen, dass so ein x nicht existiert. Es gibt allerdings auch kein

Supremum: Angenommen, B € Q wire das Supremum von M. Dann kann nicht
2 .

B? > 2 gelten, denn dann wire auch B — % < B eine obere Schranke, denn es

gilt
B2—2\* ) B2 —2\? B2 —2\?
(B— 5 ) - B>~ (B —2)+( 5 ) _2+< 5 ) > 2,

Offenbar kann auch nicht B? < 2 gelten, also muss B? = 2 gelten und hier wissen
wir wieder, dass es kein solches B € QQ gibt.

Wiirden wir M als Teilmenge der reellen Zahlen auffassen, so géibe es in R ein
Supremum, namlich v/2.

Bemerkung 4.10. (i) Sofern sie existieren, sind das Supremum, Maximum, Infimum
und Minimum einer Menge eindeutig bestimmt.

(#7) Sofern ein Maximum einer Menge existiert, ist es auch das Supremum. Umgekehrt
kann es jedoch ein Supremum geben, ohne dass ein Maximum existieren muss.

(73i) Fiir eine nach oben unbeschréinkte Menge setzt man formal sup M = oo und fiir
eine nach unten unbeschrinkte Menge inf M = —oco. Fiir M = () setzt man dann
sup ) = —oo und inf ) = co.

Wir haben in Beispiel gesehen, dass in Q eine beschrinkte, nicht leere Menge kein
Supremum zu haben braucht. Wie wir sehen werden, ist das bei den reellen Zahlen anders.

Definition 4.11. Ein angeordneter Koérper K heifit vollstéindig (genauer DEDE-
KIND-vollsténdig), falls jede nicht-leere, nach oben beschréankte Teilmenge M C K
ein Supremum s € K besitzt.

Bemerkung 4.12. Esist leicht zu zeigen, dass ein angeordneter Kérper auch genau dann
vollsténdig ist, wenn jede nicht-leere, nach unten beschrinkte Teilmenge ein Infimum
besitzt.

Die Vollstéandigkeit ist eine sehr starke Eigenschaft. Wir haben ndmlich den folgenden
Satz.
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Satz 4.13. Es existiert ein archimedisch angeordneter, vollstindiger Korper. Die-
ser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. fir zwei archimedisch angeord-
nete, vollstandige Korper K, L existiert genau eine Abbildung o : K — L mit
folgenden Eigenschaften:

o « st biektiv.

o Fir alle a,b € K gilt a(a+b) = a(a) + a(b) und a(a-b) = a(a) - a(b), sowie
a(l) =1.

e Es gilt a <bin K genau dann, wenn a(a) < a(b) in L gilt.

Fiir den Beweis des zweiten Teils dieses Satzes fehlen uns noch Begrifflichkeiten, die
wir z.T. spéter in der Vorlesung kennenlernen werden. Wir verschieben den Beweis bis
dahin. Den ersten Teil des Satzes beweisen wir im folgenden Abschnitt.

4.3 Konstruktion und Eigenschaften der reellen Zah-
len

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Konstruktion der reellen Zahlen angeben. Diese
geht auf den Mathematiker RICHARD DEDKIND zuriick.

Definition 4.14. Eine Menge N C Q heifit ein DEDEKINDscher Schnitt, falls
gilt:

(i) N# @ und N # Q.
(17) Fir allex € Q\ N und y € N gilt x < y.
(#4i) N besitzt kein Minimum.

Die Menge aller DEDEKINDschen Schnitte bezeichnen wir mit R.

Beispiel 4.15. Die Menge
N={zreQ:z>4}
ist offenbar ein DEDEKINDscher Schnitt (vgl. Beispiel , denn 4 ist zwar das

Infimum von N, aber nicht das Minimum.

Die Menge
{reQ:x>4}

hingegen ist kein DEDEKINDscher Schnitt, da diese Menge offenbar ein Minimum
besitzt.



62 4.3. KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER REELLEN ZAHLEN

Bemerkung 4.16. (i) Die rationalen Zahlen lassen sich in R einbetten: Zu jeder ra-
tionalen Zahl r € Q assoziieren wir den DEDEKINDschen Schnitt

N, :={zxeQ:xz>r}
Fiir jede solche Menge ist r € Q das Maximum von Q \ N,..
(17) Es gibt auch Schnitte, deren Komplement kein Maximum besitzt, etwa
N={r€Q:z>0und2*>2}€R.
Wie wir in Beispiel gesehen haben, hat dann
Q\N={rcQ:22<2lu{ze€Q : <0}
kein Maximum.

Wir kénnen nun Verkniipfungen sowie eine (archimedische) Anordnung auf R definie-
ren und erhalten folgendes Resultat.

Satz 4.17. Fir DEDEKINDsche Schnitte M, N € R definieren wir thre Summe als
M+N:={z+y:2e€M, yec N}
bzw. ihr Produkt als
M-N:={z-y:zeM ye N}
Zudem schreiben wir M > 0, falls M ; Ny gilt und allgemeiner M > N, falls
M ; N gilt.

Mit diesen Verkniipfungen bzw. dieser Anordnung wird R zu einem vollstindigen,
archimedisch angeordneten Korper.

Beweis. Den Beweis, dass R mit den oben erklédrten Verkniipfungen ein Kérper ist (vel.
Definitionen and , lassen wir als Ubung. Im Folgenden verwenden wir, dass der
DEDEKINDsche Schnitt Ny = {z € Q : = > 0} die Rolle der 0 tibernimmt.

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass R mit der Anordnung > ein archimedisch ange-
ordneter Korper im Sinne von Definition [4.3] ist:

Nach Definition eines DEDEKINDschen Schnitts A € R ergibt sich direkt, dass genau
eine der Beziehungen A > 0, A = 0(= Np) oder —A > 0 gilt, das Axiom (O1) in
Definition [4.3] ist als erfiillt.

Gilt fir A, B€R A>0und B >0, also A G Ny und B G Ny, so gilt fiir alle a € A
und b € B auch a > 0 bzw. b > 0 (hier reden wir nun iiber rationale Zahlen!). Nach dem
Anordnungsaxiom fiir die bekannte Anordnung auf Q folgt somit auch a + b > 0, also
A+ B S Ny. Also erfiillt auch die Anordnung auf R das Axiom (O2) in Definition {4.3|
Das Argument fiir das Axiom (O3) verlauft genau so.
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Da wir Q und damit N in R einbetten kénnen, ergibt sich auch hier aus den Anord-
nungsaxiomen fiir Q, dass R ebenfalls wie behauptet archimedisch angeordnet ist. Die
Details lassen wir als Ubung.

Als letztes zeigen wir nun noch, dass R vollstindig ist. Sei dazu 7 C R eine nicht-leere
Teilmenge von R, die nach unten beschrénkt ist. Wir behaupten zunéchst, dass

S=J4

AeT

ein DEDEKINDscher Schnitt ist. Da 7 nach Voraussetzung nach unten beschrinkt ist,
existiert ein L € R mit L < A fiir alle A € T, also gilt A G L fiir alle A € 7. Damit
ist auch S ; L. Damit folgt aber, dass weder S noch @ \ S leer sein kénnen, so dass die
erste Bedingung fiir einen DEDEKINDschen Schnitt erfiillt ist.

Seien nun x € Q \ S und y € S. Wir wollen zeigen, dass = < y gilt. Wir haben nach
Definition von S z € Q \ A fiir alle A € T, denn

@\S=@\(U A) = @\ 4)

AeT AeT

nach Satz und Definition Ebenso gibt es ein B € 7 mit y € B. Es gilt dann
insbesondere x € Q \ B, also, da B ein DEDEKINDscher Schnitt ist, = < y.

Um zu zeigen, dass S ein DEDKINDscher Schnitt ist, bleibt noch einzusehen, dass S
kein Minimum besitzt. Angenommen, s € S wére das Minimum von S. Dann gébe es ein
A €T mit s € A. Dann folgt aber sofort, dass s auch das Minimum von A sein miisste,
was aber nicht sein kann, da A als DEDEKINDscher Schnitt kein Minimum besitzt.

Wir zeigen nun, dass S genau das Infimum von 7 ist. Es gilt sicherlich A C S fiir alle
A € T, also ist S eine untere Schranke fiir 7. Sei nun S” € R eine weitere untere Schranke
fiir 7. Dann gilt A C S fiir alle A € T, also auch S C S’. Damit ist S die grofite untere
Schranke fiir 7, also das Infimum von 7.

Nach Bemerkung folgt also auch die Vollstandigkeit von R.

q.e.d.

Wir werden ab sofort die Menge R der DEDEKINDschen Schnitte mit den iiblichen
reellen Zahlen R identifizieren und nur noch R verwenden. Wir nehmen als gegeben hin,
dass jede reelle Zahl eine Darstellung als Dezimalzahl hat, wie Sie aus der Schule wissen.
Wir bezeichnen auch einen DEDEKINDschen Schnitt ab sofort gelegentlich als ,,Zahl®.

Wir bemerken nun eine wichtige Eigenschaft der rationalen Zahlen in den reellen.

Satz 4.18. Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R, d.h. fiir reelle Zahlen x < y
existiert ein r € Q mit
T<7r<y.
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Beweis. Wir identifizieren  und y mit DEDEKINDschen Schnitten X bzw. Y. Dann gilt
nach Voraussetzung Y ; X. Damit existiert ein r € Q mit r € X, aber r ¢ Y. Es gilt
somit

Y SN, GX,

also x < r <y, wie behauptet.
q.e.d.

Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen findet man also immer eine rationale. Wir
wollen nun einen Abstandsbegriff (der evtl. wieder aus der Schule bekannt ist) auf den
reellen Zahlen einfithren, der es uns erlaubt, dies etwas genauer zu quantifizieren.

Definition 4.19. Sei z € R. Dann definieren wir den Absolutbetrag von x als

T x>0
|z| :=
—x x<0.

Den Abstand von zwei reellen Zahlen z,y identifizieren wir mit |z — y].

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des Absolutbetrages fest.

Lemma 4.20. Seien z,y € R. Dann ist Folgendes richtig.
(i) Es gilt |z| > 0.
(17) Es gilt |x| =0 genau dann, wenn x =0 gilt.

(iii) Es gilt |z - y| = |z] - |y.

Beweis.
(1) Fiir x > 0 ist nichts zu zeigen. Fiir z < 0 ist || = —z > 0, also folgt die Behauptung.

(44) Bs gilt nach Definition |0| = 0, also folgt eine Richtung der Aquivalenz. Gilt || = 0,
so folgt fiir > 0, dass in der Tat x = 0 gilt. Fiir x < 0 folgt |z| = —z = 0, also
wieder x = 0 und damit ein Widerspruch, dieser Fall kann also nicht eintreten und
die Behauptung folgt.

(737) Die Behauptung ist offenbar richtig, wenn x = 0 oder y = 0 gilt. Seien daher z,y # 0.
Haben x und y dasselbe Vorzeichen, gilt also z,y > 0 oder z,y < 0, so ist in jedem
Fall x -y > 0, also gilt
[z yl=z-y=(-2) (-y)
In jedem Fall gilt also die Behauptung. Sei nun ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit x > 0 und y < 0. Dann gilt x - y < 0, also folgt

-yl =—(v-y)=2-(~y) = |z[[yl,
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wie behauptet.

q.e.d.

Eine immens wichtige Ungleichung, die immer wieder gebraucht wird, ist die folgende
so genannte Dreiecksungleichung.

Satz 4.21 (Dreiecksungleichung). Fir z,y € R gelten die folgenden Unglei-
chungen

(@) |z +y| < |z| + |yl

(i) |lz| = |y|| < |*r —y|. (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis.

(1) Es folgt sofort aus der Definition des Absolutbetrages, dass fiir alle x € R die
Ungleichungen
r<l|r] und —z<|z|

erfiillt sind. Aus z < |z| und y < |y| folgt daher nach Lemma {4.5 auch
rHy <lz[+ly| wnd (=) +(-y) = —(z +y) <[z]+ [yl

Da entweder |x + y| = x + y oder |z + y| = —(x + y) gilt, folgt somit auch die
behauptete Dreiecksungleichung

lz+y| < x| + |yl

(73) Aus der Dreiecksungleichung (7) folgt fiir a,b € R direkt
la + b — |b] < |al.
Ersetzen wir hierbei a = x — y und b = y, so folgt
2] = [y| < |z —yl,
andereseits folgt mit b = —x auch
| =yl ==l =yl = |z| = =(z] = [y]) < |z —yl,

also erneut auch
2] = Jy[| <[z —yl,
wie behauptet.
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q.e.d.

Mit dem Absolutbetrag kénnen wir nun Satz [4.18| etwas umformulieren.

7

Korollar 4.22. Seien x,e € R mit ¢ > ([} Dann gibt es eine rationale Zahlr € Q
mit |z —r| < g, reelle Zahlen lassen sich also beliebig gut durch rationale Zahlen

approximzieren.

*Meistens denken wir ¢ als sehr klein, aber positiv

.

Beweis. Man wihle in Satz[4.18)y = x+¢. Dann exisitiert also ein r € Qmit < r < z+e¢,
also folgt 0 <r—z =z —r| <e.

q.e.d.

Um die Dichtheit von Q in R in noch einer anderen Art und Weise zu formulieren,
und sehr viel mehr noch, weil es sich im weiteren Verlauf als sehr praktisch erweisen wird,
fithren wir nun eine bestimmte Art von Teilmengen von R ein.

Definition 4.23. Seien a,b € R mit a < b. Dann definieren wir
(1) das offene Intervall von a bis b als

(a,b) :=={z €R : a <z <b},

(17) das abgeschlossene Intervall von a bis b als

[a,b] :={zx €R : a <z < b},

(77i) die halboffenen Intervalle von a bis b als

(a,b] :={z €R : a<z<b}

bzw.
[a,b) ' ={z €eR : a <z <b}.

Zusatzlich definieren wir die unbeschrinkten Intervalle

(a,00):={z€R : a <z}
[a,00) :={z €R : a <z}
(—o0,a):={zeR : x<a}
(—o00,a] :={z€R : z<a}
(—o00,00) :=R.
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Bemerkung 4.24. (i) Statt der runden Klammern bei (halb-)offenen Intervallen ver-

wenden manche Autoren die (eigentlich intuitivere) Notation |a, b[ statt (a,b) bzw.
la, b] statt (a,b] etc. Die Schreibweise mit runden Klammern ist allerdings verbrei-
teter, weshalb wir sie hier benutzen.

Fiir a = b gilt nach Definition (a,b) = (a,a) = (). Die leere Menge ist also auch
ein Intervall.Gleiches gilt fiir das abgeschlossene Intervall [a, a] = {a}. Ein einzelner
Punkt ist demnach ebenfalls ein Intervall.

Das Symbol co in Definition ist keine reelle Zahl. Insofern ergibt es keinen
Sinn, Intervalle der Form (a, 0o] zu definieren. Obwohl sie der Schreibweise nach eher
wie halboffene oder offene Intervalle aussehen, nennt man auch die unbeschrinkten
Intervalle [a,00), (—o0, a] und (—oo, 00) abgeschlossene Intervalle (warum werden
wir spéiter sehen).

In der Sprache der Intervalle konnen wir nun eine weitere Formulierung fiir Satz
angeben.

r

Korollar 4.25. Jedes offene Intervall (a,b) mit a < b enthdlt eine rationale Zahl

€Q,
(a,0) NQ # 0.

Wir erinnern uns noch einmal daran, dass die Motivation fiir die Einfithrung der
reellen Zahlen die Tatsache war, dass Zahlen wie etwa v/2 nicht rational sind. Wir wollen

zum

Abschluss dieses Unterabschnitts noch zeigen, dass man aus positiven reellen Zahlen

immer eine beliebige Wurzel ziehen kann und diese wieder eine reelle Zahl ist.

X

d

Definition 4.26. Sei a € R, a > 0, und n € N. Eine positive reelle Zahl z € R,

Allgemeiner definieren wir fiir eine beliebige rationale Zahl r = = € Q (m,n € Z)

> 0, mit 2" = a heift eine n-te Wurzel aus a. Wir schreiben auch z = an = Va.

en Ausdruck

Wir benotigen die folgende kleine Beobachtung.

Lemma 4.27. (i) Seien z,y € R mit 0 < x <y und n € N. Dann folgt auch

n n

Tt <y".

(1) Umgekehrt folgt fir positive reelle Zahlen z,y aus der Ungleichung x™ < y"
auch x < y.

Beweis.
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(7)

Den Beweis fithren wir durch vollstédndige Induktion.
Der Induktionsanfang n = 1 ist offensichtlich.

Unter der Induktionsvoraussetzung, dass die Behauptung fiir ein n € N gilt,
betrachten wir nun im Induktionsschluss die Aussage fiir n + 1 und finden

v
anrl:xn_x <,yn.x<yn+17

wobei der letzte Schritt aus Lemma [4.5{(viii) folgt.

Es gelte ™ < y" fiir x,y > 0. Dann folgt

O<y"—x”:y”(1—(z> >
Y

Mit der geometrischen Summenformel erhalten wir hieraus

v ()56

k n
Da mit y auch y" sicher positiv und jeder der Briiche (g) und somit ZZ;& (g)

ebenfalls positiv ist, muss damit auch

1—£>0 & yY>x
Y

gelten, wie behauptet.

Satz 4.28. Seia € R, a > 0, und n € N. Dann existiert genau eine (reelle) n-te
Wurzel aus a

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer n-ten Wurzel und betrachten die Menge

M:={yeQ : y>0und y" >a} CQ.

Nach Lemma ist M dann nicht leer und auch Q \ M = {x € Q : y" < a} ist nicht
leer. Seien nun z € Q \ M und y € M. Dann ist insbesondere y > 0. Gilt also < 0, so
haben wir auch x < y. Sei also z > 0. Es gilt dann nach Definition 2" < a < y", also
2™ < y". Nach Lemma folgt hiermit auch wieder z < y.

Da zudem offenbar M kein Minimum besitzt, ist M also ein DEDEKINDscher Schnitt.



KAPITEL 4. DIE REELLEN ZAHLEN 69

Nach der Definition der Multiplikation fiir DEDEKINDsche Schnitte folgt
M"=N,={zxe€Q : z>a},
also gibt es eine reelle n-te Wurzel von a, da wir reelle Zahlen mit solchen Schnitten
identifizieren.

Es bleibt, die Eindeutigkeit von n-ten Wurzeln zu zeigen. Seien dazu w,w € R,
w,w > 0 mit w" = w"™ = a. Dann gilt

v (- (3)).

Nach der geometrischen Summenformel folgt dann

- (-3) £ ()

Da aber w,w > 0 gilt, muss auch die Summe auf der rechten Seite sicher positiv sein, d.h.
es muss, wegen der Nullteilerfreiheit von R

- (-2)

gelten. Dies ist aber dquivalent zu w = w, also haben wir auch die behauptete Eindeutig-
keit gezeigt.
q.e.d.

Bemerkung 4.29. Wir werden spéter die komplexen Zahlen kennenlernen. Dort wer-
den wir sehen, dass es ebenfalls immer Wurzeln gibt, allerdings sind diese im Allgemeinen
nicht mehr eindeutig bestimmt, daher betonen wir in Satz den Zusatz ,reell”.

Wir erwédhnen noch eine wichtige Eigenschaft insbesondere der Quadratwurzel. Sie gilt
auch fiir beliebige n-te Wurzeln (Ubung).

Proposition 4.30. Fir (0 <z <y gilt /x < \/y.

Beweis. Seien 2,y € R mit 0 < 2 < y. Dann folgt y — 2 > 0. Da \/y + y/x > 0 gilt, ist
dies dquivalent dazu, dass

y-—r _ =
NS G

gilt, also haben wir auch \/y > y/x, wie behauptet.
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4.4 Abzahlbarkeit

In diesem letzten Unterabschnitt zu den reellen Zahlen wollen wir uns mit einem zunéchst
nicht ganz intuitiven Phédnomen befassen, das in den Anfangstagen der Mengenlehre (vgl.
Abschnitt selbst die grofiten Mathematiker ihrer Zeit zunéchst verwirrt hat: Man hat
vielleicht eine intuitive Vorstellung des Begriffs der Unendlichkeit. Zum Beispiel findet
wohl kaum jemand die Aussage iiberraschend, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen
gibt. Zumindest rein intuitiv ist womoglich aber weniger klar, dass es verschiedene
Unendlichkeiten gibt. Damit wollen wir uns nun beschéftigen.

Definition 4.31. Sei M eine beliebige Menge.

Existiert ein n € Ny und eine Bijektion ¢ : {1,....,n} — M, so heifit M eine
endliche Menge. Die Zahl n nennen wir die Kardinalitiat oder Méchtigkeit von
M . Existiert kein solches n, so heifit M unendlich.

Gibt es eine Bijektion ¢ : N — M so nennen wir M abzihlbar unendlich. Wenn
M zwar unendlich ist, aber keine Bijektion ¢ : N — M existiert, so nennen wir M
iiberabzidhlbar unendlich.

Bemerkung 4.32. Es ist manchmal hilfreich, auch unendlichen Mengen eine Kardina-
litdt zuzuordnen. Die Kardinalitét der natiirlichen Zahlen wird dabei iiblicherweise mit
dem Symbol Xy (lies ,,Aleph 0“) bezeichnet. Wir befassen uns hier aber nicht weiter mit
diesen so genannten Kardinalzahlen.

Bemerkung 4.33. Implizit nehmen wir in Definition an, dass die Kardinalitét zu-
mindest einer endlichen Menge eindeutig bestimmt ist und nicht von der eventuellen Wahl
der Bijektion ¢ abhéngt. Den formalen Beweis hierfiir lassen wir als Ubung.

Bei endlichen Mengen ist einleuchtend, dass jede echte Teilmenge eine kleinere Méachtig-
keit besitzt. Bei unendlichen Mengen muss das nicht so sein.

Beispiel 4.34. 1. Die Mengen N und Nj sind beide abzéhlbar unendlich. Bei N ist dies
natiirlich aus der Definition offensichtlich, bei Ny kann man explizit eine Bijektion
angeben:

¢:N—= Ny n—=n-—1

Diese ist offenbar bijektiv, da wir mit
o' Ng= N, m—=m+1

eine Inverse angeben konnen (vgl. Satz [1.39)).
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2. Die Menge M = {2n : n € N} der geraden natiirlichen Zahlen ist offenbar eine
echte Teilmenge von N. Diese ist allerdings ebenfalls abzédhlbar unendlich, denn

o:N—= M, n—2n

ist eine Bijektion zwischen N und M. Es kann bei unendlichen Mengen also durchaus
sein, dass eine echte Teilmenge in Bijektion zur urspriinglichen Menge steht.

3. Auch die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzédhlbar unendlich. Betrachten wir die
Abbildung

1 —2 n gerade
: 2
gp.N—>Z,nr—>{n_+1
2

n ungerade.
Die Abbildung
2—2m m<0

0 ' Z N, m—
2m—-1 m >0

ist dann invers zu ¢, wie man leicht nachrechnet: Ist n € N gerade, so ist ¢(n) =
— 5 <0, also folgt

e em) =2-2-(1-3) =n.

Ist n € N ungerade, so ist ¢(n) = "TH

> (), also haben wir auch hier

e =2 (M4) <1

¢~ ist also linksinvers zu ¢. Dass es auch eine Rechtsinverse ist, rechnet man

genauso nach.

Das letzte Beispiel verdeutlicht man auch gern mit der Analogie des HILBERT-Hotels.
Es handelt sich hierbei um ein Hotel mit abzéhlbar unendlich vielen (Einzel)zimmern.
Eines Tages sind tatséchlich alle Zimmer belegt. Als ein Reisender zur Rezeption tritt und
um ein Zimmer bittet, will ihn der Portier schon abweisen, da ja alle Zimmer belegt sind,
doch der Hoteldirektor weif3 sich zu helfen: Er bittet alle Géste, einfach ein Zimmer weiter
zu ziehen, also der Gast aus Zimmer 1 in Zimmer 2, der Gast aus Zimmer 2 in Zimmer
3, usw. So hat jeder Gast, der schon im Hotel war, wieder ein Zimmer, aber Zimmer 1
bleibt fiir den neuen Gast frei (vgl. Beispiel ()). Am selben Abend kommt auch ein
Bus mit abzéhlbar unendlich vielen neuen Gésten an, die der Portier zunéchst wieder
abweisen mochte, aber der Hoteldirektor kann wieder das Problem losen: Er bittet jeden
Gast im Hotel, in das Zimmer mit der doppelten Zimmernummer umzuziehen, also der
Gast auf Zimmer 1 in Zimmer 2, den Gast von Zimmer 2 in Zimmer 4, von Zimmer 3 in
Zimmer 6 usf. So hat jeder Gast, der schon im Hotel war, ein Zimmer, aber alle Zimmer
mit ungeraden Nummern sind frei, welche von den neuen Gésten bezogen werden kénnen

(vgl. Beispiel (1ii)).
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Wir kommen nun zu einem etwas iiberraschenderen Resultat.

Satz 4.35. (i) Die Menge N x N ist abzihlbar unendlich.

(13) Die rationalen Zahlen Q sind abzdhlbar unendlich.

Beweis.

(¢) Wir zéhlen die geordneten Paare (m,n) € N x N in einem Diagonalverfahren ab:
So z#éhlt man offenbar jedes Paar in N x N genau einmal ab und erhélt so eine

1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
/ <22>/ (2%3) (2.4)

o
’

Abbildung 4.2: CANTORsches Diagonalverfahren

Bijektion ¢ : N — N x N. Dieses Argument nennt man auch das 1. Cantorsche
Diagonalverfahren.

(77) Die Abbildung
¢ZNOXN—>Q20, (m,n)l—>%

ist offenbar surjektiv (allerdings nicht injektiv). Nach Teil (i) existiert somit auch
eine surjektive Abbildung von N nach Qs¢, d.h. Q> ist hochstens abzédhlbar unend-
lich. Allerdings ist Q> auch sicher mindestens abzdhlbar unendlich, da N C Qx¢
gilt. Damit ist Q> abzéhlbar unendlich und mit demselben Argument wie in Bei-
spiel (7i1) sieht man ein, dass auch Q abzdhlbar ist.
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Wir weisen darauf hin, dass der Beweis der Abzéhlbarkeit von Q mehr eine Skizze als
ein formaler Beweis ist. Implizit wird hier das so genannte CANTOR-BERNSTEIN-Theorem
verwendet:

Lemma 4.36 (CANTOR-BERNSTEIN-Theorem). Sind A, B beliebige Mengen
und f: A — B bzw. g : B — A injektive Abbildungen, so existiert eine bijekti-
ve Abbildung h : A — B.

Der Beweis dieser Aussage ist zwar nicht allzu schwierig, wiirde uns an dieser Stelle
jedoch zu weit fiithren.

Wir kommen nun wie angekiindigt zu der noch iiberraschenderen Erkenntnis, dass es
mehrere verschieden grofle Unendlichkeiten gibt.

Satz 4.37. Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzdahlbar.

Beweis. Wir verwenden hierfiir das 2. Cantorsche Diagonalverfahren. Jede reelle
Zahl x € R besitzt eine eindeutige Darstellung als nicht-abbrechende Dezimalzahl (ggf.
verwendet man am Ende unendlich viele 9, man hat also 0,99999999.... statt 1)E|

Nehmen wir an, die reellen Zahlen wéren abzdhlbar unendlich. Dann trifft dies sicher
auch auf die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 zu. Dann kénnten wir alle diese reellen
Zahlen in einer unendlich langen Liste aufzéihlen, etwa:

x1: 0,0923598634235...
g o 0,9862424358123...
x3 : 0,00023986036817...
x4 0,14159265358979...

Jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 kdme dann genau einmal in dieser Liste vor.

Nun konstruieren wir die Dezimaldarstellung einer neuen reellen Zahl y: Als erste
Nachkommastelle wéhlen wir eine beliebige Ziffer, aufler der ersten Nachkommastelle
von z; (hier 0). Fiir die zweite Nachkommastelle von y wihlen wir eine beliebige Ziffer
aufler der 2. Nachkommastelle von x5 (hier 9), und entsprechend so weiter mit der 3., 4.,
etc. Nachkommastelle.

Die so erhaltenene reelle Zahl y unterscheidet sich von jedem x,,, n € N, in mindestens
der n-ten Nachkommastelle, kommt also in der Liste nicht vor. Wir hatten aber ange-
nommen, dass jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 in der Liste genau einmal vorkommt, also
haben wir einen Widerspruch.

Das bedeutet, unsere urspriingliche Annahme, dass R abzdhlbar ist, muss falsch ge-
wesen sein und der Satz ist bewiesen.

2Das haben wir genau genommen noch nicht bewiesen, wir werden es aber spéter zu einem gewissen
Teil nachholen.
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q.e.d.



Kapitel 5

Die komplexen Zahlen

In diesem Kapitel kommen wir zu einer vermutlich fiir die meisten neuen Erweiterung des
Zahlbereichs, den komplexen Zahlen C.

5.1 Die komplexe Zahlenebene

Wie wir gesehen haben, sind die reellen Zahlen vollstédndig, aber es gibt dennoch recht
einfache Gleichungen, die sich in R nicht l6sen lassen, wie etwa

2 +1=0.
Wir konstruieren die Komplexen Zahlen, indem wir eine Losung dieser Gleichung zu

den reellen Zahlen hinzufiigen und entsprechend Rechenregeln aufstellen. Diese Losung
bezeichnen wir mit dem Buchstaben i und nennen sie die imaginire Einheit.

Definition 5.1. Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen als
C:={a+bi: a,beR}

Fiir eine komplexe Zahl z = a + bi nennen wir a ihren Realteil und schreiben
Re(z) = a. Der Imaginirteil von z ist dann Im(z) = b.

. J

Man beachte in dieser Definition, dass das + zunéchst nur formal zu verstehen ist und
(zunéchst) noch nichts mit einer Addition zu tun hat. Wir konnten die komplexen Zahlen
ebenso gut als Paare reeller Zahlen definieren. Da wir die reellen Zahlen auf einer Zahlen-
gerade denken konnen, wo jede reelle Zahl einem Punkt auf der Zahlengerade entspricht,
ergibt sich fiir die komplexen Zahlen somit das Bild der komplexen Zahlenebene: Jede
komplexe Zahl entspricht einem Punkt in der Ebene (Abbildung .

Ohne irgendwelche Rechenregeln, die den komplexen Zahlen eine algebraische Struktur
verleihen, wire diese Konstruktion nicht sehr niitzlich. Es gilt aber in der Tat der folgende
Satz.

75
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Abbildung 5.1: Komplexe Zahlenebene

Satz 5.2. Fir komplexe Zahlen zy = ay + byi und 2o = as + boi definieren wir die
Addition
21 ® 29 := (ay + az) + (by + bo) i

und die Multiplikation
21 ® z9 = (al(lg — blbg) + (a1b2 —+ (Igbl) 1.

Mit diesen Verkniipfungen wird C ein Kérper. Dabei ist 0 =0+ 0i, 1 =1+ 01 und
fiir 0 # z = a + bi ist
q__a b :
a2+ a4+

Beweis. Die Axiome fiir die Addition (A1-A4 in Definition folgen sofort aus denen
fiir die reellen Zahlen. Ebenso ist die Kommutativitat der Multiplikation (M1) direkt aus
der angegebenen Regel abzulesen, und auch die Existenz der 1 (M3) ist sofort einzusehen.
Das Assoziativgesetz (M2) und das Distributivgesetz (D) rechnet man ohne groie Schwie-
rigkeiten nach (Ubung). Das Axiom (N) in Definition , dass 1 # 0 gilt, ist offenkundig
erfiillt, da dies in R der Fall ist.

Es bleibt nur noch zu priifen, dass Inverse Elemente existieren: Fiir 2 = a+b1i # 0 sind
a und b nicht beide 0, so dass a® + b? = 0 gilt. Damit definiert der angegebene Ausdruck
fiir 27! eine komplexe Zahl. Wir rechnen noch nach, dass es sich um ein inverses Element

handelt:



KAPITEL 5. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 7

a2+ ? a? + b2 a? + b? a? + b2

a? b?
— 0i
ZiE @rr
=1+01.

q.e.d.

Die reellen Zahlen lassen sich in die komplexen einbetten durch a — a+01i. So kénnen
wir insbesondere einfacher 0 und 1 statt 0 + 0i bzw. 1 4+ 01 schreiben. Die Addition und
Multiplikation in C reduziert sich in diesem Fall zu der bekannten aus R. Wir werden
daher in Zukunft einfach + und - statt & und ® schreiben.

Beispiel 5.3. 1. Wir wollen nachrechnen, dass nach den festgelegten Rechenregeln
i = 0+ 1i tatséchlich die Gleichung 22 + 1 = 0 lést, also i* = —1 gilt. Wir haben

i?=0+1i)-0+1i)=0-0—-1-1)+(0-14+0-1)i=—-14+0i=—1.
2. Betrachten wir die komplexen Zahlen z =2 +i und w = —1 + 3i. Dann gilt
z+w=2+(-1)+(1+3)i=1+4i.

Indem wir komplexe Zahlen als Punkte in der Ebene interpretieren, kénnen wir
auch die Addition graphisch als Vektoraddition verstehen: wie in Abbildung
ergdnzt man das Dreieck mit Eckpunkten z,w und 0 zu einem Parallelogramm. Der
Eckpunkt, der 0 gegeniiberliegt, ist dann genau der Punkt z + w.

Bemerkung 5.4. In Lemma hatten wir gesehen, dass in einem beliebigen angeord-
neten Korper K fiir jedes a € K a®> > 0 und —1 < 0 gilt. Da es mit i eine komplexe Zahl
gibt mit i> = —1 folgt also, dass C NICHT angeordnet werden kann.

Wenn wir im Folgenden die iiblichen Symbole < oder < etc. benutzen, sagen wir
implizit, dass beide Seiten der Ungleichung reell sind.

~ ~

Definition 5.5. Zu einer komplexen Zahl z = a + bi € C nennen wir
Z:=a—bieC lies ,z konjugiert” oder ,,z quer*

die zu 2z konjugiert komplexe Zahl.

Einige wichtige Eigenschaften der komplexen Konjugation halten wir im folgenden
Satz fest.
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Abbildung 5.2: Addition komplexer Zahlen

Satz 5.6. Seien z,w € C komplexe Zahlen. Dann gilt:

=zZ+w

Z W=7 W

) 2
/i)
(iii) Re(z) = %(z +z) und Im(z) = 5~ (2 — 2)
v)
)

2z = Z genau dann, wenn z € R gilt.

Beweis. Ubung.
q.e.d.

Geometrisch findet man die komplex konjugierte Zahl durch Spiegeln an der reellen Achse.

Wie fiir reelle Zahlen gibt es auch fiir komplexe Zahlen einen Absolutbetrag, den wir
nun einfithren wollen.

Definition 5.7. Fiir eine komplexe Zahl z = a + bi definieren wir ihren Absolut-

betrag als
|z| := Va2 + b2.
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Abbildung 5.3: Komplexe Konjugation

Bemerkung 5.8. Nach dem Satz des PYTHAGORAS entspricht der komplexe Absolut-
betrag von z genau der Lange der Verbindungsstrecke vom Nullpunkt zum Punkt z in der
komplexen Zahlenebene.

Einige wichtige Eigenschaften des komplexen Absolutbetrages sammeln wir im folgen-
den Satz.

Satz 5.9. Seien z =a+bi,w =c+di € C. Dann gelten folgende Aussagen.
(i
(i

(iii

Es gilt stets |z| > 0, wobei genau dann |z| = 0 gilt, wenn z = 0 gilt.
Es gilt |z - w| = |z| - |w].
Es gilt |z]* = 2 - Z.

(v

)
)
)
) Firz#0 gilt 2~ = 5.

(v) Wir haben |Z| = |z|.

(vi) Es gilt |Re(2)| < |z| und |Im(z)| < |7]

(vit) Es gilt die Dreiecksungleichung,

|2 4+ w| < [2] + w.

Beweis.
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(i) Fiir eine reelle Zahl a gilt a® > 0, falls a # 0, und a®> = 0 genau dann, wenn a = 0
gilt. Fiir a,b € R ist also a® + b* > 0, es sei denn es gilt a = 0 und b = 0. Sind also
a und b nicht beide 0, also z = a + bi # 0, folgt |z| = Va? + b2 > 0 nach Definition
der reellen Quadratwurzel (siche Definition [4.26]). Gilt andererseits a = b = 0, so
folgt entsprechend auch |z| = 0 und somit die Behauptung.

(#7) Nach Definition der Multiplikation in C gilt
z-w = (ac — bd) + (ad + be) i,
also haben wir

|z - w|* = (ac — bd)?* + (ad + bc)* = a*c* — 2abed + b*d? + a®d* + 2abed + b*c?
= a’c® + a*d® + b’ + b d°.
Andererseits gilt
2l w))? = |2 |w? = (a® + %) - (& + d*) = a*c + a*d® + b2 + b*d>.
(I2] - Jwl)

Wir haben somit |z - w|? = (|z] - |w|)?, also, da die quadrierten Ausdriicke nicht-
negativ sind, auch
|2 - w| = [2] - |wl,

wie behauptet.
(17i) Es gilt
z-Z=(a+bi)(a—0bi)=a®— (bi)*=a*+b* = |z|*.

(1v) Folgt direkt aus (i7i) durch Umformung.

(v) Es gilt [z| = \/a® 4+ (—=b)? = Va® + 1 = |z|.

(vi) Wir haben |z]? = a® + b? > a® = |a|? = |Re(2)|?. Ziehen wir auf beiden Seiten die
Quadratwurzel, erhalten wir mit Proposition auch | Re(z)| < |z| wie behauptet.
Fiir den Imaginérteil geht man analog vor.

(vii) Gilt z +w = 0, so ist nichts zu zeigen, da auf der rechten Seite der Ungleichung
nicht-negative Zahlen addiert werden. Sei also z + w # 0. Dann gilt

(i)
2Re< - )—i—Re( v >:Re(z+w>:1
Z 4w zZ 4w zZ 4w

2| + [w] _ w

|z +w|

: ‘

z+w Z 4w

Damit folgt die Behauptung.

q.e.d.

Im Komplexen sieht man auch, woher die Dreiecksungleichung ihren Namen hat (siche
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Abbildung [5.2] Das relevante Dreieck hat die Eckpunkte 0, z und z + w. Die Dreiecks-
ungleichung sagt genau, dass die direkte Verbindungslinie von 0 nach z + w héchstens so
lang sein kann wie die Summe der anderen beiden Dreiecksseiten.

In Definition hatten wir den Begriff der beschrénkten Teilmenge von R definiert.
Diese Definition lésst sich allerdings nicht ohne weiteres auf Teilmengen von C {ibertragen,
da C kein angeordneter Korper ist, und somit die Begriffe obere bzw. untere Schranke
keinen Sinn ergeben. Man kann die Definition im Reellen allerdings leicht umformulieren,
indem man den Betrag verwendet und diese Definition auf Teilmengen von C iibertragen:

Definition 5.10. Eine Teilmenge 7' C C heiflit beschrankt, falls ein B > 0 exi-
stiert, so dass fiir alle z € T' die Abschitzung |z| < B gilt. Anderenfalls heifit 7'
unbeschrinkt.

5.2 Polarkoordinaten

Betrachten wir eine komplexe Zahl z € C, z # 0, in der komplexen Zahlenebene. Die
Verbindungslinie von 0 nach z bildet einen Winkel ¢ mit der reellen Achse. Nach der

Ri

A

Abbildung 5.4: Winkel mit der reellen Achse

geometrischen Definition des Cosinus und des Sinus, die aus der Schule bekannt sein
diirften, sehen wir also, dass gilt

Re(z) = |z|cos(¢) und Im(z) = |z|sin(p).

Allgemeiner haben wir den folgenden Satz.
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Satz 5.11. Fir jede komplexe Zahl z = a + bi € C, z # 0, gibt es genau ein r > 0
und ¢ € [0,2m) mit
z = r(cos(p) +isin(p)).
Genauer gilt
arccos (%) b>0
2m — arccos (%) b < 0.

r=|z| wund @z{

Wir nennen ¢ dann auch das Argument von z und schreiben o = argz. Die
Darstellung z = r((cos(¢) + isin(¢)) nennen wir die Polardarstellung von z.

.

Beweis. Uber die geometrische Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis (vel.
Abbildung sieht man sofort, dass jeder Punkt auf einem Kreis mit Radius r durch
einen eindeutigen Winkel ¢ € [0, 27) festgelegt ist, und dieser wiederum eindeutig durch
die Werte cos(g) und sin(p) festgelegt ist (einer der Werte reicht in der Regel nicht allein
aus, um den Winkel eindeutig zu bestimmen).

S

Abbildung 5.5: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Ferner ist klar, dass fiir jede komplexe Zahl z # 0 die Zahl z/|z| auf dem Einheitskreis
liegt (vgl. Satz (7i)), und keine andere Zahl r > 0 auler r = |z| erfiillt, dass z/r auf
dem Einheitskreis liegt. Dadurch folgt die Existenz und Eindeutigkeit von r und .

Wir rechnen noch die Formel fiir ¢ nach. Sei zunéchst b > 0. In diesem Fall muss also

auch sin(p) > 0 gelten, also folgt wegen der bekannten Formel cos?(p) +sin®(p) = 1, dass
sin(p) = /1 —cos?(p) gilt (wegen b > 0 ist das positive Vorzeichen bei der Wurzel zu

wéhlen). Dann haben wir
( <a> > ;
cos (arccos (— ) ) = =
r r
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und

) a a a? r2—a? b
sin (arccos <—>) = 4/1 — cos? (arccos <—>> l1—— = = —.
r r 72 r2 r

Insgesamt folgt also

a

r(cos(p) +isin(p)) =r (;—i— 21) =a+bi=z,

wie behauptet. Die Rechnung im Fall b < 0 verlduft analog.

Beispiel 5.12. 1. Sei z = 1 4 i. Dann haben wir r = |z| = V124 12 = /2 und wir
suchen ¢ € [0,27), so dass cos(p) = 1/+/2 und sin(p) = 1/+v/2. Bekanntermafen ist
dies genau fiir ¢ = 7 der Fall. Wir haben also mit

o= V2 (cos () s (7))

die Polardarstellung von z gefunden.

2. Fiir z = 1 — /31 ergibt sich r = |z| = 1/12 + (v/3)? = 2. Weiterhin suchen wir ein
¢ € [0,27) mit cos(p) = + = 3 und sin(p) = %g = —‘/75. Im Intervall [0,27) gilt
cos(p) = 3 fiir p € {5, 27} und sin(p) = —\/73 fir ¢ € {37, 27 }. Wir finden also

arg(z) = 37 und somit die Polardarstellung

=2 e (36 1o (21

Bemerkung 5.13. Seien z = r(cos(¢) +isin(p)) und w = s(cos(d) + isin#)) komplexe
Zahlen in Polardarstellung. Dann rechnet man nach, dass

z-w =75+ (cos(p) cos(f) — sin(yp) sin(0) + i(cos(p) sin(#) + cos(0) sin(p)))

gilt. Wegen der Additionstheoreme von Sinus und Cosinus (die evtl. aus der Schule
bekannt sind und die wir spater noch beweisen werden) lésst sich dies vereinfachen zu

z-w=1-5(cos(p+0)+isin(¢ +0)).

Wir sehen daran, dass die Multiplikation komplexer Zahlen geometrisch einer Dreh-

streckung entspricht (siehe Abbildung [5.6)).
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Abbildung 5.6: Multiplikation komplexer Zahlen als Drehstreckung

LEONHARD EULER, einer der grofiten Mathematiker aller Zeiten, und einige Jahr-
zehnte vor ihm ABRAHAM DE MOIVRE bemerkten, dass man die Polardarstellung einer
komplexen Zahl kompakter schreiben kann. Dies beinhaltet der folgende Satz, dessen Be-
weis wir spater nachholen.

Satz 5.14 (Satz von EULER-DE MOIVRE). (i) Fir alle reellen Zahlen z € R
gilt
cos(z) + isin(z) = e'”
(i) Jede komplexe Zahl z € C, z # 0 besitzt eine eindeutige Darstellung in der
Form
z=re?

mit r > 0 und ¢ € [0,27). Diese nennt man Exponentialdarstellung oder
manchmal auch Polardarstellung.

(1ii) Fir beliebiges n € N gilt

2" =r"e'™ = r"(cos(ny) +isin(ny)).
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Bemerkung 5.15. Aus dem Satz von EULER-DE MOIVRE erhilt man direkt eine der
beriihmtesten Formeln von EULER die auch haufig als eine der schonsten der gesamten
Mathematik angesehen wird:

™ +1=0.

5.3 Polynomgleichungen

Wir wollen uns noch mit der Losung von Gleichungen im Komplexen befassen. Der Haupt-
grund dafiir, dass die komplexen Zahlen so wichtig sind und so haufig verwendet werden,
liegt im so genannten Fundamentalsatz der Algebra. Zunéichst betrachten wir ein
Beispiel.

Beispiel 5.16. Bertrachten wir ein quadratisches Polynom
p(z) = a2’ +bz+c

mit a,b,c € R und a # 0. Aus der Schule kennen Sie die Formel fiir die Losungen dieser

Gleichung,
—b +Vb? — dac
z =
2a ’

zumindest wenn die Diskriminante D = b?> — 4ac nicht-negativ ist. Ist sie negativ, so
gibt es keine reelle Losung.

Im komplexen konnen wir allerdings zwei Losungen angeben, indem wir den nicht-
definierten Ausdruck /D durch i./[D| ersetzen. Damit erhalten wir in der Tat zwei
verschiedene Losungen, wie man leicht nachrechnet:

a(—bii\/ﬁ>2+b<—biim> ..

2a 2a

_b2 F|D|F 2b\/\D|i—2b2 +2i/|D| + 4ac
N 4q

=0

Jede quadratische Gleichung (mit reellen Koeffizienten) hat also mindestens eine Losung
in C.

Allgemeiner gilt sogar:

Satz 5.17 (Fundamentalsatz der Algebra). Seip(z) = a,2"+a,_ 12" ' +...+
a1z + ag ein Polynom mit Koeffizienten ay, ..., a, € C mit a, # 0 und n > 1.Dann
besitzt p in C eine Nullstelle, d.h. es existiert ein o € C mit p(«) = 0.
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Der allgemeine Fundamentalsatz der Algebra[5.17]ist nicht so einfach zu beweisen und
man benétigt dazu etwas fortgeschrittenere Werkzeuge als uns zur Zeit zur Verfiigung ste-
hen. Es ist allerdings moglich, den Satz mit Methoden aus dieser (und evtl. der Folgevorle-
sung) zu beweisen. Der erste Beweis dieses Satzes wurde von D’ ALEMBERT verdffentlicht
und spéter von GAUSS an mehreren Stellen verbessert. GAUSS veroffentlichte in der Tat
etliche sehr interessante Beweise dieses Satzes, die wir aber hier nicht besprechen kénnen.

Der Fundamentalsatz der Algebra ist ein reiner Existenzsatz, d.h. er garantiert zwar,
das alle Polynomgleichungen (mindestens) eine Losung besitzen, er (bzw. sein Beweis)
geben allerdings keine brauchbare Methode an, diese Losungen zu finden, etwa wie die
Formel zur Losung quadratischer Gleichungen. Eine solche Formel gibt es iibrigens sonst
nur noch fiir Polynome vom Grad 3 (gefunden von TARTAGLIA unabhingig von DEL
FERRO und verallgemeinert und veréffentlicht von CARDANO um 1540) und 4 (von CAR-
DANOs Schiiler FERRARI um 1545), sie sind allerdings fiir praktische Rechnungen meist
zu kompliziert. Fiir Polynome vom Grad 5 und hoher konnten erst im 19. Jahrhundert
ABEL und RUFFINI unabhéngig voneinander zeigen, dass es eine solche Formel, die fiir
alle Polynome eines Grades n > 5 funktioniert, nicht geben kann. Dieser Satz ist eines
der Hauptresultate der Vorlesung ,, Algebra‘.

Wir wollen uns nun damit befassen, wie wir zumindest einfache Polynomgleichungen
im Komplexen 16sen konnen. Dazu benétigen wir folgenden neuen Begriff.

Definition 5.18. Sei ( € C eine komplexe Zahl. Existiert ein n € N mit (" = 1,
so nennen wir ¢ eine n-te Einheitswurzel. Ist n minimal, so dass ( eine n-te
Einheitswurzel ist, so nennen wir  eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkung 5.19. Sei ( = re'? eine n-te Einheitswurzel. Nach dem Satz von EULER-DE
MOIVRE gilt dann

Cn — eimp — T”(cos(ngp) + 18111(”%0)) =1,

also muss r = 1 gelten und ne muss ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein, denn cos
und sin sind nach Definition 27-periodisch.Es gibt also ein k € {0,...,n — 1}, so dass

g _ e27rik:/n
gilt.
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die primitiven n-ten Einheitswurzeln genau die von
der Form e*"'#/" sind, wo k und n teilerfremd sind, d.h. es gibt keine natiirliche Zahl

d > 1, die sowohl n als auch k£ teilt.

Wir kénnen nun Einheitswurzeln verwenden, um einfache Polynomgleichungen im
Komplexen zu l6sen.

Beispiel 5.20. 1. Betrachten wir die Gleichung

23 =125,
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Schreiben wir z in Exponentialform, z = re'? und setzen dies in die Gleichung ein,
so finden wir

rdedl? = 125.
Da |el?| = 1 gilt fiir alle § € R, folgt damit also, dass r® = 125 und 3¢ = 27k
fiir ein k € Z sein muss. Es folgt damit » = 5 und, da wir ¢ € [0,27) annehmen,
¢ € {0, 2w, 37}. Wir haben somit drei Losungen der Gleichung gefunden (siehe auch

Abbildung7
z € {5,5e2“/3 = g(—l +iV/3),5et1/3 = g(—1 — i\/§)} .

Abbildung 5.7: Losungen von 23 = 125

2. Wir betrachten die Gleichung
(z—1)* = —16.

Schreiben wir (z — 1) = re'? und gehen wie oben vor. Setzen wir in die Gleichung
ein, so erhalten wir

rte!'? = —16 = 16¢'",
also muss r* = 16 und 49 = 7w + 27k fiir k¥ € Z. Es folgt also r = 2 und ¢ €
T 3. 5 7
Lam it

Wir erhalten also insgesamt fiir die Gleichung die Losungen
2 €{1+2e”i/4 = (14+V2) +iv2, 1+ 2654 = (1-v2) +iV?2,
267 = (1= v2) — V2, T+ 267 = (14 V2) —iV3),



88 5.3. POLYNOMGLEICHUNGEN

siehe auch Abbildung [5.8

z =142/

z=1+ 2/

Abbildung 5.8: Lésungen von (z — 1) = —16
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Kapitel 6

Folgen und Reihen

In der Analysis beschéftigt man sich allgemein mit dem Verhalten von Funktionen, meist
in einer oder mehreren reellen (oder auch komplexen) Variablen. Vieles, das aus der Schule
im Kontext mit dem Themenfeld Kurvendiskussion in Verbindung gebracht wird, fallt
in den Bereich der Analysis, insbesondere der Begriff der Ableitung bzw. des Integrals.
Ziel dieses Teils der Vorlesung ist es, diese Begriffe mathematisch sauber einzufiihren, was
allerdings einige Vorbereitung erfordert. Vor allem ist es nétig, eine prézise Definition des
Begriffes Grenzwert zu erarbeiten. Auch wenn schon spétestens seit dem 17. Jahrhundert
LeiBNIZ, NEWTON und auch viele andere mehr oder minder explizit mit Grenzwerten
gearbeitet haben, war er nie klar definiert und immer sehr (manchmal zu) intuitionistisch.
Erst im 19. Jahrhundert stellten CAUCHY und spéter ganz besonders WEIERSTRASS den
Begriff des Grenzwertes und damit die Analysis auf ein solides Fundament.

Dazu beschéftigen wir uns in diesem Kapitel zunéchst mit Folgen bzw. Reihen und
fithren die spateren Konzepte immer wieder darauf zuriick.

6.1 Konvergenz von Folgen

6.1.1 Allgemeines zu komplexen Folgen

Wir wollen zunéchst einfithren, was wir unter einer Folge verstehen.

Definition 6.1. Eine Funktion a : N — C, n — a(n) =: a,, nennen wir eine Folge
komplexer Zahlen. Wir schreiben auch (a,,),>1 oder auch kiirzer (a,),. Die einzelnen
Funktionswerte a,, nennt man auch die Glieder der Folge (ay,)n.

Bemerkung 6.2. (i) Sind die Folgenglieder a,, einer Folge (a,), alle reell, so spricht
man entsprechend von einer Folge reeller Zahlen.

(77) Esist manchmal sinnvoll, eine Folge schon bei 0 oder auch einer Zahl N > 1 beginnen
zu lassen. Die Schreibweise ist dann entsprechend (ay,),>0 bzw. (@, ),>n. Auch andere
Variationen sind moglich, sollten aber durch die Notation selbsterklédrend sein.

91



92 6.1. KONVERGENZ VON FOLGEN

Beispiel 6.3. 1. Eine Folge kann etwa explizit gegeben sein, indem man, wie bei Funk-
tionen iiblich, eine direkte Vorschrift angibt, etwa durch

Es ist klar, dass die Folgengleider mit wachsendem n immer kleiner werden und
beliebig nah an 0 kommen, ohne sie jemals zu erreichen. Man ist geneigt, 0 als
Grenzwert der Folge anzusehen. Diesen Begriff werden wir in Definition [6.4] formal
einfiithren.

2. Eine andere Moglichkeit, eine Folge zu definieren, ist eine rekursive Beschreibung
der Folge. Definieren wir zum Beispiel

fi=1 fa=1

und setzen
frv2 = fo1 + fu, n2>1,

so erhalten wir die so genannte FIBONACCI-Folge, deren erste Folgenglieder wie
folgt aussehen,

1, 1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Es ist zwar moglich, fiir die Glieder der FIBONACCI-Folge eine explizite Formel anzu-
geben, diese ist allerdings im Vergleich zur rekursiven Beschreibung recht kompliziert
(und auch rechenintensiv): Es gilt

() - (5]

was man zum Beispiel mit Methoden der Linearen Algebra (vgl. Teil 11T der Vor-
lesung) herausbekommen und durch vollstéindige Induktion beweisen kann. Diese
Formel nennt man auch die Formel von DE MOIVRE-BINET, wobei der vermutlich
erste veroffentlichte Beweis von DANIEL BERNOULLI stammt.

1
fn:ﬁ

Wir kommen nun zur angekiindigten Definition des Grenzwertes.
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Definition 6.4. Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen und a € C eine (weitere)
komplexe Zahl. Wir sagen, die Folge (a,,), konvergiert gegen a, wenn fiir alle ¢ > 0
ein N = N, € N existiert, so dass fir alle n > N die Abschétzung |a,, — a| < € gilt,

Ve>03IN=N.eNVn>N: |a, —a| <e. (1)
Wir nennen dann a € C den Grenzwert der Folge (a,),, und schreiben dafiir

lim a, = a.
n—o0o

Gilt a = 0, so nennen wir (a,), eine Nullfolge.
Existiert kein a € C mit der Eigenschaft (1), so heifit die Folge (a,), divergent.

Bemerkung 6.5. Die Schreibweise lim,, ., a,, setzt immer implizit voraus, dass die Folge
(an)n konvergiert.

Bildlich kann man sich die Definition der Konvergenz (zumindest fiir reelle Folgen)
etwa wie in Abbildung veranschaulichen.

Abbildung 6.1: Folgenkonvergenz

Beispiel 6.6. 1. Es diirfte keine groBe Uberraschung sein, dass die Folge (Gp)p mit
Gy = % gegen den Grenzwert 0 konvergiert. Mittels der Definition kénnen wir dies
auch direkt nachweisen: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann setzen wir N := [1] + 1, wobei
fir x € R

|lz] :=max{n€Z : n <z}
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die untere GAauss-Klammer von x bezeichne. Dann gilt fiir n > N

1
n—0=—-]<=<g¢g,
o | n|l - N c
also gilt nach Definition [6.4
1
lim — = 0.
n—oo 1

2. Die Folge (a,), mit a, = (—1)" ist divergent. Wére ndmlich a € C der Grenzwert
dieser Folge, dann sei e = 1/2 gegeben und N € N wie in . Dann gilt einerseits
fiir gerades n > N

n =11- <z
an —al =1~ al <
andererseits fiir ungerades n > N
n—al=—-1—a|l < =.
an —al = |~ 1—a] < 5
Damit wiirde folgen, dass
1 1
2=[1—-(-1)|=[1-a—-(-1-a)| < |1—a|+|—1—a|<§+§:1
gilt, was absurd ist. Es kann also keinen solchen Grenzwert geben.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit einigen allgemeinen Eigenschaften von konvergen-
ten Folgen und ihren Grenzwerten.

Lemma 6.7. Sei (a,), eine konvergente Folge. Dann gilt:
(i) Der Grenzwert von (ay), ist eindeutig bestimmit.

(17) Die Folge (ay,), ist beschrdnkt, das heifit es existiert ein B > 0, so dass fir
allen € N
la,| < B

gilt.

Beweis.

la—al

5 > 0. Dann existiert

(i) Seien a # a € C Grenzwerte der Folge (a,), und sei € :=
nach Definition ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

la, —al <e und Ja, —a| <e.
Damit folgt fiir n > N auch
la —a| =la, —a—(a, —a)| <|a, —a| +la, —a| <e+e=|a—a,

was ein Widerspruch ist. Damit muss a = a gelten und die Behauptung folgt.
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(74) Sei lim, o =: a € C. Dann existiert fiir e = 1 ein N € N, so dass fir alle n > N
la, — a|] < 1 gilt. Damit folgt nach der Dreiecksungleichung auch

la,| < la| +1 fiir alle n > N.

Die Menge {a,, : n < N} ist endlich und damit beschrénkt, sagen wir |a,| < B’ fiir
n < N. Dann gilt aber fiir beliebiges n € N

la,| < B := max{1 + |a|, B'},

also ist die Folge beschréinkt, wie wir behauptet hatten.

q.e.d.

Die FiBoNAccI-Folge (f,), aus Beispielist daher zum Beispiel NICHT konvergent,
da man per Induktion z.B. zeigen kann, dass fiir n > 11

3 n
f> (§>

gilt, also kann die Folge nicht beschriankt sein und damit ist sie nicht konvergent.
Zuriick zu konvergenten Folgen. Wir halten fiir Grenzwerte folgende Rechenregeln fest.

s ~

Satz 6.8 (Grenzwertsitze). Seien (a,)n, (b,), konvergente Folgen mit Grenz-
werten

lim a, =a wund lim b, = b.
n—oo n—oo

Dann gilt:
(1) Fir A € C gilt lim,,_, o (Aa,) = Alim,_, a, = Aa.
(1) limy,—oo(an +b,) =a+0
)
)

(240) lim,oo(ay -bp) =a-b

(iv) Gilt fir alle n € N b, # 0 und auch b # 0, so folgt
i % _ @
im0
Beweis.

(1) Fiir A = 0 ist nichts zu zeigen, wir nehmen also A # 0 an.
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(iid)

Sei e > 0 und N € N so, dass fiir alle n > N die Abschitzung

la, —a| < £
R
gilt. Dann folgt fiir diese n ebenfalls
€

\)\an—)\a|:|>\\~|an—a|<|)\\.N:g'

Damit folgt die Behauptung.
Sei wieder £ > 0. Nach Voraussetzung ist die Folge (b,), konvergent, also nach-

Lemma (77) beschrankt, das heifit es existiert ein B > 0 mit |b,| < B fiir alle
n € N.

Nach Voraussetzung existieren dann N,, N, € N, so dass fiir alle n > N =
max{N,, N} die Abschéitzungen

5 £
2B und |b, —b| < =

— <
o 2l

gelten. Dann gilt fiir n > N auch

|anb, — ab| = |(a, — a)b, + a(b, — b)| < |by| - |an — a| + |a| - [b, — b]

€ €
<B-|a, — )b, —bl < B-— C—— =
<B-fay—al o] by b < B gt o] g =
Damit folgt wie behauptet
lim (a, - b,) =a-b.
n—oo
Den Rest lassen wir als Ubung.
q.e.d.

Die Definition der Konvergenz setzt voraus, dass der Grenzwert der Folge bekannt ist.
Bei konkreten Aufgaben kann man den Grenzwert gelegentlich ,erraten®, aber manchmal
gestaltet sich dieses Vorgehen als schwierig. Wir werden nun ein Kriterium fiir Konvergenz
beweisen, das uns erlaubt, auch ohne Kenntnis des Grenzwertes zu entscheiden, ob eine
Folge konvergiert oder nicht.

Satz 6.9 (CaucHy-Kriterium fiir Folgenkonvergenz). Eine komplexe Folge
(an)n ist genau dann konvergent, wenn fir alle ¢ > 0 ein N = N(e) existiert,
so dass fir alle n,m > N die Abschdtzung |a, — a,| < € erfillt ist,

Fine Folge, die diese Bedingung erfiillt, nennen wir auch eine CAUCHY-Folge.

Ve >03dN =N(e) e NVm,n > N |a, — a,| < e.
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Beweis (1. Teil). Nehmen wir zunéchst an, dass die Folge (a,), konvergent ist und
sei lim,,_,o0 a, = a € C. Zu gegebenem e > 0 existiert dann ein N € N, so dass fiir alle
n > N die Abschétzung

€
\an—a]<§

gilt. Fiir m,n > n folgt dann

e €
|am—an|:|am—a+a—an|§|am—a|—|—|an—a|<§+§:5.

Die Folge geniigt also dem CAUCHY-Kriterium und ist damit eine CAUCHY-Folge.
q.e.d.

Fiir den zweiten Teil des Beweises benttigen wir einige Eigenschaften speziell von reellen
Folgen, die wir im folgenden Unterabschnitt genauer untersuchen wollen. Wir kommen
dann auf den Beweis des CAUCHY-Kriteriums zuriick.

Zuvor noch ein Beispiel, das das Kriterium in Aktion zeigt.

Beispiel 6.10. Wir betrachten erneut die FiBoNAcCcI-Folge (f,,), aus Beispiel mit
fi=h=1 fop=fin+fun>1l

Diese Folge ist nicht beschrankt, also nicht konvergent. Bildet man jedoch die Quotienten
a, = f"“, n € N, von aufeinanderfolgenden FIBONACCI-Zahlen, so ergibt sich

fn
fa
a =22 =1 13
TR a62?2§:1,625
f3 6
=, a7 = % = 55 = 1,6153846...
3 7
a3=é=—=1;5 fo 34
f3 2 ag = ek 1,619047...
fs 5 8
=25 = 2 — 1,6666666...
“TH T3 (g = % - % — 1,6176470...
8 9
a5:E:_:1’6 f11 89
fs 5 ap = T 1,6181818...
10

Man kann daher vermuten, dass die Folge (a,), gegen einen Grenzwert a ~ 1,618 kon-

vergiert.
Wir wollen dies nun beweisen: Es gilt fiir n > 1
fn+2 fn+1 + fn fn 1
Ap+1 = = :1+—:1—|——7
" fn-i—l fn+1 fn—i—l G

so dass wir auch fiir a,, eine rekursive Beschreibung haben. Da die FIBONACCI-Zahlen alle
positiv sind, ergibt sich somit sofort fiir n > 2 a,, > 1 und damit fiir n > 3

Aplp—1 = Ap—1 + 1 > 2.
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Fir n > 3 haben wir also

1 1

n Qp—1

Qp—1 — Qp

1
= < glan —ana| < laz — a;| =

on—1 2n71’

ApQn—1

wobei die letzte Ungleichung durch eine sehr einfache Induktion folgt.
Fiir n,k € N, n > 3 setzen wir m = n + k und haben dann

k— k—1 Y
—a,| = E ntps1 = Qnag) | < E |@nper1 — Anae| < E qnA—1
=0 =0 =0

Im ersten Schritt (x) haben wir hierbei eine so genannte Teleskop-Summe verwendet.
Mit der geometrischen Summenformel (Satz |[2.10)) ergibt sich somit

Wihlen wir also zu gegebenem € > 0 N so groB, dass 2-V=2) < ¢ gilt, dann folgt nach
dem gerade gezeigten fiir m >n > N

lam — an| < €,

also ist (a,), eine CAUCHY-Folge und damit nach Satz konvergent.

Da wir nun wissen, dass es einen Grenzwert gibt, konnen wir diesen auch exakt be-
stimmen:

Sei a der Grenzwert von (a,),. Dann folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte
(Satz , da a, # 0 gilt, aus der Rekursion fiir a,,

1
a= hm pe1 =1+ lim — =1+ —,
wﬁa)an a

also muss gelten
a>—a—1=0.

Diese quadratische Gleichung besitzt genau 2 reelle Losungen,ndmlich %g Da eine dieser
Losungen negativ ist und alle a,, positiv sind, muss folglich

1++/5
9

a= =1,6180339...
gelten.

Diese Zahl nennt man auch den goldenen Schnitt. Diese taucht in diversen Kontex-
ten in der Mathematik, aber auch in der Natur und der Kunst auf.

Wir kommen nun noch zu einem wichtigen allgemeinen Konzept, das uns im Laufe
der Vorlesung immer wieder begegnen wird.
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Definition 6.11. Sei (a,), eine (nicht notwendig konvergente) Folge komplexer
Zahlen und a € C. Dann heit a ein Haufungspunkt von (ay,),, falls fir alle e > 0
die Menge

{neN : |a, —a| <&}

unendlich viele Elemente enthalt.

Bemerkung 6.12. Ist die Folge (a,), konvergent, so ist ihr Grenzwert ein Haufungs-
punkt. Aber auch divergente Folgen kénnen Haufungspunkte haben. Die Folge ((—1)"),
etwa hat zwei Haufungspunkte, 1 und —1.

In diesem Zusammenhang erweist sich das folgende Konzept als niitzlich:

Definition 6.13. Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen und (n), eine Folge
natiirlicher Zahlen mit ny < ngy, fiir alle & € N. Dann nennen wir die Folge
(an, ), eine Teilfolge von (ay,)y.

Beispiel 6.14. Betrachten wir die Folge (a,), mit a, = % Die ersten Folgenglieder

sind somit
1 1 1 1 1 1

1
> 3T 5 T
1); ergibt sich damit die Teilfolge (agx_1)k, deren erste

_17

Fiir die Folge (ng)r = (2k —

Folgenglieder durch
1 1 1 1 1

Sl o, o o
) 37 57 77 97 117

gegeben sind. Fiir (ng)r = (2k), ergibt sich die Teilfolge (ag )k, also
1 1 1 1

678 107 127

| =

Y

N | —

Wir kénnen dann Héufungspunkte iiber Teilfolgen charakterisieren:

Satz 6.15. Sei (ay), eine Folge komplexer Zahlen und a € C. Dann ist a genau
dann ein Haufungspunkt von (ay,),, wenn eine Teilfolge (an, )r von (ay,), existiert
mat limy_,o ay, = a.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass eine Teilfolge (ayn, ), existiert, die gegen den
Grenzwert a konvergiert. Sei dann ¢ > (0. Dann existiert ein K € N, so dass fiir alle
k > K die Abschitzung

lan, —al <e

gilt. Anders ausgedriickt haben wir

{n : k>K}C{neN: |a, —a| <ce}.
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Abbildung 6.2: Graphische Darstellung der Folge (ay,),

Da die linke Menge offenbar unendlich viele Elemente enthélt, muss dies auch fiir die
rechte Menge gelten, so dass a in der Tat ein Hiufungspunkt von (a,,),, ist.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass a ein Haufungspunkt von (a,), ist. Dann ist fiir
jedes k € N die Menge

Ay = {n€N|an—a| < %}

unendlich. Sei dann n; := min A;. Fiir k > 2 setzen wir dann ny := min(A\{n1, ..., nx_1}).
Da Aj, stets unendlich ist, ist Ag \ {n,...,ng_1} sicher nicht leer, also existiert das Mini-
mum. Auflerdem gilt stets ny < ngy1. Wir betrachten also die Teilfolge (ay, )r von (a,),.
Dann gilt nach Konstruktion |a,, —a| < 1. Fiir £ > 0 und K = || + 1 finden wir also
fir alle £ > K

1
Ap, —a| < — < g,
k K

also folgt limy_, ay,, = a.

Beispiel 6.16. Betrachten wir die Folge (a,), mit

ein/5

a, = 1"+
n

Wir betrachten die Teilfolgen (b, )n, 7 =0, ..., 3, von (a,), mit
6i(4'n,—|—r)/5 ei(4n+'r)/5

by = Qup, r:i‘m” —_—
’ ant Jr477,4—7“ Jr4n+7"
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Wegen |e!4"*+7)/5)| = 1 fiir alle n folgt damit, dass jede der Folgen (b,.,.), jeweils gegen

den Wert i" konvergiert. Nach Satz sind damit 1,i, —1 und —1i alle Haufungspunkte
der Folge (an)n-

Wir kénnen Haufungspunkte und Teilfolgen verwenden, um Konvergenz (oder meistens
eher Divergenz) von Folgen zu zeigen.

Satz 6.17 (Teilfolgenkriterium). Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen.

(1) Die Folge ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen Hdufungspunkt
besitzt, ndmlich ihren Grenzwert.

(13) Die Folge ist genau dann konvergent, wenn jede ihrer Teilfolgen konvergent ist.
Konvergieren alle Teilfolgen, so konvergieren sie alle gegen denselben Grenz-
wert.

Beweis.
(1) Wegen Satz folgt dies direkt aus Teil (i7).

(7) Nehmen wir zunéchst an, dass alle Teilfolgen von (a, ), konvergieren. Da jede Folge
Teilfolge von sich selbst ist, konvergiert damit auch (ay,),.-

Ist (ay), konvergent, dann sei a = lim,,_,, @, ihr Grenzwert und (a,, ) eine beliebige
Teilfolge. Nach Voraussetzung existiert dann zu € > 0 ein N € N, so dass fiir alle
n > N die Abschétzung

la, —a| <e

gilt. Da fiir die Folge (ng)x, stets np < mgyq gilt und alle Folgenglieder natiirliche
Zahlen sind, muss ein K € N existieren mit n, > N fiir alle k£ > K. Dann folgt aber
auch fir £ > K

la,, —al <e
und damit limy_,o ap, = a.
Insbesondere haben wir somit auch gezeigt, dass wenn alle Teilfolgen konvergieren,

dann auch die Folge selbst, und wie gerade nachgerechnet, konvergieren dann alle
Teilfolgen gegen diesen Grenzwert.

q.e.d.

Bemerkung 6.18. Das Teilfolgenkriterium eignet sich in den meisten Féllen eher dazu
zu zeigen, dass eine gegebene Folge nicht konvergiert: Es reicht dann, zwei Teilfolgen zu
konstruieren, die verschiedene Grenzwerte haben bzw. die selbst nicht konvergieren, was
mitunter leichter zu sehen ist als bei der urspriinglichen Folge.
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6.1.2 Spezielles fiir reelle Folgen

Reelle Folgen sind weniger allgemein als komplexe, weshalb man erwarten kann, dass hier
einige spezielle Eigenschaften gelten, die v.a. darauf beruhen, dass es sich bei den reellen
Zahlen (im Gegensatz zu den komplexen) um einen angeordneten Kérper handelt. Schon

unsere erste Definition ergibt im Komplexen keinen Sinn.

Definition 6.19. Sei (ay), eine Folge reeller Zahlen.

(1) Gilt fiir alle n € N die Ungleichung
(7% S an+17

so nennen wir die Folge (a,), monoton wachsend. Gilt immer die strikte
Ungleichung
ap, é Ap+1,

so nennen wir (a,), streng monoton wachsend.

(77) Gilt fiir alle n € N die Ungleichung
(07% Z an+1>

so nennen wir die Folge (a,), monoton fallend. Gilt immer die strikte Un-
gleichung

Qp, ; An+1,

so nennen wir (a,), streng monoton fallend.

Monotonie ist eine sehr starke Eigenschaft. Man hat hier ndmlich u.a. folgendes Kon-

vergenzkriterium.

Satz 6.20 (Monotonie-Kriterium). Sei (a,), eine Folge reeller Zahlen. Ist
(an)n monoton wachsend und nach oben beschrinkt, eristiert also ein B € R
mit a, < B fir alle n € N, so ist die Folge (ay), konvergent.

Ist die Folge (a,), monoton fallend und nach unten beschrdnkt, existiert also
ein b € R mit b < a, fir alle n € N, so ist die Folge (a,), konvergent.

Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung fiir monoton wachsende Folgen. Der Beweis fiir

monoton fallende Folgen verlduft analog (Ubung).

Sei also (ay,), monoton wachsend und B € R eine obere Schranke fiir (a,),. Dann ist
die Menge A := {a,, : n € N} C R beschrénkt, besitzt also nach Satz ein Supremum

supA=:a €R.
Wir behaupten, dass dann

lim a, = a
n—o0
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gilt. Angenommen, das wére nicht so. Dann existiert ein g9 > 0, so dass fiir alle N € N
ein n =n(N) > N existiert mit |a,, — a| = a — a, > 5. Wegen der Monotonie der Folge

(an)n gilt damit aber auch fiir alle N
a—ay 2 a— ap(N) = €0,

also
ay < a— €.

Damit ist aber a — gy < a eine obere Schranke fiir die Menge A, was nach der Wahl
von a = sup(A) nicht sein kann. Damit ist unsere Annahme falsch und wir haben wie

behauptet

lim a, = a.
n—oo

Beispiel 6.21. Wir betrachten die Folge (a,), mit

1 n
an:(l—l——) , neN.
n

Wir zeigen zunéchst, dass diese Folge streng monoton wachsend ist:
Man {iiberlegt sich, dass fiir reelle Zahlen a < b die Ungleichung

a+1

<
T b+1

Sall RS

gilt (Ubung).
Mit dem Binomischen Lehrsatz konnen wir somit schreiben:

En n n

k=0

“1n+1 n n+l—k+1
kElnd+1 n+1 n+1
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_i(nﬂLl) 1
A Y ACESIL
33 (nzl)< e

n
k=0

1 n+1
( +n+1) (i1

Es folgt also a,, S an+1, so dass die Folge (ay,), wie behauptet streng monoton wachsend
ist.

Wir zeigen nun, dass die Folge nach oben beschrankt ist, genauer gilt a,, < 3 fiir alle
n € N, wie wir nun zeigen wollen:
Wie in der Rechnung oben gesehen kénnen wir

n

an:i%n.(n—l).gk.(n—k+l):Z%(l_%)‘(1_%).‘“'(1_k;1)

k=0

schreiben. Jeder Faktor (1—1/n),l =1,...,k—1, ist sicher durch 1 nach oben beschrankt,
also finden wir hiermit
~ 1
k=0

Verwendet man nun fiir £ > 2 die Ungleichung
k! > 2kt

die man leicht mittels vollstindiger Induktion beweist (Ubung), ergibt sich nach der geo-
metrischen Summenformel fiir n > 2:

n n—2
1 102 11— 1/27!
L<141 W N S AR ) SIS
n = L +kz_;2k1 +2k§2k o =0t

Die Folge (a,), ist demnach (streng) monoton wachsend und nach oben beschrénkt,
also besitzt sie nach dem Monotoniekriterium (Satz [6.20) einen Grenzwert.

Der Grenzwert der Folge in Beispiel ist eine sehr wichtige Zahl in der Mathematik.

Definition 6.22. Wir nennen den Grenzwert der Folge (a,), aus Beispiel die
EULERsche Zahl e,

n—00

1 n
e:= lim (1 4F —) ~ 2.7182818284590452...
n
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Generell gilt, dass Grenzwerte die Anordnung in R respektieren.

Lemma 6.23. Sei (a,), eine konvergente Folge reeller Zahlen und es gebe ein B €
R mat
a, < B  fir allen € N.

Dann gilt auch
lim a, < B.

n—00

\.

Beweis. Es sei lim,, o, a, =: a € R und wir nehmen an, dass a > B gilt. Wir setzen dann

€= “_QB . Fiir dieses ¢ existiert dann ein N € N, so dass fiir alle n > N die Abschétzung
a— B

5

was offenbar nicht stimmen kann. Also muss unsere Annahme, dass a > B gilt, falsch

gewesen sein, womit die Behauptung bewiesen ist.

la—an,|=a—a,<a—B<e=

q.e.d.

Bemerkung 6.24. (i) Die analoge Aussage fiir untere Schranken konvergenter Folgen
gilt ebenso, mit einem analogen Beweis.

(77) Im Allgemeinen folgt in der Situation von Lemma aus der strikten Ungleichung
a, < B NICHT die strikte Ungleichung lim,,_,, a, < B. Etwa fiir a,, = 1 — %
haben wir a, < 1, aber es gilt nach Satz lim,, 00 @y, = 1.

Wenn man eine Folge von oben und von unten durch andere Folgen beschrénken kann,
so kann man daraus ein niitzliches Konvergenzkriterium ableiten.

7~

Satz 6.25 (Sandwich-Lemma). Seien (a,)n, (bp)n, (¢n)n Folgen reeller Zahlen,
so dass fiir alle n € N die Ungleichung

a, < b, <c,

erfillt ist.
Konvergieren (ay,), und (c,), gegen denselben Grenzwert a, so konvergiert auch die

Folge (by). gegen a.

\.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N sowohl

la, —al < °  als auch len, —al < %

gilt. Dann folgt auch |c, — a,| = ¢, — a, < %5 und somit auch b, —a, < ¢, —a, < %5,
womit wir

2 €
by —a| <|b,—cu|+lcnh —a| < ze+-=¢
bn = ] < [bu = cal + len — a] < Ze 4+
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erhalten, so dass auch die Folge (b,), wie behauptet gegen den Grenzwert a konvergiert.
q.e.d.

Beispiel 6.26. Wir betrachten die Folge (b)), mit

b — sin(n) '
n

Da bekanntermaflen fiir alle n € N —1 < sin(n) < 1 gilt, betrachten wir die Folgen (a,),

und (¢,), mit
1

a,=—— und ¢, =—.
n n

Dann gilt fiir alle n € N
an < bp < cp.

Da lim,,_, a,, = lim,,_, ¢, = 0 gilt, folgt nach dem Sandwich-Lemma [6.25 auch

sin(n)

lim

n—oo n

= 0.

Allgemein gilt fiir eine beliebige Nullfolge (a,,),, und eine beschrénkte Folge (b,,),, dass
die Produktfolge (a,, - b,), ebenfalls gegen 0 konvergiert.

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Satz, der allerdings meist mehr von theo-
retischem Interesse ist, weshalb wir den Beweis nur skizzieren wollen.

Satz 6.27 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrinkte Folge (ay)s,
reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. [Beweisskizze| Sei (ay,), eine beschrénkte Folge reeller Zahlen. Dann existiert ein
B > 0, so dass die Menge A := {a,, : n € N} im Intervall I = I} = [ B, B] enthalten ist.

Wir konstruieren nun eine konvergente Teilfolge (ay,, )x. Dazu sei ny = 1. Dann hal-
bieren wir das Intervall I; und zerlegen es in die Intervalle [—B, 0] und [0, B]. Mindestens
eines dieser Intervalle muss dann unendlich viele Folgenglieder enthalten. Dieses Intervall
sei I (enthalten beide Intervalle unendlich viele Elemente, entscheiden wir uns stets fiir
das rechte Intervall) und wir wihlen ny := min{n € N : a,, € I} \ {n:}.

Das Intervall I kénnen wir nun wieder halbieren und ein Intervall I5 finden, das
unendlich viele Folgenglieder enthélt und wir wéihlen ng := min{n € N : qa, € I3} \
{n1,ny}. Diesen Prozess wiederholen wir fiir alle k € N.

Da sich in jedem Schritt die Lange des Intervalls halbiert, existiert genau ein a € R,
dass in allen Intervallen I enthalten ist. Dieses a ist dann der Grenzwert der Teilfolge
(ank>k'

q.e.d.
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Bemerkung 6.28. (i) Der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS gibt zwar in seinem
Beweis eine prinzipielle Méglichkeit, eine konvergente Teilfolge zu finden, diese ist
allerdings mitunter nicht sehr praktikabel. Auch iiber den Grenzwert dieser Folge
erhélt man keine exakten Informationen.

(i) Der letzte Schritt der obigen Beweisskizze ist der Punkt, an dem der Beweis nicht
ganz formal funktioniert, man muss nédmlich zeigen, dass diese Intervallschachte-
lung tatséchlich funktioniert. In der Tat kann man beweisen, dass dies dquivalent
zur Vollsténdigkeit der reellen Zahlen ist.

Bemerkung 6.29. Man iiberlegt sich leicht, dass eine Folge komplexer Zahlen (a,),
genau dann konvergiert, wenn die reellen Folgen (Re(a,)), und (Im(a,)), beide konver-
gieren. Auf diese Weise lésst sich der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS auch wortlich
auf komplexe Folgen iibertragen.

Wir wollen nun den Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS verwenden, um den Beweis
des CAUCHY-Kriteriums (Satz zu vervollstandigen. Wir hatten bereits gezeigt, dass
jede konvergente Folge komplexer Zahlen eine CAUCHY-Folge ist. Es bleibt also zu zeigen,
dass jede CAUCHY-Folge konvergent ist.

Beweis von Satz (2. Teil) Sei (ay), eine komplexe CAUCHY-Folge. Dann exi-
stiert zu € = 1 ein N € N, so dass fiir alle m,n > N die Abschétzung

| — an| <1
gilt. Insbesondere gilt also fiir alle n > N
la, —an| < 1.
Fir B := max{|ai|, ..., |an|, |an| + 1} folgt also fiir alle n € N
|an| < B,

die Folge ist also beschrinkt. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS [6.27] (mit
Bemerkung[6.29)) existiert damit eine Teilfolge (an, )i von (an)n, die gegen einen Grenzwert
a € C konvergiert. Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert ein K € N, so dass fiir alle £ > K
die Abschétzung

g
|a’nk —CL| < 5

erfiillt ist. Da (a,), eine CAUCHY-Folge ist, existiert ebenso ein M € N, so dass fiir alle
n,m > M die Abschéitzung

€
| — an| < 3

erfiillt ist. Fiir n > max{M, nk} haben wir dann

e €
|an—a|§|an—anK|+|anK—a|<§+§:a
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Damit konvergiert auch die ganze Folge (a,), gegen den Grenzwert a und die Behauptung

ist bewiesen.
q.e.d.

6.2 Reihen

6.2.1 Konvergenzkriterien
Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel 6.30. Die Dezimaldarstellung einer reellen Zahl kann man als eine Summe auf-
fassen. Es gilt etwa

T=2314159...=3-10°4+1-10' +4-1024+1-103+5-107*+9-107° + ...
Ist allgemeiner fir n € N d,, € {0,...,9} die n-te Nachkommastelle einer reellen Zahl
z € (0,1), so haben wir

r=d 107 +dy- 1072 +dy- 1072 + ... = Zdn 107",
n=1

Eine solche unendliche Summe nennen wir eine Reihe.

Wir wollen diesen Begriff nun etwas formaler einfiihren.

Definition 6.31. Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen. Dann nennen wir die

Folge (sy)n mit
N
SN = Z Qp,
n=1

die Folge der Partialsummen der Folge (a,),. Fiir diese Folge schreiben wir auch
>
n=1

und nennen Sie eine unendliche Reihe.
Ist die Folge (sy)n konvergent, so sagen wir auch, dass die Reihe ) >° | a,, konver-
giert und wir bezeichnen den Grenzwert ebenso,

00 N
g a, = lim sy = lim g a, | .
N—o0 N—oo

n=1 n=1

Diesen nennen wir den Wert der Reihe.
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Eine sehr wichtige Reihe, die immer wieder auftritt, ist die im folgenden Satz.

Satz 6.32. Sei ¢ € C mit |¢| < 1. Dann konvergiert die geometrische Reihe
Zf;o q" und es gilt dann
Sl

n=0

Beweis. Nach der geometrischen Summenformel (Satz [2.10) gilt fiir alle ¢ # 1, also
insbesondere fiir |¢| < 1

SN—ZQ 1—q

1-q

Wegen |g| < 1 gilt limy_ ¢V = 0 (Ubung), also folgt nach den Rechenregeln fiir
Grenzwerte in Satz [6.8]

0 1 — N+ 1
E q¢" = lim sy = lim q = ,
— N—oo N—oo 1—q 1—q

wie behauptet.
q.e.d.

Beispiel 6.33. Wir wollen zeigen, dass in den reellen Zahlen

0,99999... = 0,9 =

gilt. Hierzu schreiben wir wie in Beispiel die Zahl 0,9 als Reihe,
0,9 = Z 107"
Nach den Grenzwertrechenregeln und Satz folgt dann
1 1
0,9=9 107" =9 =9.—=1
Y=o (1) =og

Wir wollen nun einige Konvergenzkriterien fiir Reihen herleiten. Zunéchst haben wir
eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe.

Lemma 6.34. Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen. Dann konvergiert die Reihe
> > | an héchstens dann, wenn (a,), eine Nullfolge ist.
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Beweis. Wenn die Reihe )  a, konvergiert, dann bedeutet das, dass die Folge der

Partialsummen N
(SN)N = (Z an>
n=1 N

gegen einen Grenzwert konvergiert. Diesen bezeichnen wir mit s. Nun gilt, wenn wir
sg := 0 setzen, fiir alle n € N

Ap = Sp — Sp—1,
und nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt somit, dass die Folge (a,), konvergiert
und es gilt

lim a, = lim s,, — lim s,,_1 =s—s=0
n—oo n—oo n—oo

wie wir behauptet hatten.
q.e.d.

Bemerkung 6.35. ACHTUNG: Die Umkehrung von Lemma gilt NICHT, d.h.
aus der Tatsache, dass (a,), eine Nullfolge ist, folgt im Allgemeinen noch nicht, dass die
Reihe Y >° | a, konvergiert. Eines der wichtigsten Gegenbeispiele hierfiir ist die harmo-
nische Reihe -

S

n=1 n

Betrachtet man némlich die (Teil-)Folge der Partialsummen

2N1
(SN)NZ ZE )
n=1 N
dann gilt
1
81:1+§
1 1 1 2
=14+ = — Zl>140Z2 42 =142
S2 +2+ 3 +4 =1+ +4 +2
~—
>4
1+1+ L +1 + ! + —1—1 >1—|—1+2+4 1—1—3
53 = = = - - - — — - = —
3 2 3 4 5 sl =" "2"4"3% 2
~— ~—
>1 >3
N
SNZ].‘l——.
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Damit ist die Folge der Partialsummen nicht beschrankt, also nicht konvergent.

Schon im 14. Jahrhundert konnte NIKOLAUS VON ORESME im Wesentlichen mit die-
sem Argument die Divergenz der Reihe beweisen, was insofern erstaunlich ist, dass die
Reihe sehr langsam wéchst, z.B. ist

10000

Z =~ 9.7876... < 10.
n

n=1

Direkt aus dem CAUCHY-Kriterium fiir allgemeine Folgen erhalten wir das folgende
CAucHY-Kriterium fiir Reihen.

Satz 6.36 (Caucny-Kriterium fiir Reihen). Die Reihe ), ar konvergiert
genau dann, wenn fir alle e > 0 ein N € N existiert, so dass fir alle m,n > N

n

> o

k=m+1

<€

gilt.

Beweis. Die Reihe ), a,, konvergiert nach Definition genau dann, wenn die Folge der

Partialsummen u
(SM)M = (Z ak)
k=1 M

konvergiert. Nach Satz ist dies genau dann der Fall, wenn diese Folge eine CAUCHY-
Folge ist, falls also zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle N < m < n die
Abschétzung

n

> o

k=m+1

|Sn_8m|: <€

gilt. Das ist aber genau die Behauptung.

Beispiel 6.37. Wir betrachten die Reihe
=1
>
k=1

Diese ist eng mit der harmonischen Reihe verwandt, konvergiert allerdings:
Fiir natiirliche Zahlen N < m < n gilt ndmlich

"1
2.

k=m+1

n

- 1 1 1 Teleskopsumme 1 1 1 1
< =S (—-= L
<3 -2 (1) TR mEN

=m
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Wiéhlen wir also zu vorgegebenem ¢ >0 N > %, so ergibt sich fiir m,n >n
1
2

k=m-+1

<e,

so dass die Reihe nach dem CAucHY-Kriterium konvergiert.

Das so genannte Basel-Problem im 17. und 18. Jahrhundert stellte die Aufgabe, den
genauen Wert dieser Reihe zu ermitteln. Es stammt urspriinglich aus einer Arbeit aus dem
Jahr 1650 von MENGOLI und wurde zuerst von EULER gelost, der 1734 zeigen konnte,

dass
2"
p k 6
gilt. Um dies zu beweisen reichen die Methoden in dieser Vorlesung allerdings leider nicht

aus.

Speziell fir reelle Reihen gibt es noch zwei (natiirlich etliche) weitere Konvergenzkri-
terien, die man oft sehr gut anwenden kann.

Satz 6.38 (Monotoniekriterium fiir Reihen). Sei (a,), eine Folge nicht-
negativer reeller Zahlen, also a, > 0 fir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe

> an genau dann, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Wenn die Reihe konvergiert, ist sie insbesondere beschrankt (vgl. Lemma ,
hier ist also nichts zu zeigen.

Sie also nun die Reihe 7 | a, beschrinkt. Da die Summanden a, nach Vorausset-
zung alle nicht-negativ sind, ist die Folge der Partialsummen offenbar monoton wachsend
und, wie gerade angenommen, beschrinkt, also nach dem Monotonie-Kriterium kon-
vergent.

q.e.d.

Beispiel 6.39. Als Verallgemeinerung von Bemerkung [6.35| und Beispiel betrachten
wir die allgemeine harmonische Reihe

o0

1

o
Fiir a = 1 erhalten die urspriingliche harmonische Reihe aus Bemerkung [6.35, von der
wir dort gesehen hatten, dass sie divergiert. Da fiir « < 1 und alle n € N nun n%! > % gilt
und die harmonische Reihe nicht beschrédnkt ist, kann die allgemeine harmonische Reihe
fiir kein a@ < 1 konvergieren.
Fiir o = 2 erhalten wir die Reihe aus Beispiel [6.37, von der wir dort gesehen hatten,
dass sie konvergiert. Wir wollen nun zeigen, dass dies fiir alle o > 1 der Fall ist: Sei
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dazu o > 1 und setzen wir € := o — 1 > 0. Dann koénnen wir fiir jedes N € N wie folgt
abschétzen:

1
n=1 n®
2N 1 1
S _
nOA
n=1
1 1 1 1 1 1 1
=L+ Ol+e + Jl+e + A4l4e +o+ 7l+e o+ (2N—1)1+s +.t (2N _ 1)1+a)
SQ‘# §441$ S2N71.:ﬁ

N &1\ 1 9¢
=2 (z) = ) T1-(1j) -1
= - (1/29) -
Da die so gefundene obere Schranke nicht mehr von N abhéngt, ist die allgemeine harmoni-
sche Reihe Y% | = fiir o > 1 also nach oben beschriinkt und damit, weil alle Summanden

n=1 no

nicht negativ sind, nach Satz konvergent.

Da die allgemeine harmonische Reihe in vielen Kontexten auftritt, formulieren wir
unsere Erkenntnisse aus dem letzten Beispiel noch einmal als Satz.

Satz 6.40. Die allgemeine harmonische Reihe

1
ne

NE

Il
e

n

ist fir alle o > 1 konvergent und fiir <1 divergent.

Ebenfalls praktisch ist folgendes Kriterium fiir so genannte alternierende Reihen,
das auf LEIBNIZ zuriickgeht.

Satz 6.41 (LeiBN1z-Kriterium). Sei (a,), eine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert die Reihe
> (=1 a.

n=1

Beweis. Wie iiblich setzen wir fir N € N sy = 32 (—1)"a,,.
Betrachten wir die Teilfolge (son)y. Da die Folge (a,), monoton fallend ist, gilt auch

SaN42 = SoN — GaN4+1 T Qan42 < San,
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also ist die Teilfolge (son)n ebenfalls monoton fallend. Wegen
Son = —a1 + (a2 — az) + ... + (@an—2 — Gan—1) + aan > Aoy — a1 > —ay

ist die Folge auch nach unten beschrinkt, also nach dem Monotonie-Kriterium kon-
vergent gegen einen Grenzwert s.

Genauso zeigt man, dass die Teilfolge (son—1)y monoton wachsend und nach oben
beschrinkt ist, also ebenfalls konvergiert. Wegen son_1 = sony_o2—agn_1 und der Tatsache,
dass (a,), eine Nullfolge ist, folgt, dass die Folge (son_1)n ebenfalls gegen den Grenzwert
s konvergiert.

Damit konvergiert aber auch die ganze Folge (sy)y, und damit die Reihe.

q.e.d.

Beispiel 6.42. 1. Zwei sehr bekannte alternierende Reihen, deren Konvergenz man
unmittelbar aus dem LEIBNIZ-Kriterium einsieht, sind die Reihen

& (_1)n+1 & (_1)n+1
; - und ; o1

Letztere nennt man auch die LEIBNIZ-Reihe. Ihre Grenzwerte kann man mit fort-
geschritteneren Methoden exakt bestimmen, es gilt

= (—1)n (=)
2 —log2 und = Z
Z - og?2 un Z

n=1 n=

2. Die Monotonie der Nullfolge (a,), im LEIBNIZ-Kriterium ist tatséchlich not-
wendig: Die Folge (a,), mit

{3 n gerade
— n
ay, =

0 n ungerade

ist offenbar eine Nullfolge, aber es gilt

o0

o 2 o
SEIRED I T

n=1 n=1 n=1

Y

S|

also haben wir es mit der bekanntermafien divergenten harmonischen Reihe zu tun
(vgl. Bemerkung [6.35)).

6.2.2 Absolute Konvergenz

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit einem, wie wir sehen werden, stéarkeren
Konvergenzbegriff fiir Reihen, der fiir allgemeine Folgen keine direkte Entsprechung hat.
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Definition 6.43. Wir nennen eine Reihe )7  a,, absolut konvergent, falls die
Reihe )", |a,| konvergiert. Eine Reihe, die zwar konvergent, aber nicht absolut
konvergent ist, nennen wir bedingt konvergent.

Wir haben dazu zunéchst folgende Aussage.

Satz 6.44. Wenn die Rethe Y - | a, absolut konvergiert, dann konvergiert sie auch

im herkommlichen Sinne (vgl. Definition m

Beweis. Sei )~ | a, absolut konvergent. Dann ist nach Definition die Reihe Y 7 | |a,|
konvergent. Nach dem CAUCHY-Kriterium [6.36| existiert dann zu vorgegebenem ¢ > 0 ein
N € N, so dass fiir alle m,n > N die Abschétzung

n

> Jakl

k=m-+1

n

= Z lag| < e

k=m+1

gilt.
Wegen der Dreiecksungleichung damit gilt aber auch

n

> w

k=m+1

n

< Z lag| < &,

k=m-+1

oo
n=1

also folgt die Konvergenz der Reihe > > | a,, nach dem CAucHY-Kriterium.

q.e.d.

Beispiel 6.45. 1. Die Umkehrung von Satz gilt im Allgemeinen NICHT, d.h.

es gibt Reihen, die zwar konvergent, aber eben nicht absolut konvergent, also be-
n+1
dingt konvergent sind. So konvergiert etwa die Reihe ), D" pach dem LEIB-

n
N1z-Kriterium [6.41] aber die Reihe der Absolutbetréige ist >, + die harmonische
Reihe, von der wir wissen, dass sie divergiert.

2. Auch wenn eine Reihe absolut konvergiert, miissen die Werte Y > | a,, und > 7 |ay,]|
nicht gleich sein. So gilt etwa

>

n=1

o0

(_1)n+1
n2

n=1
und

i (_1)n+1 - 7T_2
nz2 12

n=1
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(Dass der Wert sich genau halbiert ist Zufall und kein allgemeines Phdnomen). Es
gilt allerdings stets die Dreiecksungleichung fiir Reihen,

oo oo
D an <) lan]
n=1 n=1

Wir wollen noch einige Kriterien fiir absolute Konvergenz kennenlernen.

Satz 6.46 (Majorantenkriterium). Sei (b,), eine Folge, so dass die Reihe
Y22 by absolut konvergiert. Fiir jede Folge (ay,), mit |a,| < |b,| fiir allen € N ist
dann auch die Reihe Y | a, absolut konvergent.

Beweis. Sei b € R der Wert der Reihe Y7 | [by|.
Die Folge (sy)n = (Zi\le |an|> ist offenbar monoton wachsend, da stets |a,| > 0
N
gilt. AuBerdem gilt fiir jedes N € N

N N 0o
Z |an| < Z |bn| < Z |bn| =0,
n=1 n=1 n=1

also ist die Folge (sy)y auch beschrankt. Nach dem Monotonie-Kriterium ist sie
somit konvergent, also konvergiert die Reihe Y ° | a,, absolut.
q.e.d.

Sehr wichtig sind auch die folgenden beiden Kriterien, die beide aus dem Majoranten-
kriterium folgen.

Satz 6.47 (Quotientenkriterium). Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen und
es gebe ein Ny € N, so dass a,, # 0 fiir alle n > Ny gilt. Existiert ein 0 < ¢ <1, so
dass fir alle n > Ny die Abschdtzung

Ap+1
Qnp,

<q

gilt, so ist die Reihe > > . a, absolut konvergent.

n=1

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle £ > 0
lang k] < lan, |- ¢

Definieren wir also die Folge (b,),, mit

b || n < Ny
" lan,|¢® k=mn—Ny>0.’
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dann gilt stets |a,| < |b,| und wir haben

No—1 No—1

Zlb | = Z !an|+|aNo|Zq = Z |an!+!azvo\—

wegen der Formel fiir die geometrische Reihe (Satz . Nach Definition ist damit
> >, by eine nach oben beschrénkte Reihe nicht-negativer reeller Zahlen, also absolut
konvergent. Nach dem Majorantenkriterium ist also auch die Reihe Y >° | a,, absolut kon-
vergent.

q.e.d.

Bemerkung 6.48. (i) Die Bedingung |“*| < ¢ fiir ein 0 < ¢ < 1 in Satz |6.47| ist
NICHT équivalent zu |2+ (1/n),, erfillt
1/(n+ 1)) n
I/n "m+1

fiir alle n, aber die Reihe >°>7 | L ist nicht (absolut) konvergent.
(i) Die Reihe > 7, 2 ist zwar absolut konvergent, aber es gilt

1/(n+1)* n? B 1
1/n2  n242n+1 1+2/n+1/n?

—1, n— oo,

also erfiillt nicht jede absolut konvergente Reihe das Quotientenkriterium.

Beispiel 6.49. Wir betrachten die Reihe > 7 | 513,’}. Die summierte Folge ist also (ay),
mit

54+n
107

apn, =
Es gilt dann fiir alle n € N

~5+(n+1) 10" 1 6+n 3
 1ont! 54n 10 5+4n — 25

Qp+1
G,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass fiir a > b > 0 und ¢ > 0 stets

a+c<g
b+ b

gilt (Ubung). Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe also absolut konvergent.
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Etwas allgemeiner als das Quotientenkriterium, aber in der Regel schwieriger anzu-
wenden, ist das folgende Kriterium fiir absolute Konvergenz.

Satz 6.50 (Wurzelkriterium). Sei > °  a, eine Reihe und es mdgen ein 0 <

n=1

q < 1 und ein Ny € N existieren, so dass fiir alle n > Ny die Abschditzung

Vlan| < q

gilt. Dann ist die Reihe Y~ | a, absolut konvergent.
Ist hingegen fiir unendlich viele n > Ny {/|an| > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. Die ersten Ny Summanden dndern nichts am Konvergenzverhalten der Reihe,
d.h. wir kénnen ohne beschréinkung der Allgemeinheit Ny = 1 annehmen. Dann folgt aber
aus der Voraussetzung {/|a,| < ¢ fiir ein 0 < ¢ < 1 auch

|an| < ¢,

also ist, da 0 < g < 1 gilt, die absolut konvergente geometrische Reihe
Soo
n=1 1- q

(vgl. Satz eine Majorante fiir die Reihe )7 | a,,, die damit nach dem Majoranten-
kriterium [6.46| selbst konvergiert.
Gilt {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n, so konnen die Reihenglieder a,, keine Nullfolge
bilden, also divergiert die Reihe in diesem Fall.
q.e.d.

Beispiel 6.51. Wir betrachten die Reihe

o0 1 'I’L2

>(-7) -
n

Es gilt dann

Ahnlich wie in Beispiel kann man zeigen, dass die Folge ((1 — %)n)n monoton wachst
und gegen % konvergiert, also folgt
7L2
n 1 1
1—— <q:=-~0.367879... < 1,
n e

also folgt die absolute Konvergenz der Reihe nach dem Wurzelkriterium.
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Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch einen wichtigen Unterschied zwi-
schen absolut und bedingt konvergenten Reihen hinweisen. Wir haben dazu den folgenden
Satz von RIEMANN, den wir ohne Beweis angeben.

Satz 6.52 (RIEMANNscher Umordnungssatz). (i) Sei > - a, eine bedingt
konvergente Reihe reeller Zahlen und sei a € R beliebig. Dann existiert eine
Bijektion ¢ : N — N, so dass die umgeordnete Reihe

Z Qo (n)
n=1

gegen den Wert a konvergiert. Ebenso existieren Bijektionen v, : N — N,
so dass die umgeordneten Reihen

Dty bzw. > ay
n=1 n=1

nach oben bzw. nach unten unbeschrankt sind.

(i1) Sei Y 7, an eine absolut konvergente Reihe reeller (oder komplexer) Zahlen.
Dann gilt fiir jede Bijektion ¢ : N — N

Z Ay = Z aw(n).

n=1 n=1

Etwas pragnanter formuliert kann man die Summationsreihenfolge bei absolut kon-
vergenten Reihen beliebig abéndern und veréndert den Wert der Reihe nicht, bei bedingt
konvergenten Reihen allerdings kann man die Summationsreihenfolge nicht einfach belie-
big vertauschen, sondern man kann damit den Wert der Reihe beliebig verdndern.

6.2.3 Die Exponentialreihe

Eine extrem wichtige Anwendung des Quotientenkriteriums ist der folgende Satz.

Satz 6.53. Die Reihe

ist fiir alle z € C absolut konvergent.
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Beweis. Fiir z = 0 verschwinden alle Summanden der Reihe aufler dem fiir n = 0. Die
Summe ist dann also endlich und damit insbesondere (absolut) konvergent. Fiir beliebiges
z € C\ {0} haben wir

SR 1N B -1
(n+1)! 20| n4+1
Fir n > [|#]] folgt dann
2t pl EI. 1
G I T

also ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent.
q.e.d.

Die Reihe aus Satz ist so wichtig, dass sie einen eigenen Namen bekommt.

Definition 6.54. Die Reihe

>3

|

£ nl

aus Satz [6.53| nennen wir die Exponentialreihe. Durch sie wird die Exponenti-
alfunktion

z oo Zn

exp: C—C, z—exp(z):=e ::Za

n=0

definiert.

Bemerkung 6.55. Aus der Definition ist ersichtlich, dass fir z € R auch exp(z) reell
ist. Tatséchlich gilt sogar exp(z) > 0 fiir alle x € R, wie wir spéter sehen werden.

Zwei spezielle Werte der Exponentialfunktion sollte man sich in jedem Fall merken.

Proposition 6.56. FEs gilt

[e.9]

exp(0) =1 und exp(l) = Z

n=0

1

_267
n!

wobei e = 2,71828...wie immer die EULERsche Zahl bezeichnet (vgl. Definiti-

Beweis. Dass exp(0) = 1 gilt, ist aus der Definition ersichtlich.
Wir deuten den Beweis der zweiten Behauptung,

o0

1
eXp(l) - Z ﬁ =€,

n=0
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nur an.

In Beispiel hatten wir gesehen, dass fiir n € N stets

1+1 ”< 1
n - k!
k=0

gilt. Da nach Beispiel
1 n
lim (1 + —> =e
n—oo n

gilt und mit einem analogen Beweis auch

1 n+1
lim (—) =e
n—oo \ N

folgt (Ubung), folgt nach dem Sandwich-Lemma auch

oo

1
Zm:e.

n=0
q.e.d.

Wir werden uns spéter noch intensiv mit der Exponentialfunktion und ihren Eigenschaften
befassen und dabei viele der Thnen vermutlich aus der Schule bekannten Rechenregeln,
wie etwa exp(z + y) = exp(x) - exp(y) und andere, herleiten.

Zum Abschluss noch eine kleine Bemerkung iiber die Zahl e:

[ Proposition 6.57. Die Zahl e ist irrational. ]

Beweis. Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass es im Gegenteil
natiirliche Zahlen a,b € N gibt mit

e =

b )
wobei wir wieder den Bruch als vollsténdig gekiirzt annehmen diirfen. Wegen Propositi-
on folgt dann fiir beliebiges N € N

a N =1
b= 2mt 2 r

n=0 n=N+1
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit b - N!, so ergibt sich

) NLa= b N (N=nt ) +b 3 (N+1§

n=N+1

Die linke Seite ist offenbar immer eine ganze Zahl, ebenso der erste Term auf der rechten
Seite. Aber es gilt

> > 1\ 1/(N +1) 1
N+1 XN: N+1 <;(N+1):1—1/(N+1):N'

Es gilt also

b S 1 b
<b Y. < —.
N+1 n:NJrl(N-i-l)-...-n N
Wihlen wir N > 2b, so ist also der zweite Term auf der rechten Seite von (%) sicher keine
ganze Zahl, also haben wir einen Widerspruch.
q.e.d.



Kapitel 7

Stetige Funktionen

Die Analysis beschéftigt sich generell mit Funktionen, d.h. Abbildungen von Teilmengen
der reellen oder komplexen Zahlen (oder auch allgemeineren, verwandten Objekten) in die
reellen bzw. komplexen Zahlen. Eine fundamental wichtige Klasse von Funktionen bilden
die stetigen Funktionen, die wir hier einfithren wollen.

7.1 Definitionen und Beispiele

Der Einfachheit halber betrachten wir ab sofort nur reelle Funktionen. Alle Aussagen
dieses Abschnittes lassen sich jedoch direkt fiir komplexe Funktionen {ibertragen.

Definition 7.1 (e-6-Kriterium fiir Stetigkeit). Sei () # D C R eine nicht-leere
Teilmenge von R und
f:D—=R

eine Funktion (Abbildung). Weiter sei g € D. Die Funktion f heifit stetig in z,
falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x € D mit |x — 2| < § die
Abschéitzung |f(z) — f(x)| < € folgt,

Ve>036> 0V € (xg— 6,0+ 06)ND: |f(x)— flzo)| <e.

Ist die Funktion f in jedem Punkt xy € D stetig, so sagen wir auch, dass f stetig
auf D ist.

. J

Geometrisch interpretiert man die Definition von Stetigkeit wie folgt: Gibt man sich
um den Funktionswert f(xg) eine ,, Toleranz“ oder Fehlerschranke von € vor, dann existiert
ein Intervall um xg, iber dem der Graph von f ganz in einem Streifen zwischen f(xg) —¢
und f(zo) + € bewegt, man bleibt also immer innerhalb der vorgegebenen Toleranz um
diesen Wert (siehe Abbildung [7.1]).

Bemerkung 7.2. Es ist wichtig zu bemerken, dass ¢ in Definition [7.1]in der Regel sowohl
von dem vorgegebenen ¢, also auch vom Punkt xy abhéingt. Gibt es eine Wahl fiir 4, die
nicht von zy abhéngt, so nennen wir die Funktion gleichméflig stetig.

123
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6 1
1
1
P, TR N AR A P

1
1

1

1

Abbildung 7.1: Im Intervall (z¢g — 6, ¢ + &) entfernen sich die Funktionswerte hochstens
um € von f(xo).

Die meisten Funktionen, die man aus der Schule kennt, sind stetige Funktionen, aller-
dings kommen unstetige Funktionen auch in Anwendungen durchaus vor.

Beispiel 7.3. 1. Die Funktion
f: R=>R, v+ 2?

ist stetig auf R.

Um dies zu sehen, sei € > 0 vorgegeben und zy € R beliebig. Wihlen wir dann
d:=+/|zo|? + € — |xo| > 0, so ergibt sich fiir x € (xg — 9, 29 + 9):

|f(x) = f(wo)| = [&® — 23] = & — w0l - |2 + 20| < b+ wo| < 6(J2| + |2ol)
< (5(2|J]0| + (5) = ((5 + |ZL’0|)2 — |$0|2 =E£.

Damit ist die Funktion f auf R stetig.

2. Die Funktion g : R — R, x + |z] ist iiberall stetig. Wir zeigen nur die Stetigkeit in
zo = 0. Sei dazu € > 0 gegeben. Wir wihlen dann ¢ := ¢ und erhalten fiir x € (-9, )

[lz[ = [0l = || <d =e.

Also folgt die Stetigkeit in zg = 0. Auch fiir zop # 0 kdnnen wir 6 = & wiéhlen, wir
iiberlassen jedoch die Details als Ubung.

3. Die so genannte HEAVISIDE-Funktion

0 <0

h:R—-R: 2z~
1 >0
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ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die im Nullpunkt nicht stetig ist: Fiir € = % lésst
sich kein § > 0 finden, so dass fiir alle x € (=9, 9)

h(x) — h(0)] = [h(x) ~1] < 3

gilt, denn fiir jedes z < 0 gilt h(z) — 1 = —1.

Die DIRICHLET-Funktion

1 z€Q

R—R, 2+~

ist ein Beispiel einer Funktion, die in keinem einzigen Punkt zy € R stetig ist
(warum?).

Eine wichtige Charakterisierung stetiger Funktionen beinhaltet der folgende Satz.

Satz 7.4 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Sei ) # D C R. Fine Funktion
f D — R ist genau dann stetig in o € D, wenn fir jede Folge (x,,), mit z, € D
und lim,,_, T,, = xg auch

lim f(2n) = f(zo0)

n—o0

qgilt.

Beweis. Sei zunéchst f: D — R in zg stetig und (z,), eine beliebige Folge mit z,, € D
und lim,, . T, = xo. Sei dann € > 0. Da f stetig ist, existiert dann ein § > 0, so dass
fir alle z € D mit | — 2| < 0 auch |f(x) — f(z0)| < € folgt. Da lim,, o x, = z0 gilt,
existiert nun ein N € N, so dass fiir alle n > N |z, — x| < § gilt (vgl. Definition [6.4).
Dann gilt aber fiir n > N

|f(zn) — f(zo)| < e
also folgt lim,, o f(x,) = f(x0), wie wir behauptet hatten.

Die Riickrichtung zeigen wir durch Kontraposition: Wir zeigen, dass, wenn f nicht
stetig in zg ist, es eine Folge (x,), gibt, die gegen zy konvergiert, deren Funktionswerte
(f(z,))n aber nicht gegen f(zg) konvergieren. Sei dazu f : D — R an der Stelle z nicht
stetig, d.h. es gibt ein gy > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein z € D mit |z — zo| < I existiert,
so dass |f(z) — f(wo)| > €0 gilt. Fiir § = 1, n € N wiihlen wir dann jeweils ein solches
T, € D mit |z, —x0| < L. Die so konstruierte Folge (), konvergiert dann offenbar gegen
xg, aber es gilt stets |f(x,) — f(z0)| > €o, die Folge (f(z,)), konvergiert also nicht gegen
f(xg), also haben wir eine Folge mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

q.e.d.

Das Folgenkriterium eignet sich bei konkreten Beispielen meist mehr um zu zeigen,
dass eine Funktion in einem gegebenen Punkt nicht stetig ist.
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Beispiel 7.5. 1. Wir betrachten die Funktion

LN

O e
8 8
I

o o

f: R—>R,x|—>{

Dann ist f in xy = 0 nicht stetig, denn z.B. fiir die Folge (z,,), = (1/n),, die gegen
0 konvergiert, ist die Folge (f(1/n)), = (n), offenbar nicht beschrénkt, also nicht
konvergent, schon gar nicht gegen den Grenzwert 0.

2. Sei a € R beliebig und betrachten wir die Funktion

sin(1/z) x#0

g: R—>R,[El—>{
a z=0.

Wir behaupten, dass diese Funktion in zy = 0 nicht stetig ist, welchen Wert o auch
immer haben mag. Ist ndmlich « # 0, so betrachten wir die Folge (z,), = (%)n
Diese konvergiert gegen 0 und wir haben fiir alle n € N g(z,,) = sin(nm) = 0. Die
Folge (g(xy)), ist also konstant und konvergiert damit gegen 0, aber eben nicht

gegen .

Ist @« = 0, wihlen wir zum Beispiel die Folge (x,), = (W) . Dann gilt fiir
neN !

g(x,) = sin (M) — sin <2n7r + g) ~ 1.

Die Folge der Funktionswerte (g(x,)), konvergiert also gegen 1 und eben nicht gegen
a.

Da wir uns bereits intensiv mit Folgen beschéftigt haben, erweist sich das Folgenkri-
terium in vielen Beweisen von Eigenschaften stetiger Funktionen (siehe Abschnitt als
hilfreicher als die Definition selbst. Auch die folgenden Rechenregeln fiir stetige Funktio-
nen lassen sich mittels des Folgenkriteriums direkt aus den Grenzwertsétzen (Satz
folgern.
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Satz 7.6. Sei() # D C R und o € D. Weiter seien f,g: D — R Funktionen, die
beide in xq stetig sind. Dann gilt Folgendes:

(i) Fir beliebiges A € R ist auch die Funktion
Af: D—=R, z— A\f(x)
m xg Stetig.
(13) Die Funktionen
f+g9: D=>Raw— f(x)+g(x) und f-g: D—=R, z— f(z)-g(x)
sind stetig in xg.
(1ii) Gilt g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die Funktion

f f(z)

=: DR oz~ —/=
9 g(x)

stetig in xg.

Beweis. Sei (z,,), eine beliebige Folge mit z,, € D und lim,,_,, x,, = xg. Nach dem Fol-
genkriterium (Satz gilt dann lim,,_, f(2,) = f(20) und lim,, . g(z,) = g(xo). Nach
den Rechenregeln fiir Grenzwerte in Satz folgt damit aber auch lim, ., Af(z,) =

)‘f(xo)v hmn—mO(f(xn) + g(xn)) - f(x(J) + g(l‘o)7 hmn—)oo f(xn) ’ g(l’n) - f(l’())g(xo) und
lim,, oo i;((%:) = %, letzteres, weil wir g(z) # 0 fiir x € D angenommen hatten. Nach
dem Folgenf(riter'um sind damit aber alle hier betrachteten Funktionen in x, stetig, wie

behauptet.
q.e.d.

Mit Satz konnen wir nun sofort von einer ganzen Klasse von Funktionen zeigen,
dass sie stetig sind.

7~

Korollar 7.7. (i) Jede Polynomfunktion
p: R—R, x*—)p(w):Zakxk, ag, ...,a, € R
k=0

ist auf ganz R stetig.

(i) Jede rationale Funktion f = § fiir Polynomfunktionen p,q ist auf Ihrem
Definitionsbereich D := R\ {a € R : g(a) = 0} stetig.
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Beweis. Die Funktion
R—>R, z—~=x

ist stetig, wie z.B. sofort aus dem Folgenkriterium folgt. Jede Polynomfunktion lésst sich
nun durch die Operationen in Satz[7.6] (i) — (ii) konstruieren, und ist damit iiberall stetig.
Erlaubt man zusétzlich die Bildung von Quotienten, so folgt mit Satz (731) auch die
Stetigkeit aller rationalen Funktionen auf der Menge, in der das Nennerpolynom nicht
verschwindet.

q.e.d.

Weitere Beispiele stetiger Funktionen, die Sie aus der Schule kennen, listen wir in
der folgenden Proposition zunéchst ohne Beweis auf. Die Beweise liefern wir wenigstens
teilweise zu einem spateren Zeitpunkt nach.

Proposition 7.8. Die folgenden Funktionen sind auf ihrem gesamten Definitions-
bereich stetig.

(1) exp: R— R, z+— exp(x) =€”
(7) sin: R — R, z — sin(z)
(17i) cos: R — R, x> cos(x)
w) tan: R\ {5 +n7 : n€Z} — R, x> tan(z)
(v) /- [0,00) > R, z+— Yz
(vi) log: (0,00) = R, =+ log(z)
(vii) arcsin: [—1,1] = R, x +— arcsin(z)
)
)

(viii) arccos: [—1,1] = R, x + arccos(z)

(ix) arctan: R — R, = — arctan(x)

Neben den algebraischen Wegen neue stetige Funktionen aus Summen, Produkten und
dergleichen von stetigen Funktionen zu konstruieren, existiert noch mindestens ein extrem
wichtiger weiterer Weg:

Satz 7.9. Seien f: D — R und g : E — R stetige Funktionen auf threm Definiti-
onsbereich, wobei f(D) C E gelten mége. Dann ist auch die Verkettung

gof: DR,z (go f)(z)=g(f(x))

stetig auf D.
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Beweis. Sei zq € D beliebig und (z,,), eine Folge mit z,, € D fiir alle n und lim,, o, z,, =
xo. Da f in z stetig ist, folgt somit auch, dass die Folge (f(z,)), gegen f(xo) konvergiert.
Da g ebenfalls stetig ist, folgt daher auch lim,,_,. g(f(x,)) = g(f(z0)). Da die Folge z,
beliebig war, ergibt sich aus dem Folgenkriterium (Satz die Stetigkeit von go f in x.
Da xg € D beliebig war, ist die Verkettung damit auf ganz D stetig.

q.e.d.

7.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Eine der wichtigsten Eigenschaften stetiger Funktionen, die wir immer wieder benutzen
werden, ist der so genannte Zwischenwertsatz.

Satz 7.10 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf ei-
nem Intervall [a,b] und es sei ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b). Dann ezistiert ein
zo € [a,b] mit f(zo) = c.

Beweis. Fiir ¢ = f(a) oder ¢ = f(b) ist die Aussage offenkundig richtig.
Sei also f(a) < ¢ < f(b). Wir betrachten dann die Menge

M :={z €la,b] : f(z) <c}.

Dann ist M # (), denn wir haben a € M, da nach Voraussetzung f(a) < ¢ gilt. AuBlerdem
ist M nach oben beschriankt (etwa durch b), also existiert

xo :=sup M € R.

Behauptung: Es gibt eine Folge (x,), mit x, € M und lim,,_,, =, = xo.

Nach Definition von M ist fir n € N x5 — % keine obere Schranke fiir M, da z( die
kleinste obere Schranke von M ist. Das heifit es gibt ein x,, € M mit xq — % < x, < Tg.
Nach dem Sandwich-Lemma konvergiert die so konstruierte Folge (x,,), gegen zo. Da
r, € M C [a,b] gilt, folgt auch zo € [a,b]. Weiter gilt wegen der Stetigkeit von f damit
lim,, 00 f(25) = f(20) und wegen z,, € M, also f(z,) < c, folgt damit wegen Lemmal6.23]
f(xo) < e

Wegen f(b) > ¢ folgt damit insbesondere xy # b. Fiir alle hinreichend grofien n € N
(sagen wir n > N fiir ein N € N) ist damit aber 2o + = € [a,b], und weil z die kleinste
obere Schranke fiir M ist, gilt dann zg 4+ L ¢ M, also haben wir f(zo+ 1) > c fiir alle
n > N. Die Folge (zo + %)nz ~ konvergiert gegen xg, also haben wir wieder wegen der
Stetigkeit von f lim, .. f(zo + %) = f(zo) > ¢ (wegen Lemma )

Wir haben demnach insgesamt f(xy) < c und f(zg) > ¢, also f(zo) = c.

q.e.d.
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Bemerkung 7.11. (i) Der Zwischenwertsatz gilt natiirlich genauso, wenn man f(a) >
f(b) annimmt.

(77) Es ist wichtig, dass die Funktion f auf einem Intervall definiert ist, ansonsten gilt
der Zwischenwertsatz im Allgemeinen nicht, wie etwa das Beispiel der Funktion

0 =<0

:1—2,0lU|1,2] = R, z—
£ 2,000, {1 o
zeigt. Sie ist auf ihrem Definitionsbereich stetig (warum?), wir haben 0 = f(0) <

f(1) =1, aber es gibt kein o € [—2,0] U [1, 2] mit beispielsweise f(z) = 1.

Eine wichtige und sehr niitzliche Folgerung aus dem Zwischenwertsatz ist der folgende
Nullstellensatz von BOLZANO.

Korollar 7.12 (Nullstellensatz von BOLZANO). Sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion und es sei f(a)- f(b) < 0. Dann existiert (mindestens) ein xy € (a,b) mit

f(zo) = 0.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Zwischenwertsatz fiir ¢ = 0, denn man hat f(a) -
f(b) < 0 genau dann, wenn entweder f(a) < 0 A f(b) > 0 oder f(a) >0 A f(b) <0
gilt.

q.e.d.

Beispiel 7.13. Der Nullstellensatz von BOLZANO liefert ein sehr robustes Verfahren,
um Nullstellen von recht allgemeinen stetigen Funktionen in einem Intervall numerisch zu
bestimmen, auch wenn man diese nicht in geschlossener Form ausrechnen kann. Betrachten
wir etwa die Funktion -

I [0, 5] — R, z+ cos(z) — 2°.

Diese ist offenbar stetig, da cos und Polynomfunktionen stetig sind und Summen bzw.
Differenzen stetiger Funktionen selbst stetig sind (vgl. Proposition , Korollar ,
and Satz . Wie wir in Abbildung sehen, gibt es eine Nullstelle zwischen 0 und
5. Dies konnen wir auch iiber den Nullstellensatz formal beweisen: Es gilt ndmlich

F0)=cos(0) —0?=1>0 und f(Z)=cos(Z)— (22 =—(2)2<o0.
2 2 2 2
Da die Funktionswerte ihr Vorzeichen wechseln, muss es nach Korollar eine Nullstelle
im Intervall (0, 7) geben.
Wir kénnen aber nun auch das Intervall halbieren und die Funktion auf den beiden
Teilintervallen [0, 7] bzw. [T, 7] betrachten. Da

s s Vs
f(z) = cos(z) — <Z)2 = 0,090256... > 0
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Vi

Abbildung 7.2: Graph der Funktion f(z) = cos(z) — 2?

T T

gilt, macht die Funktion im Intervall [T, Z] einen Vorzeichenwechsel, so dass der Null-

4072
stellensatz von Bolzano die Existenz einer Nullstelle in dem kleineren Teilintervall (7, Z)

4072
garantiert.

Halbiert man nun wiederum dieses Intervall und betrachtet die Teilintervalle [7, %W]
und [37, %

, 5] und berechnet

f(gw) — 1,005229... <0,

also haben wir einen Vorzeichenwechsel zwischen
Intervall (I, 2m).

Wiederholt man diesen Prozess der Intervallhalbierung immer wieder, bis man eine

gewiinschte Fehlerschranke unterschritten hat, so erhélt man eine beliebig gute Approxi-

mation fiir die gesuchte Nullstelle. Nach vier weiteren Iterationen hat man die Nullstelle

auf das Intervall

s

7 und %7?, und damit eine Nullstelle im

(ﬁ 17
1287 64

eingegrenzt, nach weiteren 5 auf

) ~ (0,809941..., 0, 834485...)

(0,8237...,0,82451...).
Auf 10 Dezimalstellen genau lautet der Wert der Nullstelle
xo ~ 0,8241323123...,
was man z.B. auch durch weitere Anwendungen dieser so genannten Bisektionsmethode

finden konnte. Es gibt allerdings auch deutlich effizientere Methoden, etwa das NEWTON-
Verfahren, das wir hier aber nicht weiter vertiefen wollen.
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Eine sehr wichtige Figenschaft stetiger Funktionen ist der néichste Satz, laut dem ste-
tige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Maximum und Minimum annehmen.
Dazu benotigen wir zunéchst ein Lemma, das an sich auch durchaus niitzlich ist.

Lemma 7.14. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f beschrdnkt,
das heifit es existiert ein B > 0 so dass fiir alle x € [a, b]

|f(z)] < B

qgilt.

Beweis. Angenommen, f wire nicht beschrankt. Dann existiert zu n € N ein z,, € [a, ]
mit |f(z,)| > n. Die so konstruierte Folge (x,,), ist aber beschrénkt, das heifit nach dem
Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS existiert eine konvergente Teilfolge (x,, )k, deren
Grenzwert wir 7o nennen. Da das Intervall [a,b] abgeschlossen ist, gilt xy € [a,b[] Da f
in zy stetig ist, muss die Folge (f(xy,))r gegen eine reelle Zahl, ndmlich f(z() konvergie-
ren. Aber die Folge (f(x,,))r ist nach Konstruktion unbeschrénkt, also haben wir einen
Widerspruch.

q.e.d.

Als Anwendung erhalten wir den folgenden auf WEIERSTRASS zuriickgehenden Satz.

Satz 7.15 (Satz von WEIERSTRASS). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f
in [a,b] sein Maximum und Minimum an, das heifit es existieren Tmaz, Tmin € [a, 0]
mit f(Tmin) < f(2) < f(Tmaz) fir alle x € [a,b].

Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung fiir das Maximum, fiir das Minimum verlauft
der Beweis analog.

Wie in Lemma gesehen ist die Menge M = f([a,b]) = {f(x) : = € [a,}]
beschrénkt und nicht leer, besitzt also ein Supremum B € R. Fiir n € N ist dann B —
keine obere Schranke von M. also existiert ein z,, € [a, b] mit

S =

B—%<f@J§B

Nach demselben Argument wie in Schritt 1 besitzt die so gefundene Folge (), nach dem
Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert wir
Tmae Nennen. Wie oben gilt auch hier z,,,. € [a, b]. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert
die Folge (f(xn,))r gegen den Funktionswert f(x,q.), andererseits gilt nach Konstruktion

i f(wn) = lim f(@) = B

!Dies ist zwar vermutlich einleuchtend, muss aber eigentlich bewiesen werden. Wir verzichten hier auf
den Beweis.
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also B = f(%mae), womit die Behauptung folgt.
q.e.d.

Bemerkung 7.16. Es ist essentiell fiir die Richtigkeit von Satz [7.15] dass die Funktion
auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall stetig ist. Ansonsten kann man namlich
nicht garantieren, dass die konvergenten Teilfolgen existieren (wenn das Intervall nicht
beschrénkt ist), bzw. das der Grenzwert wieder im Intervall liegt (wenn das Intervall
offen oder halboffen ist). Fiir all diese Fille gibt es Gegenbeispiele, die zeigen, dass der
Satz dann falsch ist (Ubung).

Wie bei Folgen kénnen wir auch bei reellen Funktionen von Monotonie sprechen.

Definition 7.17. Sei I ein beliebiges Intervall und f : I — R eine Funktion. Gilt
fiir alle x,y € I mit z < y die Ungleichung

f() < f(y),

so nennen wir f monoton wachsend. Gilt sogar die strikte Ungleichung

f(@) = fy),

so heifit f streng monoton wachsend.
Gilt stattdessen stets

f(@) = f(y),

so nennen wir f monoton fallend bzw., falls

f(x) 2 f(y)

gilt, streng monoton fallend.

\. J

Beispiel 7.18. Wir haben bereits in Lemma und Proposition gesehen, dass
fiir alle r € Q mit » > 0 die Potenzfunktion definiert durch x + x" auf ihrem gesamten
Definitionsbereich (also auf [0, 0o) falls der Nenner von r gerade ist und R, falls der Nenner
ungerade ist) streng monoton wachsend ist.

Wir haben dazu den folgenden Satz.

Satz 7.19. Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann ist f :
la,b] = [f(a), f(b)] bijektiv und die Umkehrabbildung f~' : [f(a), f(b)] — [a,b] ist
ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Die analoge Aussage gilt auch, wenn f stetig und streng monoton fallend ist.
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Beweis. Fiir z < y € [a, b] ist nach Voraussetzung f(z) < f(y), also ist f sicher injektiv
(hierfiir brauchen wir die Stetigkeit noch gar nicht). Desweiteren gilt wegen der Monotonie
von f min{f(z) : x € [a,b]} = f(a) und max{f(z) : = € [a,b]} = f(b). Da f stetig
ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz also, dass f([a,b]) = [f(a), f(b)] gilt, also ist die
Abildung

fla, bl = [f(a), f(0)]

wie behauptet bijektiv.
Damit existiert eine eindeutige Umkehrabbildung (vgl. Satz(1.39)) zu f,

f e [f(a), f(0)] = [a,b).

Seien dann = < y € [f(a), f(b)]. Dann existieren eindeutig bestimmte z’,y" € [a,b] mit
f(2") = 2 und f(y') = y. Wegen der Monotonie von f folgt dann auch ' < y'. Aber es
gilt 2/ = f~Y(z) und v = f~(y), also folgt, dass auch f=!: [f(a), f(b)] — |a,b] streng
monoton wachsend ist.

Seinun yy € [f(a), f(b)] beliebig und (y,), eine beliebige Folge in [f(a), f(b)] ,die gegen
Yo konvergiert. Wir definieren dann zy := f~!(yo) und x, = f~'(y,). Wir erhalten so eine
Folge (z,), in [a,b] und wir miissen zeigen, dass lim,,_,~ 2, = x¢ gilt. Angenommen, das
wiére nicht so, dann existiert ein gy > 0, so dass fiir alle N € N ein ng > N existiert mit
|zo —x,| > &¢. Damit gibt es ohne Beschrinkung der Allgemeinheit unendlich viele n € N,
so dass xg — x, > €g, also xg > x, + ¢ > x, gilt. Wegen der strengen Monotonie von f
folgt fiir diese n auch

f(xo) = f(wn +€0) > f(2n)-
Fiir all diese n folgt dann wegen f(x¢) = yo und f(z,) = y,

|y0 - ynl 2 56

mit ey = f(zo+ o) — f(xo) > 0, was aber nicht sein kann, weil wir angenommen hatten,
dass die Folge (y,), gegen yo konvergiert. Damit haben wir einen Widerspruch und die
Folge (x,), konvergiert wie behauptet gegen xy, womit f~! nach dem Folgenkriterium

(Satz stetig ist.
q.e.d.

Bemerkung 7.20. Tatsédchlich kann man umgekehrt auch zeigen, dass eine injektive,
stetige Funktion notwendigerweise entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist
(Ubung).



Kapitel 8

Differentialrechnung

In diesem Kapitel wollen wir, basierend auf unseren bisherigen Erkenntnissen iiber Folgen,
Reihen und stetige Funktionen, den aus der Schule bekannten Begriff der differenzierbaren
Funktion einfiihren. Geometrisch gesprochen beschreibt die Ableitung einer differenzier-
baren Funktion f in einem Punkt zy die Steigung der Tangente an den Graphen von f
im Punkt (xg, f(z0)).

Abbildung 8.1: Tangente an den Graphen einer differenzierbaren Funktion

Dem gegeniiber steht der Begriff des Integrals, das die Summe der orientierten]] Flichen-
inhalte des Graphen von f mit der z-Achse misst.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der gewissermaflen den Hohe-
punkt dieses Kapitels bildet, besagt, zunéchst {iberraschenderweise, dass diese Konzepte
von Tangentensteigung und Fliacheninhalt gewissermafien invers zueinander sind.

8.1 Ableitungsregeln

Anschaulich erhélt man die Steigung der Tangente an den Graphen einer Funktion f,
indem man an zwei Stellen x5 und xy + h die Sekante, also die Gerade durch die Punk-

!d.h. Flichen unterhalb der x-Achse werden negativ gewertet

135



136 8.1. ABLEITUNGSREGELN

Abbildung 8.2: Integral als Summe orientierter Flacheninhalte

te o, f(z0)) und (x¢ + h, f(xo + h)), betrachtet und dann beide Punkte immer néher
zusammenfiihrt.

0 04 06 08 1 12 1la 16
Zo
02

7

Abbildung 8.3: Sekanten (schwarz) und Tangente an einen Graphen in einem Punkt z

Die Steigung der Sekante ist hierbei nach der aus der Schule bekannten Formel durch
den so genannten Differenzenquotienten

~ flxo+h) = flzo)  flwo+h) = f(mo)

($0+h)—$0 h
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gegeben. Fiir die Tangentensteigung ist man nun versucht, diese als eine Art Grenzwert
zu definieren. Um dies formal korrekt zu formulieren, bendtigen wir zunéchst zwei neue
Begriffe, die beide aus dem Kontext mit Folgen schon bekannt sind.

Definition 8.1. Sei ) # D C R eine Teilmenge von R. Dann heifit ein Punkt
z* € R ein Haufungspunkt von D, falls es eine Folge (z,,), mit z,, € D fir alle
n € N gibt, so dass lim,,_, x, = z* gilt.

Diese Definition sollte an die Charakterisierung von Haufungspunkten von Folgen in
Satz erinnern. Wir betrachten ein wichtiges Beispiel.

Beispiel 8.2. Sei D = I = (a,b] ein Intervall. Dann ist jeder Punkt x € I ein Haufungs-
punkt von 7, da wir etwa die konstante Folge (z), wéhlen konnen, die z als Grenzwert
hat.

Andererseits gilt hier a ¢ I, aber a ist dennoch ein Haufungspunkt von I: Betrachten
wir etwa die Folge (x,), mit

h—
Tp =a+ a) n € N.
n

Dann gilt z,, € I fiir alle n € N und offenbar auch lim,,_,, x, = a, also ist a ein Haufungs-
punkt von I.

Mit dem Begriff des Haufungspunktes konnen wir nun den Grenzwertbegriff von Folgen
auf Funktionen iibertragen.

Definition 8.3. Sei f : D — R eine Funktion und zy € R ein Haufungspunkt von
D. Gilt dann fiir alle Folgen (), mit z,, € D und lim,,_,, x,, = xo, dass die Folgen
(f(zy)), alle gegen denselben Wert a € R konvergieren, dann nennen wir a den
Grenzwert von f fiir z gegen xy und schreiben

lim f(x)=a.

T—TQ
Gilt fiir jede Folge (z,), aus D mit lim, ., = 2o und z,, < z¢ bzw. z, > xo,
dass die Folge (f(x,)), gegen denselben Grenzwert konvergiert, so bezeichnen wir
diesen mit

li bzw. i .
xgggf(ﬁf) el i)

Bemerkung 8.4. (i) Der Vollstandigkeit halber erkldren wir auch, falls D etwa nach
oben unbeschrankt ist, den Grenzwert

lim f(x) =: a.

T—00
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Dieser existiert genau dann, wenn fiir jede nach oben unbeschriankte Folge (z,,),, mit
x, € D der die Folge (f(x,)), gegen denselben Grenzwert a konvergiert.

Genauso erklart man auch lim, , o, f(z).

(27) Alle Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen (Satz ibertragen sich natiirlich
direkt auf Funktionsgrenzwerte.

Wir kommen nun zur Definition von Differenzierbarkeit.

Definition 8.5 (Differenzierbarkeit). Sei I C R ein Intervall, f : I — R ei-
ne Funktion und zy € I. Wir nennen die Funktion f differenzierbar, falls der

Grenzwert "
lim f(xo + 1) — f(z0) — lim f(z) = f(@o)
h—0 h T T — To

existiert. Diesen nennt man auch den Differentialquotienten oder héufiger die

Ableitung von f in 2y und bezeichnen ihn mit f/(xg).
Ist f in jedem Punkt in I differenzierbar, so sagen wir, dass f auf [ differenzierbar

ist und nennen die Funktion

I —-R, z— f(x)

die Ableitungsfunktion von f.

\.

Beispiel 8.6. 1. Fiir n € N betrachten wir die Funktion
fR—=R, 2"
Wir wollen zeigen, dass diese auf ganz R differenzierbar ist.
Fiir g € R betrachten wir dazu den Grenzwert

lim (o + h)" — xg.

h—0 h

Mit dem binomischen Lehrsatz (Satz [2.15) kénnen wir zunéchst den Differenzen-
quotienten umschreiben in

(o+h)" =z 1M\ kmt ) L= (7 homk
h _h;kh% T ) =52\ )
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Es folgt also
(xo + )" — g

n—1
: 1 n—1 n k_n—k—1
= o 22 o)

n—1
o n—1 n : k\ .n—k—1 __ n—1
= nxg +;(k+1)(ilg%h>% =nxy .

Der Grenzwert existiert also fiir alle zp € R und die Ableitungsfunktion ist gegeben
durch

'R =R, z+ na" '
2. Die Betragsfunktion
g:R=>R, z— |z

ist im Nullpunkt nicht differenzierbar, denn fiir die Folge (z,), = (1/n), gilt etwa

1/n| — 1
fi 108y, 1

=1
n—o00 1/n—0 n—o00 1/n ’

aber fiir die Folge (x,), = (—1/n), haben wir

—1 — 1
e VL e U VR

n=oo  —1/n —0 n=oo —1/n

Da wir zwei Nullfolgen gefunden haben, fiir die die Differenzenquotienten nicht gegen
denselben Grenzwert konvergieren, existiert der Grenzwert

x| — 10
el o

r—x0 T — O

nicht und die Betragsfunktion ist somit in 0 nicht differenzierbar.

Im vorigen Kapitel haben wir stetige Funktionen kennengelernt. Zunéchst haben Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit (augenscheinlich) nicht viel miteinander zu tun. Wir haben
jedoch folgendes Resultat.

Proposition 8.7. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Ist f in
xo € I differenzierbar, so ist f in xo auch stetig.

Beweis. Sei f : I — R in z, differenzierbar. Dann existiert fiir jede Folge (z,,),, aus I mit
lim,,_,o0 T, = 2o der Grenzwert

i 1) = f(20) _
n—oo fL’n — J,'O

Damit existiert nach den Grenzwertsétzen (Satz aber auch der Grenzwert

lim f(xn) - f($0) =a- lim (xn - xO) = 07

n—o0 n—oo
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also gilt lim,, . f(z,) = f(xo).
Da die Folge (z,), aber beliebig war, folgt aus dem Folgenkriterium (Satz die
Stetigkeit von f in x.
q.e.d.

Bemerkung 8.8. Wie wir in Beispiel gesehen haben, gibt es stetige Funktionen,
die nicht differenzierbar sind. Tatséchlich gibt es sogar stetige Funktionen, die in kei-
nem einzigen Punkt differenzierbar sind. In gewisser Weise trifft das sogar auf fast alle
stetigen Funktionen zu, ein konkretes Beispiel einer solchen so genannten WEIERSTRASS-
Funktion anzugeben, ist dennoch erstaunlich kompliziert.

Aus den Grenzwertsitzen (Satz ergeben sich mehr oder weniger direkt die folgen-
den bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 8.9 (Ableitungsregeln). Sei I ein Intervall und f,g : I — R Funktionen,
die in einem Punkt xo € I differenzierbar. Dann gelten die folgenden Ableitungsre-
geln.

(i) Fir beliebige o, B € R ist die Funktion af + g in xo differenzierbar und es
qilt
(af +B9) (z0) = af'(z0) + Bg'(20)-

(ii) Das Produkt f - g ist in x¢ differenzierbar und es gilt die LEIBN1Z-Regel oder
Produktregel

(f - 9)'(x0) = f'(w0)g(x0) + f(x0)g (o).

(111) Gilt g(xg) # 0, so ist die Funktion g in xy differenzierbar und es gilt die
Quotientenregel

Beweis.
(i) Ubung.
(27) Wir schreiben fiir z # xo den Differenzenquotienten um in

f(x)g(x) — f(wo)g(xo)  f(x)g(x) — f(20)g(T) N f(x0)g(x) — f(x0)g(70)

r — X r — g r — g

r — To r — Tg
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Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte

TN e ) 7N R R O ) B[ L)
T—x0 r — 2o T—T0 T — 2o

und da nach Proposition 8.7 g auch stetig in x ist, folgt auch lim, ., g(z) = g(xo).
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt also

i, L100) = o) _ (16 o) 90 = o)

T T — X T—00 T — Xo T — To

= f'(wo)g(wo) + f(20)g (o),

und genau das hatten wir behauptet.

(43i) Ubung.

q.e.d.

Beispiel 8.10. Aus Satz[8.9|folgt sofort, genau wie in Korollar [7.7], dass Polynomfunktio-
nen auf ganz R differenzierbar sind und rationale Funktionen iiberall dort, wo der Nenner
nicht verschwindet.

Genauer gilt fiir eine Polynomfunktion p : R — R mit p(z) = >_;_, axz” nach den
Rechnungen in Beispiel

i
L

n

p(x) = Z kapz"' =Y (k4 1)ap12".

k=0 0

e
Il

Im Vorgrift auf spétere Resultate formulieren wir an dieser Stelle bereits die Folgende
Proposition mit weiteren Beispielen differenzierbarer Funktionen.

7~

Proposition 8.11. Die folgenden Funktionen sind alle auf ihrem gesamten Defi-
nitionsbereich differenzierbar.

(1) exp: R — R, z+— exp(x) = e” mit exp’(x) = exp(z),
(17) sin: R — R, x + sin(z) mit sin’(x) = cos(x),
)
)

(17i) cos: R — R, x> cos(x) mit cos'(z) = — sin(x),

() tan: (—3,%) = R, z — tan(z) mit tan’(z) = —

cos?(x)

Fiir eine weitere bekannte Ableitungsregel, die Kettenregel, bietet es sich an, den
Begriff der Differenzierbarkeit neu zu formulieren. Dies wird auch hilfreich sein, wenn
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wir Ableitungen von Umkehrfunktionen bestimmen. Auch im zweiten Teil der Vorlesung,
wenn wir uns mit Differenzierbarkeit in mehreren Variablen beschéftigen, wird diese For-
mulierung sinnvoller sein als die Definition iiber Differentialquotienten.

Satz 8.12. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann ist f in xq
genau dann differenzierbar, wenn eine in xqy stetige Funktion A : I — R existiert,
so dass fir alle v € 1

f(z) = f(@o) + (z — zo0) A(x).
FEs gilt dann A(xg) = f'(xo).

Beweis. Sei zunichst f in z( differenzierbar. Wir definieren dann die Funktion
f(x)—f(z0)

AT R aes{ sw L7

I/ (o) T = Io.

Da f differenzierbar ist, gilt fiir jede Folge (x,), aus D mit lim,,_,., =, = x¢ auch

lim A(z,) = lim f(za) = f(x0)

n—00 n—oo Ty — T

- f,<l’()) = A(Zﬁo),

also ist A in xg stetig.

Sei umgekehrt A : I — R stetig in xg, so dass fiir alle x € I die Gleichung
f(z) = f(zo) + (z — 20)A()

erfiillt ist. Dann kénnen wir fiir x #

A - F@) = @)

T — T
schreiben. Da A in zy stetig ist, gilt
Alzo) = Tim A(x) = Tim 28 = /(@)
T—rxo T—T0 €T — :CO

Nach Definition ist damit aber f in z( differenzierbar und es gilt f'(xq) = A(zp).
q.e.d.

Wir kommen nun wie angekiindigt zur Kettenregel.

Satz 8.13 (Kettenregel). Seien I,J C R Intervalle und f : I — R und g : J —
R Funktionen, so dass f(I) C J gilt. Desweiteren sei f in xg € I differenzierbar und
g in f(xo) differenzierbar. Dann ist die Funktion go f : I — R in xy differenzierbar
und es gilt

(go f)/(l’o) = gl(f(-’ﬂo)) ’ f’(xo)-
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Beweis. Nach Satz existieren Funktionen Ay : I — R und A, : J — R, die jeweils
in o bzw. in yo = f(xo) stetig sind und jeweils die Gleichungen

f(x) = f(xo) + (z — wo)Ap(x) und  g(y) = g(yo) + (¥ — 50) Ag(y)
fiir alle x € I bzw. fiir alle y € J erfiillen.
Insbesondere folgt so fir y = f(z)
9(f (@) = g(f (@0)) + (f (@) — f(20))Ag(f(x)) = g(f (w0)) + (x — x0) Ap()Ag(f ().

-~

=:Agor(x)

Da f nach Propositionin xound Ay in f(xg) stetig ist, ist Ajo f als Verkettung stetiger
Funktionen stetig in z (Satz . Da auch Ay in z stetig ist, folgt nach Satz , dass
auch Ay = Ay - Ayo fin x stetig ist.

Damit folgt aber nach Satz [8.12] dass g o f in z differenzierbar ist mit

(90 f)(x0) = Agop(wo) = Ag(f(20)) - Ay(wo) = g'(f(w0)) - [ (o).

q.e.d.

Fiir Umkehrfunktionen differenzierbarer Funktionen haben wir das folgende Resultat.

Satz 8.14. Sei I C R und f : I — R stetig und streng monoton. Zudem sei f in
xo € I differenzierbar mit f'(xo) # 0. Dann ist auch die Umkehrfunktion f=' von
finyo = f(xo) differenzierbar mit

1 1

W) = Ty = F oy

.

Beweis. Zunichst wissen wir nach Satz [7.19] dass f : I — f(I) tatsichlich bijektiv ist,
so dass die Umkehrfunktion f~!: f(I) — I existiert und ebenfalls streng monoton und
stetig ist.

Da f in zq differenzierbar ist, existiert nach Satz [8.12] eine in z, stetige Funktion
Al — Rmit f(z) = f(xo) + (z — xo)A(z) fiir alle z € I. Nach Voraussetzung gilt
A(zg) = f'(x) # 0. Wir konnen somit die folgende Funktion definieren,

10\ p—1
~ {f (W) —=f""(y0) Y # Yo
1

A:f([)—>[,y»—> y—yo
A(zo) Y = Yo-

Da f bijektiv ist, existiert zu jedem y € f([) genau ein x € I mit f(x) = y, also folgt, da
f stetig ist,

S ) I A €70 IO /€3 e A 0 C2)) B S|

Y=o Y — Yo a—a0 f(x) — f(xo) f(wo)  Awo)
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Damit ist die Funktion A stetig in 3o = f(xo) und erfiillt nach Konstruktion

1Y) = (o) + (v — v0) Aly)
fiir alle y € f(I). Damit folgt aus Satz|8.12 dass f~! in y differenzierbar ist mit

—1\/ _ 1 = L
(f)@dff@@*fGA%D'

q.e.d.

Beispiel 8.15. Wie wir spéter noch genauer sehen werden, sind die folgenden Funktionen
tiberall differenzierbar (und damit stetig) und streng monoton wachsend:

exp: R— R, sin:(—z,z>—>R, tan:(—z,ﬁ>—>R
2°2 2" 2

Sie besitzen somit Umkehrfunktionen, ndmlich jeweils
log: (0,00) = R, arcsin: (—1,1) - R, arctan: R — R.

Wir wissen nun nach Proposition .11 und Satz[8.14] dass diese Umkehrfunktionen selbst

Abbildung 8.4: Graphen der Funktionen exp, sin und tan (blau) mit ihren jeweiligen
Umkehrfunktionen (rot)

wieder differenzierbar sind und kénnen die Ableitungen bestimmen:

og/ (1) 1 1 1
(0] Xr) = — —
5T op/(log(e) — expllog(@)) @
arcsin’(z) = L = 1 — 1 _
sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) /1 —sin?(arcsin(z)) V1 —a?’

arctan’(x) = ! = L = L

~ tan/(arctan(x)) 1/ cos?(arctan(z)) Sin2(arctan(;ﬁ())i(rosz(?)rctan(x))

1 1

" 1+ tan®(arctan(z)) 1+ a2
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8.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und
Extrema

Das Hauptziel dieses Unterabschnitts soll es sein, die aus der Schule bekannten Kriterien
fiir lokale Extrema differenzierbarer Funktionen herzuleiten. Das wesentliche theoretische
Hilfsmittel hierzu wird der sogenannte Mittelwertsatz der Differentialrechnung sein.
Zunéchst wollen wir formal definieren, was wir unter einem lokalen Extremum verstehen.

Definition 8.16. Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

1. Man sagt f hat in 2y € (a, b) ein lokales Maximum, falls ein € > 0 existiert,
so dass gilt
f(zo) > f(zx) firalle x € (zg — &, 20 + €).

2. Man sagt f hat in zy € (a,b) ein lokales Minimum, falls ein ¢ > 0 existiert,
so dass gilt
f(zo) < f(x) fiir alle z € (xg — €, 20 + €).

3. Besitzt f in xg entweder ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so
sprechen wir von einem lokalen Extremum in .

Wir wollen zeigen, dass wir alle moglichen lokalen Extrema einer differenzierbaren
Funktion iiber ihre Ableitung bestimmen kénnen. Dazu ist zunéchst etwas Vorbereitung
erforderlich.

Zunachst haben wir den folgenden Satz, der ein erster Schritt zum Beweis des Mittel-
wertsatzes ist. Er wurde zuerst von ROLLE im Jahr 1691 speziell fiir Polynome bewiesen
(wobei sich Vorlaufer bereits im 12. Jahrhundert in Indien nachweisen lassen).

i
|

Abbildung 8.5: Satz von ROLLE
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Satz 8.17 (Satz von ROLLE). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf
(a,b) differenzierbar sei. Gilt f(a) = f(b), so ezistiert ein & € (a,b) mit f'(§) =0
(siehe Abbildung[8.5).

Beweis. Ist f konstant, so konnen wir £ = ‘IT“’ wéhlen und sind fertig.

Sei also f nicht konstant. Nach dem Satz von WEIERSTRASS (Satz nimmt f, da
f stetig ist, in dem abgeschlossenen Intervall [a,b] sowohl sein Minimum ¥,,;, als auch
sein Maximum ¥, an, sagen wir an den Stellen ., und ., in [a,b]. Da f nicht
konstant ist, muss Ymin 7 Ymax gelten, und wegen f(a) = f(b) muss mindestens einer der
Punkte z,,;, und x4, im offenen Intervall (a,b) liegen. Sagen wir ohne Beschriankung
der Allgemeinheit, dass £ := T4 € (a,b) gilt. Da f in & differenzierbar ist, existiert der

Grenzwert "

h—0 h

Insbesondere gilt dann wegen £ = x4, fiir |h| hinreichend kleinﬂ f(&+h) < f(&), also
folgt einerseits

fE+h)—f(E)

o L fE+R) - O
f(€) = lim =5 A — =0

andererseits FE+R) — £ JE+h)—f()
f1(€) = lim === RS I— =0

also insgesamt f'(£) = 0.
q.e.d.

Genau dasselbe Argument wie im Beweis zum Satz von ROLLE [8.17] erlaubt uns auch
direkt folgendes notwendiges Kriterium fiir die Existenz von lokalen Extrema zu beweisen.

Satz 8.18 (Notwendiges Kriterium fiir Extremstellen). Sei f : (a,b) — R
eine differenzierbare Funktion und xo € (a,b) eine lokale Ezxtremstelle von f. Dann

gilt f'(xo) = 0.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit liege in xq ein lokales Minimum von f vor
(der Beweis fiir ein lokales Maximum verlauft analog). Das heift, es existiert ein £ > 0, so
dass fiir alle x € (zg — &, ¢ + €) die Ungleichung f(x) > f(zo) gilt. Anders ausgedriickt

gilt dann flir 0 < h < ¢
f($0+hf)L—f($0) >0,

lim f(zo+h) — f(xo) >0,
RN\O h

also auch

2So dass £+ h € (a,b) gilt
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wobei die Existenz wegen der Differenzierbarkeit von f garantiert ist. Genauso gilt fiir

—e<h<0
J(zo+h) — f(x0) <0,
3 <
also auch )
lim f(xo+h) — f(xo) <o.
h 0 h

Da f in z differenzierbar folgt somit

f'(zo) = lim f@oth) = f(@o) _ lim flwo+ 1) — flao) _ lim f(zo +h) = f(xo)

h—0 h ANO h h 0 h =0

q.e.d.

Wir kommen nun zum zuvor angekiindigten Mittelwertsatz. Dieser wurde zuerst 1797
von LAGRANGE und spéter erneut von CAUCHY bewiesen. Seit dem spéten 19. Jahr-
hundert ist der hier vorgestellte Beweis sehr verbreitet, der den Mittelwertsatz aus dem
Satz von ROLLE folgert. Geometrisch gesprochen besagt der Mittelwertsatz, dass es

L

‘
.

Abbildung 8.6: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

zu jeder Sekante durch den Graphen einer differenzierbaren Funktion immer eine zu ihr
parallele Tangente gibt.

Satz 8.19 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion, die auf (a,b) differenzierbar sei. Dann ezistiert ein & € (a,b), so

dass
f(b) — f(a)

F(e) ===

gilt (siche Abbildung[8.6).
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Beweis. Wir betrachten die Funktion
h:la,b] = R, z+— f(x)—

Dann ist mit f auch h auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Weiterhin gilt

f(b) = f(a)

h(a) = f(a) und h(b) = f(b) — b—a

(b_a> :f<a)7

also existiert nach dem Satz von ROLLE ein £ € (a,b) mit A'(§) = 0.
Nach den Ableitungsregeln (Satz gilt nun auch

v = (o - 101
also folgt

und damit die Behauptung.
q.e.d.

Aus dem Mittelwertsatz erhélt man nun etliche wichtige Folgerungen iiber differen-
zierbare Funktionen.

Korollar 8.20. Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Gilt f'(z) = 0
fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

Beweis. Seien x # 2’ € (a,b) beliebig. Dann ist f auf dem abgeschlossenen Intervall
[z, 2'] stetig und auf (z,2’) differenzierbar, also gibt es nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (Satz 8.19)) ein & € (z, ') mit

fla) — 1)

r—x

f'(€) =

Nach Voraussetzung gilt aber auch f'(£) = 0, also folgt notwendigerweise f(x) = f(a/).
Da x, 2’ € (a,b) beliebig gewihlt waren, folgt somit, dass f konstant sein muss.
q.e.d.

In Satz hatten wir uns bereits mit monotonen Funktionen beschéftigt. Bei diffe-
renzierbaren Funktionen gibt es nun eine direkte Methode, um zeigen zu kénnen, dass sie
monoton sind. Diese folgt ebenfalls aus dem Mittelwertsatz.



KAPITEL 8. DIFFERENTTALRECHNUNG 149

Satz 8.21 (Monotoniekriterium fiir Funktionen). Sei f : (a,b) — R diffe-
renzierbar. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fir alle x € (a,b)

f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) gilt.

(17) Ist f'(x) = 0 (bzw. f'(x) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f auf (a,b) streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).

. J

Beweis. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Seien x,y € (a,b) mit x < y. Dann ist
f auf [z,y] stetig und auf (z,y) differenzierbar, so dass der Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung (Satz [8.19) die Existenz eines & € (z,y) garantiert, so dass

fly) = f(x)

re="0=

(%)
gilt.

(i) Angenommen, es gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b). Insbesondere gilt dies fiir £ wie
in der Voriiberlegung. Damit folgt aber auch f(y) — f(z) > 0, also ist f, da x,y
beliebig gew#hlt waren, monoton wachsend.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f monton wachsend ist, dass also fiir x < y €
(a,b) stets f(y) — f(z) > 0 gilt. Sei dann zy € (a,b) beliebig. Fiir h > 0 hinreichend
klein gilt dann insbesondere

f(wo +h) = f(xo)

A >0,
also auch "
}Li{%f(l“o*- f)L f (o) >0,
und genauso fiir A < 0 mit |h| hinreichend klein
f(o 4+ h) — f(xo) >0

h Y
da h < 0 und daher f(zo+ h) — f(zo) < 0 gilt, also folgt auch

lim f(xo +h) — f(x0)
B h

>0

I

also insgesamt

/ o flxo+h) = f(x0)
f(xo) = lim Y

h—0

> 0.

(74) Analog wie die Riickrichtung in (7).
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q.e.d.

Bemerkung 8.22. Die Funktion f : R — R, z +~ 23 ist bekanntlich streng monoton
wachsend (siehe Lemma [4.27)), aber es gilt f/(z) = 322, also f/(0) = 0. In Satz (i1)

haben wir also keine ,,genau dann, wenn“-Aussage.

Mit Satz konnen wir nun auch die aus der Schule bekannten hinreichenden Kri-
terien fiir die Existenz lokaler Extrema beweisen.

Satz 8.23 (Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema). Sei f : (a,b) — R
differenzierbar und xo € (a,b) ein kritischer Punkt, d.h. es gelte f'(zo) = 0.

(i) Ewistiert ein € > 0, so dass fir alle x € (xg — €,20) f'(x) > 0 und fir alle
x € (zg,x0+ ) f'(x) <0 gilt, so liegt in xy ein lokales Maximum vor. Gilt
stattdessen fir alle v € (xg — €,20) f'(z) < 0 und fir alle x € (xg, 20 + €)
f'(x) >0, so liegt in xo ein lokales Minimum vor. (Vorzeichenwechselkri-
terium)

(13) Ist f zweimal differenzierbar, ist also die Ableitung von f selbst wieder diffe-
renzierbar, und gilt f"(xo) := (f') (x0) < 0, so liegt in xy ein lokales Mazimum
vor. Gilt f"(x¢) > 0, so liegt in xo ein lokales Minimum vor.

\. J

Beweis.

(1) Gilt f'(z) > 0 fir x € (xg — €, 20), so ist f nach Satz dort streng monoton
wachsend, also gilt wegen der Stetigkeit von f auch f(z¢) > f(x) fiir alle = € (xq —
g, xy). Genauso folgt, dass f auf dem Intervall (zg, 2o +¢) streng monoton fallt, also
folgt auch hier f(z¢) > f(x), also insgesamt f(xy) > f(z) fir alle z € (xg—e, xo+¢).
Nach Definition liegt damit in x ein lokales Maximum vor. Fiir ein lokales Minimum
argumentiert man analog.

(1) Sei f"(xo) < 0. Es gilt dann nach Definition
f'()

/ o
lim £ = @0 ) F@)
T—T0 Tr — T Tz—=x0 T — X
wegen f'(xg) = 0. Damit folgt aber, dass fiir beliebiges ¢ > 0 und = € (a,b) mit
|z — x| < e auch
/
@,
T — X
folgt. Fiir solche = < xq folgt daraus aber f’(z) > 0, fiir x > 0 folgt f'(z) < 0,

also folgt nach dem Vorzeichenwechselkriterium (i), dass in z( ein lokales Maximum
vorliegt. Wieder argumentiert man fiir Minima analog.
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Bemerkung 8.24. Das Kriterium mittels der 2. Ableitung ist schwicher als das Vor-
zeichenwechselkriterium, da letzteres fiir den Beweis des ersteren verwendet wurde und
Funktionen existieren, bei denen das Vorzeichenwechselkriterium die Existenz eines lo-
kalen Extremums liefert, das Kriterium mit der 2. Ableitung jedoch nicht. So hat etwa
f(z) = z* in 0 ein lokales Minimum, aber es gilt trotzdem f”(0) = 0. Die erste Ableitung
f'(z) = 4z® macht aber in 0 einen Vorzeichenwechsel.

Es gibt aber auch Beispiele fiir Funktionen, in denen auch das Vorzeichenwechselkri-
terium keine Auskunft gibt.

Bemerkung 8.25. Sofern sie existieren, bezeichnen wir die hoheren Ableitungen einer
Funktion f mit

f/ f// " f(n)
wobei wir induktiv f™ = (f*=D) (mit f© = f) setzen.
Der folgende Satz liefert eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, mit der wir eine

wichtige Technik zur Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen herleiten wollen, die
Regel von DE L’HOSPITAL.

Satz 8.26 (Erweiterter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien
fyg @ [a,b] — R stetige Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind. Dann
ezistiert ein £ € (a,b), so dass die Gleichung

F'(©)(g(b) — g(a)) = ' (€)(f(b) — f(a))

erfillt ist.

Beweis. Gilt g(a) = g¢(b), so garantiert der Satz von ROLLE die Existenz eines
¢ € (a,b) mit ¢’(§) = 0. Fiir dieses ¢ ist die Behauptung offenbar erfiillt.
Sei also g(a) # g(b). Dann kénnen wir die Hilfsfunktion A : [a,b] — R mit

———(9(z) — g(a))

betrachten. Diese ist selbst wieder auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Weiterhin
gilt h(a) = f(a) = h(b), also folgt wieder nach dem Satz von ROLLE [8.17, dass ein
¢ € (a,b) existiert mit A'(§) = 0. Wegen

0=H () = r(O) - L 1
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folgt die Behauptung.
q.e.d.

Hieraus leiten wir nun wie angekiindigt die Regel von DE L’HOSPITAL ab. Richtiger
sollten diese als Regeln von BERNOULLI-DE L’HOSPITAL bezeichnet werden, da sie von
JOHANN I. BERNOULLI entdeckt wurden und DE L’HOSPITAL von ihm lediglich das
Recht zur Verdffentlichung erworben hat.

Satz 8.27 (Regel von DE L’HOSPITAL). Seien f,g : (a,b) — R differenzierbare
Funktionen und ¢'(z) # 0 fir alle x € (a,b). Gilt lim, ~, f(z) = limg ~ g(z) = 0

und existiert der Grenzwert lim, , % =:c € R, so folgt auch
lim @ =c.

Gilt andererseits g:gz; — oo fiir x — b, so gilt dies auch fir %.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite verlduft analog. Indem wir
f(b) = g(b) = 0 setzen, lassen sich f und g auch das Intervall (a, b] stetig fortsetzen. Nach
dem erweiterten Mittelwertsatz existiert dann fiir jedes = € (a,b) ein £ € (x,b) mit

Fiir x 7 b folgt notwendigerweise auch { — b und da der Grenzwert limg_,;, % = c nach

Voraussetzung existiert, folgt also auch wie behauptet

lim /(@)

z /b g(x)

q.e.d.

Bemerkung 8.28. Die Regel von DE L’HOSPITAL erlauben es, undefinierte Ausdriicke

der Form ,,8“ zu behandeln. Sie lassen sich genauso auch auf Ausdriicke der Form ,,2>* an-
wenden und auch, wenn die Grenze b nicht reell, sondern selbst oo ist.
? 9

Beispiel 8.29. 1. Wir betrachten den Grenzwert

lim w

x—0 x
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Zahler und Nenner konvergieren offenbar gegen 0 und sind differenzierbar, also
kénnen wir die Regel von DE L’HOSPITAL anwenden. Der Quotient der Ablei-

tungen lautet
cos(x)

1
und es gilt offenbar lim,_,q %(x) = 1, also folgt auch

lim sin(x)

x—0 x

=1.

2. Sei n € N beliebig. Wir behaupten, dass stets

.Tn

lim —% =
8 ()

gilt. Wir zeigen dies durch vollstdndige Induktion:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 konnen wir nach DE L’HOSPITAL (Satz [8.27) den

Grenzwert . .
i —0
T—00 exp’(x) T—00 exp(x)

betrachten und erhalten so auch

i

Favd exp(x)

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

Induktionsschritt: Fiir n + 1 statt n betrachten wir nach DE L’HOSPITAL wieder
den Quotienten der Ableitungen und erhalten

n+1\/ n
i & (e Dt
z—o0 exp/(x) 200 exp(x)

nach Induktionsvoraussetzung. Nach der Regel von DE L’HOSPITAL folgt aber damit

auch »
:L,n
lim =0
T—00 CXP (Jj)

so dass die Behauptung fiir alle n € N folgt.

8.3 Die Exponentialfunktion und trigonometrische Funk-
tionen

In diesem Unterabschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Exponentialfunktion (vgl.
Definition |6.54) und der trigonometrischen Funktionen einfiihren, die wir in Teilen bereits
in Beispielen verwendet haben.
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Zunéchst kann man mit nahezu wortlich demselben Beweis wie in Beispiel und
Satz folgendes zeigen.

Lemma 8.30. Fiir jede Folge (z,), komplexer Zahlen mit lim,,_,. z, = z € C gilt

fm (11 2) =32
nl_)IIolo( +E) —%H—exp(z).

Hieraus erhélt man direkt folgende wichtige Funktionalgleichung fiir die Exponential-
funktion.

Satz 8.31. Fir z,w € C gqilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis. Nach Lemma [8.30] und den Grenzwertsitzen [6.8] folgt

exp(z) - exp(w) = lim [(1+%) (1+%)r - <1+ rrwr (Z“’)/”)n.

n— 00 n

Wegen lim,, ;o0 (2 +w + (2w) /n) = z 4+ w folgt also wieder nach Lemma die Behaup-
tung.
q.e.d.

Als Folgerung hieraus erhélt man ohne viel Miihe eine ganze Reihe wichtiger Eigen-
schaften der Exponentialfunktion.

Proposition 8.32. Seien z € C, sowiex <y € R undr € Q. Dann gilt Folgendes:

# 0 und exp(z) ™! = exp(—2).

Beweis. Eigenschaften (i) und (i) zu beweisen lassen wir als Ubung.
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[e.9] mk

(4i¢) Nach Definition der Exponentialfunktion exp(x) = Y~ %7 folgt sofort, dass exp(x) >
0 fiir z > 0 gilt. Fiir # < 0 gilt nach (7) exp(z) -exp(—x) = 1 > 0 und da wie gerade
gesehen exp(—x) > 0 gilt, folgt auch exp(x) > 0.

(iv) Daexp(x),exp(y) > 0 gilt, ist die Behauptung dquivalent dazu, dass exp(y)/ exp(z)
exp(y — x) > 1 gilt. Fiir beliebiges ¢ > 0 haben wir aber nach Definition

also folgt die Behauptung.

(v) Fiir r = n € Z folgt die Behauptung direkt per Induktion aus der Funktionalglei-
chung in Satz zusammen mit (7). Fiir » = 1/m, m € N folgt dann nach dem
gerade bewiesenen, dass

exp(x/m)™ = exp(mz/m) = exp(x)

gilt. Damit ist exp(z/m) eine m-te Wurzel aus der positiven Zahl exp(z). Da die
(positive) Wurzel eindeutig bestimmt ist (vgl. Satz [4.28)), folgt also exp(z)'/™ =
exp(xz/m). Insgesamt haben wir so die Behauptung fiir alle r € Q bewiesen.

q.e.d.

Hiermit ergibt sich das folgende Resultat, das wir bereits in Proposition formuliert
haben.

Satz 8.33. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist tiberall differenzierbar und es
gilt exp/(z) = exp(x). Insbesondere ist die Exponentialfunktion auch stetig.

Beweis. Wir betrachten fiir € R den Differenzenquotienten

exp(z + hlz — exp(z) _ exp(a) exp(i;l) - 17

wobel wir hier die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion in Satz benutzt
haben. Nach Definition von exp gilt aber

exp(h) —1 1o=ht 0 RF =~
p(h) TRl (k+1)':1+z(k;+1)"
k=1 k=0 ' k=1 ’
Die ist absolut konvergent und jeder Summand geht fiir h — 0 gegen 0, also folgtﬂ
lim SR =1
h—0 h ’

3An dieser Stelle ist duBerste Vorsicht geboten. Es ist zwar richtig, aber im Allgemeinen muss man
sehr aufpassen, wenn man Grenzwerte mit unendlichen Reihen vertauscht!
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Es folgt also
exp(z + h) — exp(z)
m
h—0 h

= exp(v)

und damit die Behauptung iiber die Differenzierbarkeit.
Mit Proposition [8.7] folgt auch die iiber die Stetigkeit.
q.e.d.

Da die Exponentialfunktion nach Proposition [8.32 positiv und streng monoton wach-
send ist und nach Satz differenzierbar und damit stetig ist, besitzt sie eine eindeutige
Umkehrfunktion, welche wir nun einfiihren wollen.

Definition 8.34. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion nennen wir die
Logarithmus-Funktion,

log: (0,00) — R, x> log(z).

Viele Eigenschaften ,erbt“ der Logarithmus direkt von der Exponentialfunktion.

Proposition 8.35. Seien x,y > 0 und r € Q. Dann gilt
(i) log(zy) = log(x) + log(y)
(i) log(z") = rlogz, insbesondere log(z~!) = —logx

(1ii) Fir x <y folgt log(z) < log(y)

Beweis. Ubung.
q.e.d.

Das Logarithmengesetz log(z") = rlog(z) fiir z > 0 und r € Q motiviert nun folgende
Definition.

Definition 8.36. Fiir x > 0 und o € R beliebig definieren wir die allgemeine

Potenz von z als
(e}

% := exp(alog(x)).

Bemerkung 8.37. Alle bekannten Rechenregeln fiir (rationale) Potenzen iibertragen
sich iiber die Eigenschaften der Exponentialfunktion auch auf reelle Potenzen. Zudem
ist die Funktion

f:(0,00) = R, z+ 2z
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auf ihrem Definitionsbereich stetig und differenzierbar mit

(%) = exp(alog(x)) = exp(alog(z)) - o% = ax

a—1

Aus der Definition folgt ebenfalls sofort wegen Proposition [8.32] (ii7), dass 2 > 0 gilt und
die Potenzfunktionen streng monoton wachsend sind.

Wir definieren nun die trigonometrischen Funktionen iiber die Exponentialfunktion.

Definition 8.38. Fiir 2 € C definieren wir die Cosinus-Funktion als

und die Sinus-Funktion als

Zuséatzlich definieren wir auch die Tangens-Funktion durch

und die Cotangens-Funktion durch

__exp(iz) +exp(—iz)
cos(z) == >

. _exp(iz) —exp(—iz)
sin(z) = oF :

tan(z) := sin(z)

cos(2) (fiir cos(z) # 0)

cot(z) := cos(2)

(fiir sin(z) # 0)

sin(z)

Man

erhélt direkt als Folgerung aus der Definition folgende Beobachtungen.

(i)

Lemma 8.39. (i) Fir alle z € C gilt

o0 2n ' oo s
cos(z) = nz;(—l)”@n)! und sin(z) = nz%(—l) m,

wobei die Reihen jeweils fiir alle z € C absolut konvergieren.
Firz=x R qilt
cos(z) = Re(exp(iz)) wund sin(x) = Im(exp(ix)).

Insbesondere wird so eine reelle Funktion cos : R — R bzw. sin : R — R
definiert.

Beweis.



158 8.3. DIE EXPONENTIALFUNKTION

(i) Da die definierende Reihe fiir exp(z) fiir alle z absolut konvergiert, kénnen wir wie
folgt rechnen:

Die Konvergenz fiir alle z ergibt sich direkt aus der absoluten Konvergenz fiir alle z
der Exponentialreihe (vgl. Satz [6.53)).

Die Rechnung fiir die Sinus-Funktion verlduft analog.

(ii) Fiir z € R gilt iz = —ix, also folgt nach Definition

exp(iz) + exp(—iz) _ exp(iz) + exp(ix)

cos(z) = 5 5
B33 exp(ix) ; exp(ir) i) Re(exp(iz)),
wie behauptet.
Wieder verlduft die Rechnung fiir die Sinus-Funktion analog.
q.e.d.

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben sich folgende Iden-
titdten fiir die Cosinus- und Sinus-Funktion.

Satz 8.40 (Additionstheoreme). Seien z,w € C beliebig. Dann gelten folgende
Identitdten.

(i) cos?(z) +sin?(z) = 1.
(17) cos(z 4+ w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

(i) sin(z + w) = cos(z) sin(w) + cos(w) sin(z).

Beweis. Ubung.
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Aus der Beobachtung, dass fiir z € R stets

lexp(iz)|* = exp(iz)exp(iz) = exp(iz)exp(—iz) = exp(iz —ix) = exp(0) = 1

gilt, der Punkt exp(iz) in der komplexen Ebene also auf dem Einheitskreis {z € C : |z| =
1} liegt, und der Tatsache, dass nach Lemma dann

exp(iz) = cos(x) + isin(x)

gilt, sehen wir, dass die hier eingefiihrten Cosinus- und Sinus-Funktionen genau die De-
finition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis erfiillen und damit mit den bekannten
Funktionen iibereinstimmen. Insbesondere folgt hiermit auch der Satz von EULER-DE
Morvre (.14

Aus den Additionstheoremen zusammen mit der Reihendarstellungen von cos und sin
in Lemma kénnen wir, ganz dhnlich wie in Satz beweisen, dass die Cosinus-
und Sinus-Funktion beide auf R differenzierbar sind mit cos’(z) = — sin(z) und sin’(x) =
cos(x).

Bemerkung 8.41. Man erhilt etwa die Beziehung sin’(z) = cos(z) auch, indem man in
der Reihendarstellung von sin(z) jeden Term einzeln differenziert:

- - n L L2n 41 & . xn
sin’(z) = (Z(_m m) => (-1 ﬁ :nZ(—m ool = cos(x).

Hierbei muss man allerdings genau begriinden, warum man die Ableitung der Reihe erhélt,
indem man jeden Term ableitet. Fiir allgemeine Funktionenreihen geht das normalerweise
nicht ohne Weiteres, aber fiir Reihen der Form

Z an(x — x0)",

n=0

wo (ay,), eine Folge reeller Zahlen ist und zy € R fest gewéhlt ist, so genannte Potenzrei-
hen, ist dies erlaubt, sobald die Reihe absolut konvergiert. Dies werden wir spéter noch
genauer untersuchen.
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Kapitel 9

Das RIEMANN-Integral

Wie bereits erwdhnt, misst das Integral einer Funktion {iber einem Intervall die Flache
zwischen dem Funktionsgraphen und der a-Achse (genauer die Summe der orientierten
Flicheninhalte) (siehe Abbildung[8.2).

9.1 Ober- und Untersummen

Anschaulich leuchtet ein, dass man diesen Flacheninhalt von oben und von unten annahern
kann, indem man das Intervall in kleinere Intervalle zerlegt und auf jedem Teilintervall
die gesuchte Fliache durch ein geeignetes Rechteck annéhert. Je feiner man das Intervall
unterteilt, desto besser wird (jedenfalls fiir geniigend gutartige Funktionen) die Annéhe-
rung. Man hat vor einigen Jahren erst nachgewiesen, dass bereits ARCHIMEDES in der
Antike dhnliche Ideen verwendet hat, allerdings waren die entsprechenden Aufzeichnun-
gen mehrere Jahrhunderte lang verschollen und erst im 17. Jahrhundert haben LEIBNIZ
und NEWTON diese Methode wieder genauer aufgegriffen. Im 19. Jahrhundert gelang
es BERNHARD RIEMANN, den heute verbreiteten, nach ihm benannten, Integralbegriff
formal einzufiihren, mit dem wir uns nun beschéftigen wollen.

Definition 9.1. Sei I = [a,b] mit a < b ein abgeschlossenes Intervall. Eine Zerle-
gung Z = (&,...,&,) von [ ist ein Tupel reeller Zahlen &, ..., &,, genannt Stiitz-
stellen, mit

a=& <& <...<&1 <&, =0

Eine Zerlegung 7' = (&, ...,&,,) von I heiBt eine Verfeinerung der Zerlegung
Z = (&, ..-,&), falls
{&)7 ,fn} C {567 7£;n}

gilt.

Hiermit konnen wir nun die zentralen Hilfsmittel zur Einfithrung des Integralbegriffs
definieren.

161
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Abbildung 9.1: Annéherung der Fliche unter einem Graphen durch Unter- und Obersum-

men

Definition 9.2. Sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion und Z = (&, ...,&,)
eine Zerlegung von [a, b]. Dann nennen wir

n—1

U(f;2) =) ({1 —&)inf{f(z) : § <z <&}

=0
die Untersumme von f beziiglich Z und entsprechend

n—1

O(f; Z) ==Y (§+1— &) sup{f(z) : & <z < &}

Jj=0

die Obersumme von f beziiglich Z.
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Im Folgenden schreiben wir auch kiirzer

[g,i?f }f =inf{f(z) : § <x <&}

und

Sup }f =sup{f(v) : § <z <Eat

Bemerkung 9.3. (i) Da fin Deﬁnition als beschrankt vorausgesetzt ist, existieren
U(f; Z) und O(f; Z) zu jeder beliebigen Zerlegung des Intervalls [a, b].

(71) Zu zwei Zerlegungen Z = (&, ...,&,) und Z' = (&, ..., &) existiert eine gemeinsame
4

Verfeinerung 2" = (&[], ..., &/). Nach Definition gilt dann
U(f;2) <U(f,2") < O(f;2") < O(f; Z).
Damit ist U(f; Z) fur alle Zerlegungen Z nach oben beschrinkt, also existiert

supU(f; Z).
Z

Ebenso existiert auch

inf O(f; 2)

und es gilt
sup U(f; Z) < inf O(f; 2).
z

(77i) Um spéatere Komplikationen zu vermeiden, bietet es sich an, fiir ein degeneriertes
Intervall [a,b] mit a = b, also [a,b] = {a} formal O(f;Z) = U(f;Z) = 0 zu setzen,
da es hier keine Zerlgung Z gibt.

Definition 9.4. Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R heiit RIEMANN-
integrierbar, falls

supU(f; Z) = mf O(f; Z)

z

gilt. Diesen Wert nennen wir das (RIEMANN-)Integral von f iber [a, b] und schrei-
ben

b
/ flz)dx :=supU(f; Z) = irzlfO(f;Z).
a Z

Bemerkung 9.5. Unter dem Gesichtspunkt von (7i7) in Bemerkung setzen wir

/aaf(x)d:v =0

fiir jede Funktion f, die in a definiert ist.
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Bemerkung 9.6. RIEMANN selbst gab in seinen Arbeiten eine etwas andere Definition.
Der Begriff des Supremums etwa war noch nicht etabliert. Die hier gegebene, im Wesent-
lichen zu der RIEMANNs dquivalente, Definition geht auf DARBOUX zuriick.

Lemma 9.7. Sei f : [a,b] — R beschrankt. Dann ist f genau dann RIEMANN-
integrierbar, wenn fir alle € > 0 eine Zerlequng Z von [a,b] existiert, so dass

Of;2) - U(f;2) <e

Beweis. Sei zundchst f RIEMANN-integrierbar und € > 0. Da sup, U(f; Z) die kleinste
obere Schranke aller méglichen Untersummen ist, muss eine Zerlegung Z; existieren mit
sup, U(f;Z) — 5 < U(f;Z'), und ebenso eine Zerlegung Z” mit inf, O(f;Z) + £

2 2
O(f; Z"). Fiir eine beliebige gemeinsame Verfeinerung Z von Z’ und Z” folgt dann aber

O(f:2) = U(f:2) S O(f: 2") = U(f: ) < inf O(f: 2) + 5 — (supU(f: 2) = 5) ==,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass inf; O(f; Z) = sup, U(f; Z) gilt, weil
f RIEMANN-integrierbar ist.

Nehmen wir nun an, zu jedem e > 0 existiert eine Zerlegung Z von [a, b] mit O(f; Z) —
U(f; Z) < e. Dann existiert insbesondere fiir jedes n € N eine Zerlegung Z,, mit O(f; Z,)—
U(f; Z,) < =. damit folgt aber

0 <infO(f; Z) —supU(f; 2) < O(f; Z) = U(f; Zn) <
Z
Damit folgt aber direkt inf, O(f; Z)—sup, U(f; Z) = 0, also ist f RIEMANN-integrierbar.

q.e.d.

Beispiel 9.8. Sei b > 0 beliebig und betrachten wir die Funktion
f:00,b] =R, o+ 2°.

Fiir n € N betrachten wir die Zerlegung Z,, = (§ = 0,&1 = b/n,....&§ = bj/n,....§ = b)
von [0, b]. Dann gilt, weil die Funktion f auf dem Intervall [0, b] streng monoton wachsend
ist,

g §]+1

n—1 b 1 b . )
Z SIS [Esup }f Z Eiv1 — &) (&) = - ( U+ 1))
j=0 j=0 -

P~ , bUnn+1)2n+1)
—E;J Rl R —
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Analog ergibt sich

n—1 n—1 N\ 2
U(f:70) =S (61— &) inf = Z@H 6)7(E) =+ (b—]>
=0 :

fj §J+1]

3n1

n(n — 1)(2n— 1)
Zj 6 )

Nach den Grenzwertsitzen [6.8] folgt somit
. b’
Jim O(f; Zy) = lim U(f; Zn) = 5

Insbesondere gibt es somit zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z = Z, mit O(f;Z,) —
U(f;Z,) < e. Die Funktion f ist also auf [0, b] RIEMANN-integrierbar und es gilt

b 3
/ de—b.
0 3

Wir kénnen mit Lemma[9.7] einige einfache Eigenschaften des RIEMANN-Integrals her-
leiten.

Satz 9.9. Seien f,g : [a,b] — R RIEMANN-integrierbar. Dann ist Folgendes rich-
tig.

(1) Fir alle a, 8 € R ist af + fg RIEMANN-integrierbar und es gilt

/ab(af + B9)(z)dx = oz/ab f(z)dx + 5/abg(:1:)dx

(13) Die Funktion |f| ist RIEMANN-integrierbar und es gilt die Dreiecksunglei-

chung fiir Integrale,
b b
[ #aya] < [ 1f@)as

(i13) Gilt f(x) < g(z) fir alle x € [a,b], so folgt auch

/abf(:v)dx < /abg(x)dx.

(iv) Fira <c<b gilt

/a ’ Ha)de = / " fla)de + / )

Beweis.
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(1) Fiir eine beliebige Zerlegung Z von [a, b] gilt offenbar
Oaf + Bg;Z) = aO(f; Z) + 80(g; Z),

entsprechendes gilt auch fiir die Untersummen. Damit folgt aber direkt die Behaup-
tung.

(i1) Seie > 0und Z = (&, ...,&,) eine Zerlegung von [a,b], so dass O(f; Z2)-U(f; Z) < ¢
gilt. Wir betrachten dann die Funktionen

fii]a,b > R, z— {g(x)

und

—f(z) [flz) <0
0 f(xz) >0.
Dann gilt nach Konstruktion f = f, — f_ und |f| = f+ + f-.
Auf jedem Teilintervall [¢;,&;41] gilt dann aber

f-la,b] = R, x»—>{

sup fy— inf fL < sup f— inf f
[€5:&5+1] [€5:8541] [£5:€5+1] [65,&5+1]

(warum?), also folgt
O(f+:2) —U(f+:2) <O(f;2) = U(f: Z) <,

also ist f; nach Lemma[9.7] RIEMANN-integrierbar. Analog zeigt man auch, dass f_
RIEMANN-integrierbar ist. Mit (¢) folgt damit auch, dass |f| RIEMANN-integrierbar

ist und wir haben
b b b
| r@e = [ @l = | [ s

(1v) Seie > 0.Ist dann Z = (&, ..., &,) eine Zerlegung von [a,c] mit O(f; Z2)—U(f; Z) <
e/2und 7' = (&, ...,£,) eine Zerlegung von [c, b] mit O(f; Z")—U(f; Z") < £/2, dann
ist 2" = (&, ...&, = & = ¢, ...&},) eine Zerlegung von [a, b] mit O(f; Z")—U(f; Z") <
e. Es gilt dann

/ab |f(z)|de = /ab f+(:):)d:c+/ab fo(z)dz >

(17i) Klar aus der Definition.

O(f;2")=0(f;Z)+O(f;2") wd U(f;2")=U(f;2)+U(f; Z").

Fiir € \, 0 konvergieren O(f; Z) und U(f; Z) beide gegen [T f(x)dz und O(f;Z')
und U(f; Z’) beide gegen fcb f(z)dz. Da auch O(f;Z") und U(f;Z") beide gegen
fab f(z)dz konvergieren, folgt die Behauptung.
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q.e.d.

Wir haben in Beispiel ein Beispiel fiir eine integrierbare Funktion gesehen. Wir
wollen nun fiir eine ganze Klasse von Funktionen zeigen, dass sie integrierbar sind. Dazu
benoétigen wir einen neuen Begriff, den wir bereits in Bemerkung angedeutet haben.

Definition 9.10. Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Dann heifit f
gleichméfig stetig auf D, falls fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir
alle x,y € D mit |z — y| < § die Abschitzung |f(z) — f(y)| < e folgt:

Ve>030>0Vz,ye D, |z —y|<d : |f(z)— fly)]| <e.

Diese Definition erinnert natiirlich sehr an die Definition von stetigen Funktionen in
Definition [7.1] Der wesentliche Unterschied beider Konzepte besteht darin, dass § bei
stetigen Funktionen sowohl von ¢ als auch vom gew&hlten Punkt x, abh&ngen kann,
wahrend fiir gleichméBig stetige Funktionen ¢ nur von ¢ abhéngt.

Offenbar sind alle gleichméafig stetigen Funktionen insbesondere stetig. Umgekehrt gilt
folgender Satz.

[ Satz 9.11. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f auch gleichmdfig stetig. ]

Beweis. Nehmen wir an, f wére nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein g > 0, so
dass fiir alle § > 0 x,y € D existieren, so dass zwar [x — y| < ¢, aber |f(z) — f(y)| > eo
gilt. Insbesondere findet man fiir n € N und ¢ = % solche x,,y, € D mit |z, — y,| < %
Da die so konstruierte Folge (z,), beschrénkt ist, besitzt sie nach dem Satz von
BoOLZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge (x,, )i, deren Grenzwert wir x
nennen. Dieser Grenzwert liegt wieder im Intervall [a,b], also folgt wegen der Stetigkeit
von f auch limy o f(xn,) = f(xo). Wegen |z, — yn,| < nik folgt auch limy_,o0 Yn, = o,
also wie zuvor auch limy_,o f(yn,) = f(20). Damit muss es aber ein K € N geben, so dass

| (@n) = S (yni)] < 0

gilt. Das ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass f nicht gleichméfig stetig
ist.
q.e.d.

Bemerkung 9.12. Es ist in Satz notwendig, stetige Funktionen auf einem be-
schriankten, abgeschlossenen Intervall zu betrachten (fiir spater: das ,,Zauberwort* lautet
kompakt), ansonsten ist der Satz falsch! Etwa die Funktion

f:[0,00) = R, x> 27
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ist zwar stetig, aber NICHT gleichméfig stetig.

Hiermit kénnen wir nun folgenden Satz beweisen.

Satz 9.13. Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist RIEMANN-integrierbar.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Satz Wissen wir, dass f auf [a, b] gleichmiBig stetig ist, also
existiert ein 0 > 0, so dass fir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < § die Abschétzung|f(x) —
f(y)] < e folgt. Sei dann n € N mit =2 < 4.

Wir definieren die Zerlegung Z = (&, ...,&,) mit §; = a + (b — a)%, j=0,...,n. Dann
gilt &1 — & = 2 und da fiir alle z,y € [&;, §41] |2 — y| < B2 < 6 gilt, folgt auch

sup f— inf f= max f— min f <e¢,
[€5,6511] €585+ [€5:65+1] [€5:65+1]

wobei wir fiir die erste Gleichheit den Satz von WEIERSTRASS verwendet haben. Es
gilt also

—_

n—

O 2) = U(5:2) = Y61 =) s f= inf )<Y "= Ce=(b-a)

[£J’§7+1] [§J7£]+1] ]:0

<
I
o

Nach Lemma [9.7] folgt also, dass f wie behauptet auf [a, b] RIEMANN-integrierbar ist.
q.e.d.

Bemerkung 9.14. (i) Hétten wir im Beweis oben § so gewéhlt, dass |f(y) — f(x)] <
7 gilt, hitten wir am Ende O(f; Z) — U(f; Z) < € herausbekommen.

(24) Man kann den Beweis ein wenig abéandern und so zeigen, dass Funktionen f : [a, b] —
R, die mit Ausnahme von endlich vielen Stellen auf [a, b] stetig sind, ebenfalls RiE-
MANN-integrierbar sind. Tatséchlich kann man sogar (etwa abzdhlbar) unendlich vie-
le Unstetigkeitsstellen zulassen, was aber deutlich schwieriger einzusehen ist (Stich-
wort LEBESGUE-Kriterium).

9.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

In diesem Abschnitt kommen wir zum Hohepunkt des zweiten Teils der Vorlesung, dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Dieser erlaubt es, Integrale auf recht
elegante Weise zu berechnen und zeigt, dass, wie schon zu Beginn von 77 erwéhnt, Integrie-
ren und Differenzieren Umkehrungen voneinander sind, obwohl dies aus der geometrischen
oder formalen Definition keineswegs offensichtlich ist.
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Bevor wir zu diesem Hauptsatz kommen, ben6tigen wir noch ein weiteres Resultat, das
auch in anderen Kontexten niitzlich ist. Geometrisch wird der Satz durch Abbildung [9.2
veranschaulicht: Es gibt ein Rechteck iiber dem Intervall [a, b], dessen Kante den Funk-
tionsgraphen einer Funktion f schneidet, dessen (orientierter) Flacheninhalt genau den
gleichen Wert hat, wie die (orientierte) Flache unter dem Funktionsgraphen.

25

Abbildung 9.2: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung: Die grAine Fliche und das rote
Rechteck haben den gleichen Flédcheninhalt.

Satz 9.15 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion. Dann existiert ein £ € |a,b] so dass

/ f(z)dz = (b— a) F(€).

Beweis. Zunéchst wissen wir nach Satz[9.13] dass f RIEMANN-integrierbar ist, dass also

das Integral c := fab f(z)dx existiert.
Da f stetig ist, existieren nach dem Satz von WEIERSTRASS Timins Tmaz € [, b],
wobei wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit ,,;, < T4 annehmen koénnen, in denen

f sein Minimum f(%,5n) = Ymin bzw. Maximum f(Z4z) = Ymae annimmt, d.h. es gilt fiir
alle € [a, 0]

Ymin S f(llf) S Ymaz-
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Nach Satz (i17) folgt daher auch

b b b
(b - a)ymin = / ymzndm S / f(l’)dCE =cC S / ymazdx = (b - a’)ymaaza

also

Ymin S S Ymax-

b—a

Nach dem Zwischenwertsatz existiert nun ein § € [Zpin, Tmae] mit f(§) = =%, also
folgt

(b—a)f(€) =c= / f(2)de

und die Behauptung ist bewiesen.
q.e.d.

Wir fiithren nun einen Begriff ein, der zunéichst mit Integralen noch nichts zu tun hat.

e )

Definition 9.16. Sei f : (a,b) — R eine beliebige Funktion. Eine differenzierbare
Funktion F': (a,b) — R heifit eine Stammfunktion von f, falls fiir alle x € (a, b)

gilt.

Beispiel 9.17. Fir a # —1 und = > 0 sei F(z) = %Ha:a“. Dann gilt F'(z) = x%, also

ist F' eine Stammfunktion von f(z) = z®. Fiir > 0 ist log z eine Stammfunktion von %

Bemerkung 9.18. Stammfunktionen sind bis auf eine Konstante eindeutig, das heifit
sind F, F' beides Stammfunktionen derselben Funktion f, dann gilt fiir alle x

F'(z) — F'(z) =0,

also existiert nach Korollar eine Konstante C' € R mit

F(z)=F(z)+C.

Wir kénnen nun den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung formulieren und
beweisen. Die ersten Beweise gehen auf NEWTON (1666, veroffentlicht 1686) und LEIBNIZ
(1677) bzw. in geometrischer Form GREGORY (1667) zuriick. Der hier vorgestellte Beweis
iiber den Mittelwertsatz stammt im Wesentlichen von CAUCHY.
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Satz 9.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei f:[a,b] = R eine stetige Funktion. Dann gilt Folgendes:

(1) Die Funktion
F :]a,b] - R, a:r—>/ f(t)dt
ist eine Stammfunktion von f auf dem Intervall (a,b).

(17) Sei F eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt

/ f(z)de = F(b) — F(a) = [F(z)]t.

Beweis.

(1) Zunéchst folgt, da f auf jedem Intervall [a, z] (gleichmBig) stetig ist nach Satz|9.13]
dass das Integral fax f(t)dt existiert, so dass F' in der Tat eine wohldefinierte Funk-
tion ist.

Wir wollen zeigen, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Sei dazu zy € (a,b)
beliebig. Fiir A > 0 hinreichend klein betrachten wir dann den Differenzenquotienten

Flao+h) — Flzg) 1 /$O+hf(t)dt.

h h

Zo

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (9.15| existiert dann ein & € (zg, xo +
h), so dass

zo+h
| rwae=nse
zo
gilt, also folgt fiir dieses &

F(xo+ h) — F(xo)
RG]

Fiir h ™\ 0 folgt aber & — x, also folgt wegen der Stetigkeit von f
F(zo+ h) — F(x)

A h = Jl@o).
Analog zeigt man auch
}111;1[1) . = f(o)-

Damit ist F'in xq differenzierbar und es gilt F’(zq) = f(x¢), so dass F' wie behauptet
eine Stammfunktion von F' ist.
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(i7) Nach (i) und Bemerkung ist jede Stammfunktion von f von der Form

Fla) = /If(t)dtJrC

fiir eine Konstante C' € R. Damit folgt aber

F(b) - F(a) = /abf(t)dt +C - (/aaf(t)dt + C) - /abf(t)dt,

wie behauptet.

Beispiel 9.20. 1. Wir wollen die (positive) Fliache zwischen dem Graphen zur Funk-
tion f mit f(x) = 1 —2? berechnen. Man sieht leicht, dass f genau in 41 Nullstellen
hat und im Intervall (—1,1) positiv ist, d.h. wir wollen

/_ 11 F@)de

berechnen. Wie man leicht nachrechnet, ist F'(z) = z — 32° eine Stammfunktion

von f, also gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung(9.19

frereebeg] - 0-5)-(- )3

2. Mit dem Hauptsatz lasst sich auch die Flache zwischen zwei Kurven bestimmen:

Die Graphen der Sinus- und Cosinus-Funktion schneiden sich in @ = 7 und b = %’r,
wobei dort sin(z) > cos(z) gilt (siehe Abbildung [9.3)). Diese Fléche ist gegeben
durch

Ly

/; " sin(z) — cos(x)da.

Da F(xz) = —sin(z) — cos(x) eine Stammfunktion von sin(z) — cos(x) ist, wie man
leicht nachrechnet, erhélt man fiir die gesuchte Fliche den Wert

Ut

™

/4 sin(x) — cos(x)dx = [—sin(z) — Cos(:zc)];fr

™

I
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Abbildung 9.3: Fliche zwischen Sinus und Cosinus

Motiviert durch den Hauptsatz fithren wir noch folgende Notation ein.

Definition 9.21. Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R bezeichnet das unbe-
stimmte Integral
/ f(z)dx

die Menge aller Stammfunktionen von f.

Bemerkung 9.22. Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt gem&fl Bemerkung [9.18
/f(:v)dx: {F+c:ceR}.
Abkiirzend schreiben wir dafiir auch
/f(z')dx = F(x)+c,

wobei ¢ hier fiir eine unbestimmte Integrationskonstante steht.
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9.3 Integrationstechniken

Wir wollen uns in diesem Abschnitt noch mit einigen Techniken befassen, wie man zu
einer gegebenen Funktion eine Stammfunktion bestimmen kann. Bisher haben wir diese
immer mehr oder minder geraten. Da laut dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung Differenzieren und Integrieren Umkehrungen voneinander sind, konnen wir aus
den Ableitungsregeln in Sitze [8.9 and gewisse Integrationsregeln ableiten.

Satz 9.23 (Partielle Integration). Seienu,v : [a,b] — R stetig differenzierbard’]
Funktionen. Dann gilt

Ebenso gilt fir das unbestimmte Integral

/u(:c)v’(x)dx = u(z)v(zr) — /u’(x)v(x)dx(+c).

?Stetig differenzierbare Funktionen sind solche differenzierbaren Funktionen, deren Ableitung
zumindest stetig ist (das muss i.A. nicht der Fall sein)

Beweis. Nach der Produktregel (Satz|8.9|(i7)) ist u-v eine Stammfunktion von u'-v+u-v’
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [9.19] gilt also

b b b
[u(x) - v(z))’ = / ' (z)v(z) + u(z)v (x)de = / o' (z)v(z)dz +/ w(z)v'(z)dz.

Direktes Umarrangieren liefert die Behauptung.
q.e.d.

Zunéchst sieht die Formel fiir die partielle Integration nicht sehr hilfreich aus, da man
lediglich ein Integral durch ein anderes ausdriickt. Dieses kann aber mitunter leichter zu

bestimmen sein, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 9.24. 1. Wir wollen eine Stammfunktion zu

f(z) = zexp(x)

bestimmen. Dazu verwenden wir partielle Integration. Setzen wir u(z) = = und
v'(z) = exp(z), so kénnen wir v = exp(z) wihlen und finden u'(z) = 1, also folgt
nach Satz [0.23

/$exp(:v)d:n = zexp(x) — / 1-exp(z)de = (x — 1) exp(x) + c.
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2. Mit einem kleinen Trick konnen wir partielle Integration verwenden, um fiir x > 0
eine Stammfunktion fiir log(x) zu finden. Schreiben wir

/ log(z)dz = / 1 - log(z)dz,

und setzen wir in Satz u(z) = log(z) und v'(z) = 1, so kénnen wir v(z) = x
wiahlen und finden

/log(x)dx = rlog(z) — /x log'(x)dx = zlogx — / lde = xlogz —x + c.

3. Wir wollen das Integral
/2
I= / cos?(z)dx
0

berechnen. Mit u(x) = cos(z) und v'(x) = cos(x), sprich u/(z) = —sin(z) und
v(x) = sin(z) liefert partielle Integration

/2 /2
I = [cos(z) sin(z)]7/* — /0 sin(z)(—sin(z))dz = 0 + /0 sin?(z)dz
— /ﬂ/2 1 — cos?(z)dz = [a:]g/Q -1,

wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaften des RIEMANN-Integrals aus Satz
(i) verwendet haben. Es folgt also 2] = 7 und somit

/2
/ cos?(z)dx = T
0 4

Wir lernen nun zwei weitere Integrationstechniken kennen, die sich beide aus der Ket-
tenregel (Satz [8.13) ableiten lassen. Beide sind unter dem Namen Substitutionsregel
bekannt.

Satz 9.25 (1. Substitutionsregel). Seien f : [a,b] — J und g : J — R stetig
differenzierbar. Dann gilt

b f(b)
/ o(5(@)) f(@)dz = /f 9y

Ist G eine Stammfunktion von g, so gilt
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Beweis. Nach der Kettenregel (Satz(8.13) gilt

(G(f(2) =G (f(@)f'(z) = g(f(2) f'(z),
also folgt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f(b)

Bemerkung 9.26. Bei der Anwendung der Substitutionsregel kann es vorkommen, dass
fir die Integrationsgrenzen auf der rechten Seite f(a) > f(b) gilt, was wir in der ur-
spriinglichen Definition des Integrals nicht vorgesehen hatten. Wir vereinbaren hierzu die
allgemeine Regel (die mit allem bisher gezeigten, insbesondere dem Hauptsatz) konsistent

ist, dass stets
b a
dr = — d
[ 1@z == [ oy

Einen recht offensichtlichen, aber wichtigen Spezialfall formulieren wir separat als Ko-
rollar.

gilt.

Korollar 9.27 (Logarithmische Integration). Sei f : [a,b] — (0,00) stetig dif-
ferenzierbar. Dann gilt

bf’(x) — 1o NP
| S = s,

und

(@) =lo at c
[ Ftan = os( @) +

Beispiel 9.28. 1. Seien a, f € R, a # 0, beliebig und f : [a,b] — R stetig. Ist dann
F' eine Stammfunktion von f, so gilt nach der Substitutionsregel

[ ez oytz =2 [ aftar+ 9)ds = 2 Flaz+9) +e.

Diese Regel nennt man auch gelegentlich lineare Substitution.
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2. Betrachten wir das Integral
2
/ x exp(—a?)dz.
0

Da x = —%(—xQ)’ gilt, kénnen wir dieses Integral nach der Substitutionsregel

(Satz (9.25)) schreiben als

1

2 —22 1 1
/ zexp(—a?)dz = —5/ exp(y)dy = —a[exp(y)]a4 = 5(1 —e ) ~ 0.490842...
0 —02

Héufig benétigt man folgende Variante der Substitutionsregel, bei der man gewisser-
mafen selbst eine geeignete Funktion finden muss, mit der man substituiert.

s ~

Satz 9.29 (2. Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar und
g : [c,d] — [a,b] stetig differenzierbar und bijektiv mit Umkehrfunktion g~ : [a, b] —
[e,d]. Dann gilt

b g71(b)
[ twae= [ " standmar

a)

Beweis. Folgt sofort aus der 1. Substitutionsregel.
q.e.d.

Beispiel 9.30. Wir wollen mit Hilfe der Integralrechnung die Fléche eines Kreises mit
Radius r > 0 bestimmen. Dazu betrachten wir die Funktion

f:00,r] = R, 2 — Vr2 — a2

Da ein Kreis mit Radius » um den Koordinatenursprung genau die Menge aller Punkte

(x,y) ist, die der Gleichung

$2+y2:7"2

geniigen, beschreibt der Graph der Funktion f genau einen Viertelkreis im ersten Qua-
dranten (siche Abbildung|9.4)) Die Funktion

g: [O, g} — [0,7], t > rsin(¢)

ist nun bijektiv mit Umkehrabbildung x + arcsin(z/r) und ist stetig differenzierbar. Nach
der 2. Substitutionsregel finden wir also

arcsin(r/r)

/OT Vi? —atde = /a V12 — (rsin(t))2(rsin(t))'dt

resin(0/7)
w/2 /2
= 7“2/ \/1 — sin®(t) cos(t)dt = 7“2/ cos?(t)dt.
0 0
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Abbildung 9.4: Graph der Funktion f(z) = v/7? — 22

Das letzte Integral haben wir bereits in Beispiel (7i7) bestimmt, womit sich, wie
erwartet,

/ Vr?2 —x2dr = 7“2%
0

ergibt.

Speziell fiir rationale Funktionen wollen wir zum Schluss noch eine Methode vorstellen,
die in diesem Sinne zwar keine Integrationstechnik ist, aber u.a. bei der Integration ratio-
naler Funktionen, aber nicht nur dort, Anwendung findet, die Partialbruchzerlegung.
Wir verzichten darauf, einen allgemeinen Satz hierzu zu formulieren, sondern illustrieren
das Verfahren an einem Beispiel.

Beispiel 9.31. Wir betrachten die Funktion

20+ 3

f:(4,00) >R, 2 — CESNCE

Wir wollen auf dem angegebenen Intervall eine Stammfunktion von f finden. Dazu machen
wir den Ansatz, dass wir f(x) schreiben kénnen als

A B Alx —4)+ Bz + 1)

f<x)::p—|—1+x—4: (x+1)(z—4) ()

fir reelle Zahlen A, B € R. Damit diese Gleichung erfiillt ist, muss A(zx —4) + B(x+1) =
22 + 3 gelten, und zwar fiir alle x. Setzen wir x = —1 ein (so dass B auf der linken Seite
verschwindet), so ergibt sich

—5A=2-(=1)+3=1,

also A = —1. Setzen wir # = 4 ein (so dass A auf der rechten Seite verschwindet), so
ergibt sich
5B=2-4+3=11,
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also B = % Das bedeutet, dass A = —% und B = % die einzigen moglichen Wahlen
fir A und B sind, so dass (*) erfiillt ist. Direktes Nachrechnen bestétigt, dass dies auch
tatsiichlich fiir alle z der Fall ist[l]

Da fiir x > 4 sowohl z — 4 als auch x 4+ 1 positiv sind, finden wir mittels linearer
Substitution

2z 11 1
/ o 1)2—x3— 7 dz = 5 log(z — 4) — R log(z +1) + c.
Bemerkung 9.32. Das in Beispiel illustrierte Verfahren funktioniert genau so fiir
alle rationalen Funktionen, deren Nennerpolynom iiber R in verschiedene Linearfaktoren
zerfallt, das sich also in der Form (z — ;) --- (z — ) mit a; # a; fiir @ # j schreiben
lasst.

Es lasst sich auch in einer etwas erweiterten Variante anwenden, wenn es quadratische
Faktoren ohne (reelle) Nullstelle gibt. Hierzu muss man dann ein lineares Gleichungssy-
stem l6sen, womit wir uns in Kapitel [L0| beschéftigen wollen.

Beispiel 9.33. Fiir die rationale Funktion f(z) = (mff)(% findet man die Partial-
bruchzerlegung
2 T 2
f(x)_x—l _"15‘2—1—14—x2—i-17

indem man einen dhnlichen Ansatz wie in Beispiel wahlt und

a +bx—|—c_a(x2+1)+(bx+c)(m—1) _(a+b)z*+ (=b+c)z+ (a+c)
r—1 2241 (x —1)(22+1) B (x —1)(22+1)

fx) =

schreibt. Vergleicht man die Koeffizienten des Zahlerpolynoms, erhélt man die folgenden
Gleichungen,
a +b = 1
b +c =
a —c = 0.

Lost man diese (siehe Kapitel , so ergibt sich a = 2, b = —1 und ¢ = 2, und damit die
behauptete Partialbruchzerlegung.

Fiir z > 1 finden wir also mithilfe von logarithmischer Integration und der aus Bei-
spiel bekannten Tatsache, dass arctan(x) eine Stammfunktion von ﬁ ist, fiir x > 1
die folgende Stammfunktion von f,

2
1
/ (z _xl)—l(-x?;x+ 1>d95 = 2log(z — 1) — 3 log(x® + 1) + 2arctan(z) + c.

IMan kann mit linearer Algebra (siehe Teﬂ zeigen, dass es solche A und B im Allgemeinen immer
geben muss. Damit weil man auch ohne Nachrechnen, dass diese beiden Kandidaten tatséchlich die
Losung sein miissen.
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Kapitel 10

Lineare Gleichungssysteme

Die Lineare Algebra zdhlt zu den absoluten Grundlagen der gesamten weiterfithrenden
Mathematik. So gut wie keine weiterfithrende Mathematik-Veranstaltung kommt ohne sie
aus. Auch etwa im Bereich der Informatik benotigt man héufig z.B. Matrizen, um gewisse
Vorginge zu modellieren (Computergraphik, Optimierungsprobleme,...).

Die Motivation fiir Lineare Algebra, die FEigenschaften von algebraischen Strukturen
namens Vektorrdumen untersucht, ist das Losen linearer Gleichungssysteme. Mit diesen
wollen wir uns zunéchst in diesem Kapitel beschéftigen und mit dem GAUSs-Algorithmus
ein systematisches Verfahren fiir ihre Losung kennenlernen.

10.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Viele Probleme in der Mathematik kénnen auf das Losen linearer Gleichungssysteme
reduziert werden, etwa geometrische Fragen wie die Frage nach dem Schnittpunkt zweier
Geraden oder Ebenen im Raum, der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen (vgl.
Bemerkung and Beispiel [9.33)), Losen von Differentialgleichungen, u.v.a.m.

Definition 10.1. Ein lineares Gleichungssystem mit Unbekannten z, ..., z,
ist eine Sammlung von Gleichungen der Form

a11Tq +6L17QZL'2 +... +a1,nxn = b1
a1 +(I272$2 +... +a2’n$n = bz
A 1T1 FAmaTe +... FOpmaTn = by,

wobei fiir 1 <7 <mund 1 < j <n a;; bzw. b; irgendwelche reellen Zahlen seien.
Die Zahlen a; ; heiflen dabei die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems.

\. J

Zunéchst um Schreibarbeit zu sparen (aber wie sich spéter zeigen wird, nicht nur
dazu), fithren wir folgende kompaktere Darstellung eines linearen Gleichungssystems ein.

183
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Definition 10.2. Fiir ein lineares Gleichungssystem wie in Definition [10.1| nennen

WI1r
Q1,1 Q12 ... Q1n
Q21 Q22 ... Q2n
A= i
m,1 Gm2 -~ Amn

die zugehorige Koeffizientenmatrix,

by

by

b:= )

B

seine rechte Seite und
ai i 12 ... Q1n b1
az Q292 ... QA2n b2
(A[b) :== :

A1 Gm2 oo Gy | D

seine erweiterte Koeffizientenmatrix(@d

“Der Strich hat keine mathematische Bedeutung und dient nur der Ubersichtlichkeit.

Beispiel 10.3. In Beispiel hatten wir bereits (dort mit anderen Namen fiir die Va-
riablen) das Gleichungssystem

Tr1 +x9 = 1
—Ty +T3 =
T —T3 = 0.

hergeleitet. Als Koeffizientenmatrix erhalten wir daher

1 1 0
A=10 -1 1 |,
1 0 -1
die erweiterte Koeffizientenmatrix ist
1 1 011
(Alp)={ 0 -1 1
1 0 —-110

Allgemeiner haben wir folgende Definition.
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Definition 10.4. Ein rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten

11 a2 ... Q1n

@21 Q22 ... Q2n
A=

A1 am,g am,n

nennen wir eine m x n-Matrix. Die Menge aller m x n-Matrizen bezeichnen wir
mit R™*™,
U1
Eine Matrix v = : € R™! =: R™ mit nur einer Spalte, nennen wir auch
Um
einen (Spalten-)Vektor, eine Matrix z = (21, ..., 2,) € R™™ mit nur einer Zeile,
nennen wir einen Zeilenvektor.

Wir definieren einige spezielle Arten von Matrizen anhand ihres Formats bzw. ihrer
FEintrage.

Definition 10.5. Sei A € R™*" eine Matrix mit Eintragen a; ;.

(1) Gilt m = n, so nennen wir A eine quadratische Matrix.

1) Gilt a;; = 0 fir alle ¢ = 1,...,m und j = 1,..,n, so nennen wir A eine
g J
Nullmatrix.
(17) Ist A quadratisch und gilt a;; = O fiir alle ¢ # j, so nennen wir A eine

Diagonalmatrix. Gilt speziell

1 =
Q; 5 =5i,j = Z j
0 @7

(man nennt ¢; ; auch das KRONECKER-Delta), so nennt man A die n x n-

Einheitsmatrix und schreibt A = 1,,.

(iv) Eine quadratische Matrix heifit obere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir
alle 7 > j gilt. Gilt stattdessen a;; = 0 fiir ¢ < j, so heifit A eine untere
Dreiecksmatrix.

Hat die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems nun eine bestimmte
Form, ist es sehr leicht, die Losung abzulesen.

Bemerkung 10.6. Sei A € R™*" die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssy-
stems mit rechter Seite b € R™*1,
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Gilt A = I,,, so liest man die Losung sofort ab, namlich z; = b; fiir ¢ = 1, ..., n. Offenbar
gibt es keine weiteren Losungen.

Ist allgemeiner A eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintréage a;;, i = 1,...,n alle # 0
sind, so erhélt man offenbar wieder direkt eine eindeutige Losung, ndmlich z; = ab Ist
jedoch ein Diagonaleintrag a;; = 0 und b; # 0, so gibt es keine Losung, denn die i-te
Gleichung liest sich dann als Ox; = b;, was fiir b; # 0 niemals stimmen kann. Ist dann aber
b; = 0, so kann z; jeden beliebigen Wert annehmen und die Gleichung ist erfiillt.

Ist noch allgemeiner A eine obere Dreiecksmatrix, so lassen sich mit etwas mehr Miihe
die Losungen sukzessive bestimmen. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass jeder der
Diagonaleintréige a;; # 0 erfiillt. Dann erhalten wir aus der n-ten Gleichung a,, ,,,, = by,
also muss x,, = al;"n gelten. Diesen Wert konnen wir dann in allen anderen Gleichungen fiir
., einsetzen und auf die rechte Seite bringen. So erhalten wir ein neues Gleichungssystem,
dessen Koeffizientenmatrix noch immer eine obere Dreiecksmatrix ist, aber mit nur noch
n — 1 Unbekannten. Wir konnen also genau so wie zuvor z,_; direkt bestimmen, in alle

Gleichungen einsetzen und so fortfahren, bis alle Unbekannten bestimmt sind.

Beispiel 10.7. Betrachten wir das lineare Gleichungssystem

2$1 —XT2 +x3 = 2
Ty —3x3 = 0
313 = —0.
Die Koeffizientenmatrix A ist dann
2 —1 1
A=10 1 =3
0 O 3

eine obere Dreiecksmatrix. Wie in Bemerkung bestimmmen wir nun sukzessive die
Losungen der einzelnen Unbekannten und setzen diese in die iibrigen Gleichungen ein.

Aus der 3. Gleichung erhalten wir direkt z3 = —6/3 = —2. Setzen wir dies in die
ersten beiden Gleichungen ein, so erhalten wir

2.’13‘1 —X2 -2 = 2

) +6 = 0 ’
also in Standardform
233'1 —Xy = 4
) —6 '
Wir sehen also direkt, das xy = —6 gelten muss. Setzen wir dies wieder in die erste
Gleichung ein, so ergibt sich
21’1 + 6= 4,
also xr1 = —1. Es bietet sich an, die Losung auch wieder in Form eines Spaltenvektors

anzugeben. Wir erhalten also als Losung genau den Vektor

T —1



KAPITEL 10. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 187

Spéter wird uns die folgende Definition erneut in allgemeinerer Form begegnen.

Definition 10.8. Fiir eine Matrix A € R™*" mit Eintrdgen a,; und einen Spal-
tenvektor z € R™*! mit Eintrégen z; definieren wir das Matrix-Vektor-Produkt

als
(%1

n
Acx=|: | eR™ mity = E GIRE
j=1

Um

\.

Bemerkung 10.9. Ist A die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems mit
rechter Seite b € R™*! und fasst man in Definition x1, ..., T, als Variablen auf, 1asst
sich das entsprechende Gleichungssystem kompakter als

A-z=b

schreiben.

7

Definition 10.10. Sei A € R™*"™ die Koeflizientenmatrix eines linearen Glei-
chungssystems mit rechter Seite b. Unter

Los(A|b) == {v e R 1 A.v=0b}

verstehen wir die Losungsmenge des Gleichungssystems.

10.2 Der GAuss-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems sy-
stematisch bestimmen. Wie wir gesehen haben, ist es fiir bestimmte lineare Gleichungs-
systeme sehr einfach, die Losungsmenge abzulesen. Die Idee ist daher, ein beliebiges Glei-
chungssystem in ein dquivalentes (d.h. eines mit derselben Losungsmenge) umzuformen,
so dass man die Losungen leicht bestimmen kann. Statt von linearen Gleichungssystemen
sprechen wir hier meist von erweiterten Koeffizientenmatrizen.

Dazu haben wir folgende Beobachtung.

Lemma 10.11. Die folgenden Operationen dndern die Losungsmenge eines Glei-
chungssystems (A|b) nicht:

(i) Vertauschen von zwei Zeilen i,j (Bezeichnung: P(i,7)).
(17) Multiplikation der i-ten Zeile mit o € R\ {0} (Bezeichnung: M (i, a))

(13i) Fiir beliebiges o € R zur i-ten Zeile das a-fache der j-ten Zeile addieren
(Bezeichnung: A(i, j,a)).
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Beweis. Es kommt sicherlich nicht auf die Reihenfolge der Gleichungen an, also ist klar,
dass die Operationen P(i,7) die Losungsmenge nicht dndern.

Wir schreiben im Folgenden T (Ab) fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssystem, auf das wir aus der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) erhalten,
indem wir die elementare Zeilenoperation 1" darauf anwenden.

(%1
Istv=| : | € Los(A|b). Dann gilt insbesondere die Gleichung a; 1v1+...4a; v, = b;.
Un
Diese kann man mit o # 0 multiplizieren und erhélt die dquivalente Gleichung aa; v +
...+aa; v, = ab;. Da alle iibrigen Gleichungen unveréndert sind, folgt also auch, dass v €
Los(M (i, o) % (A]b)) gilt. Offenbar ist die Operation M (i, ) umkehrbar mit Umkehrung
M(i,a™1), also kann man genauso argumentieren, dass v € Los(M (i, «)(A|b)) auch in
Los(Alb) = Los(M(i,a™t) * M(i,a)(A[b)) enthalten ist, also sind die Loésungsmengen
gleich.

Mit im Wesentlichen derselben Idee, aber etwas mehr Notation beweist man auch die
dritte Behauptung.

q.e.d.

Da sie im weiteren Verlauf wichtig sind, geben wir diesen Transformationen einen
Namen.

Definition 10.12. Die Umformungen in Lemma [10.11] nennen wir elementare
Zeilenoperationen.

Beispiel 10.13. Betrachten wir die erweiterte Koeffizientenmatrix

(Afb) =

— = O

— O
|

O = =

O W =

die wir in Beispiel aus dem linearen Gleichungssystem in Beispiel erhalten hatten.
Wir fithren sukzessive die angedeuteten Operationen aus Lemma [10.11] aus:

(O R T N oo 1\ ., (1 1 0|1
0 -1 103 &Y o =1 1| 3|& Yo -1 1] 3
1 0 —1l0 0 -1 —1]|-1 0 0 —2|-4
1oy Loty /110]1
G20 -1 13 | o =1 0|1 | M™&EY [ 01 0]-1
0 0 12 0 0 1|2 00 1| 2
{100 2
W2 0 1 0] -1
00 1| 2
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Wir haben damit unser urspriingliches System in ein anderes iiberfiihrt, bei dem wir die
Losungsmenge sofort ablesen konnen. Es gilt also

2
Los(Alb) = —1 :
2

wie wir auch schon zuvor behauptet hatten (vgl. Beispiel [9.33)).

GAUSS war einer der ersten, der erkannte, dass die drei Operationen in Lemma [10.11
fiir jede Matrix ausreichen, um systematisch die Lésungsmenge des zugehorigen linea-
ren Gleichungssystems zu bestimmen. Im Allgemeinen ist die Situation allerdings etwas
komplizierter als das letzte Beispiel suggerieren konnte. Es ist nicht immer moglich, eine
erweiterte Koeffizientenmatrix so zu transformieren, dass die linke Seite zur Einheitsma-
trix wird. Wie wir sehen werden lésst sich allerdings immer eine Form erreichen, die die
Dreiecksmatrizen verallgemeinert.

Definition 10.14. Sei A € R™*" eine Matrix mit Eintrégen a; ;. Wir sagen, dass
A in Zeilenstufenform ist, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Alle Nullzeilen von A (d.h. Zeilen, in denen alle Eintrége 0 sind) befinden sich
am unteren Rand der Matrix: Ist k£ € {1,...,m} so, dass fiir alle j € {1,...,n}
ar; = 0 gilt, so gilt fiir alle ¢ > k und j € {1,...,n} ebenfalls a; ; = 0.

(74) In jeder Zeile, die keine Nullzeile ist, befindet sich der erste Eintrag # 0 rechts
von den ersten Eintrégen # 0 in den Zeilen dariiber: Ist in Zeile k£ j minimal, so
dass a ; # 0 gilt, so hat fiir alle ¢ < k der erste Eintrag # 0 einen Spaltenindex
<J.

Den ersten Eintrag # 0 in jeder Zeile nennt man dann ein Pivot-Element bzw.
eine Stufe.

Die Matrix A ist in strikter oder reduzierter Zeilenstufenform, falls A in Zeilen-
stufenform ist und zusétzlich fiir jedes Pivot-Element a;; = 1, so wie a;; = ... =
Ai—1,5 = 0 gllt

Bemerkung 10.15. Représentieren wir beliebige Eintrédge in einer Matrix durch das
Symbol % und Eintrége, die sicher nicht 0 und sonst beliebig sind, mit +, so sieht eine
Matrix in Zeilenstufenform schematisch wie folgt aus:

0 0 |+ * .. *x x =
0 .. 00 0 .. 0|t *
0 . 0 0 0 .. 00 0 o |+ .o x
0 0 0 0
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Eine schematische Darstellung einer Matrix in strikter Zeilenstufenform wire entspre-
chend
0 ... 0 | x 0 % ... 0

1 % ..
0O .. 000 ..01|L = ..0

0 ... 0

00 ..00 0 ... 1 .=
0 .. 0 0 .. .0
0 .. 0 0 .. . 0

Ist die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) mit A € R™*™ und b € R™*! eines linearen
Gleichungssystems in strikter Zeilenstufenform, so lassen sich die Losungen direkt ablesen.
Bevor wir dies genauer untersuchen, beschreiben wir noch eine Kurzschreibweise, deren
Bedeutung wir im néchsten Kapitel genauer untersuchen wollen.

Definition 10.16. Seien v, w € R™! zwei Spaltenvektoren mit Eintrigen v;, w;,
j=1,...,nund A € R. Wir definieren die Summe von v und w als

V1 + Wy

(%) —+ Wo

v+ w =

Up + Wy
und das skalare Vielfache als

/\Ul

AV

AU = ) ?
AUy,

Hiermit konnen wir nun die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems in strikter
Zeilenstufenform bestimmen.

Satz 10.17. Sei (A|b) in strikter Zeilenstufenform die erweiterte Koeffizientenma-
triz eines linearen Gleichungssystems, wobei A € R™ ™ und b € R™*! gelten mdge.
Dann gilt:

(i) Gibt es in der letzten Spalte b eine Stufe, so ist Los(Alb) = 0.

(ii) Gibt es in der letzten Spalte keine Stufe, so besitzt das System mindestens eine
U1
Losungv = | : | € R mit v; = b;, falls der Eintrag a;; von A eine Stufe
Un
ist und v; = 0 sonst.
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(111) Sei v die Losung aus (7). Gibt es in der j-ten Spalte von A keine Stufe, so

Uy
definieren wir den Vektor w= | : | durch

Unp,

-1 k=
ur =40 k > j, oder k < j und in Spalte k ist keine Stufe .
a;; ©=k—#{l <k :Spalte { enthdlt keine Stufe}

Dann ist fiir jedes A € R v+ Au eine Losung des Systems. Konstruiert man fiir
alle Spalten ji, ..., jr ohne Stufe einen solchen Vektor w;,, so ist jede Ldsung
des Systems von der Form

U Aty Ajp Uy e A,

Beweis.

(7)

(i)

(iid)

Gibt es in der letzten Spalte b eine Stufe, so entspricht dies einer Gleichung 0 = 1,
die offenbar immer falsch ist. Es kann in diesem Fall also keine Losung geben.

Es gilt fiir den i-ten Eintrag von ¢ := A -v € R™*! nach Definition der Matrix-
Vektor-Multiplikation (Definition [10.8)

n
C; = E CLi’jUj.
=1

Gibt es in Zeile i von A keine Stufe, so muss nach (i) auch b; = 0 gelten, sonst wére
in der letzten Spalte eine Stufe, was wir ausgeschlossen hatten. In diesem Fall ist
aber v; = 0 fiir alle 7 und wir finden ¢; = b; = 0. Gibt es andererseits eine Stufe
in Zeile 7, so gibt es genau eine, sagen wir in Spalte k. Dann gilt nach Definition
vp = b; und v; = 0 fiir j # k, sowie a;; = 1, also folgt

C;, = Z CLZ'J‘U]‘ + ai,kvk - 0 + 1- bz = bz
J#k

Insgesamt folgt also in der Tat A - v = b, so dass v wie behauptet eine Losung des
Gleichungssystems ist.

Wir ergénzen zusétzliche Zeilen zu unserem linearen Gleichungssystem, mit denen
wir den Variablen z;, fiir die in der j-ten Spalte keine Stufe vorliegt, einen freien
Parameter A\; zuordnen. Gibt es in Spalte j keine Stufe, so fiigen wir einen Zeilen-
vektor z = (21, ..., Zn|2ny1) € RV als j-te Zeile ein, so dass z; = —1, 2,01 = Aj
und z; = 0 sonst. Wir erhalten so ein neues (dquivalentes) Gleichungssystem, dessen
Koeffizientenmatrix eine obere Dreiecksmatrix ist, so dass wir die Losungsmenge
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sukzessive bestimmen konnen wie in Bemerkung beschrieben. Dass die Losun-
gen dann wie beschrieben aussehen, verifiziert man etwa durch eine Induktion iiber
die Anzahl der Spalten von A.

q.e.d.

Bemerkung 10.18. Der Beweis geht stillschweigend davon aus, dass es mindestens sovie-
le Spalten wie Zeilen in der Koeffizientenmatrix gibt, denn gibt es mehr Zeilen als Spalten,
folgt aus der Definition der Zeilenstufenform, dass die letzen Zeilen auf jeden Fall nur 0
als Eintrag enthalten konnen. Diese Nullzeilen enthalten aber keine Information iiber die
Losung des Gleichungssystems und kénnen daher ebenso gut ignoriert werden.

Beispiel 10.19. Betrachten wir das System mit erweiterter Koeffizientenmatrix

1 -2 0 4]-1
(AW_(O 0 1 3 2)

Dieses ist in strikter Zeilenstufenform. In der letzten Spalte befindet sich keine Stufe, also
gibt es eine Loésung, ndmlich

In Spalten 2 und 4 von A gibt es keine Stufe, also konstruieren wir mit Hilfe von Satz|[10.17]
die Vektoren

-2 4

Uy = _01 und  uy = g

0 -1

und erhalten so
-1 -2 4
.. 0 -1 0
Los(Alb) = 5 + X9 0 + A\ 3 c A, M ER

0 0 -1

Um den Beweis von Satz (#i1) zu illustrieren, fiigen wir fiir dieses konkrete System
die zusétzlichen Zeilen wie dort beschrieben ein: In der ersten Zeile ist eine Stufe, in der
zweiten aber nicht, also fiigen wir als zweite Zeile (0,—1,0,0]\y) ein. Ebenso existiert
keine Stufe in der 4. Spalte, also fiigen wir als vierte Zeile (0,0,0, —1|\4) ein und erhalten
so die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 -2 0 4)|-1
0 =1 0 0] A
0 01 3| 2
0 00 —=1| N\
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Dieses kénnen wir wieder wie schon in Beispiel [10.13| vereinfachen zu

1 -2 0 4|-1 1 00 4|-1-2)
0 =10 02X |aoz2[0 -10 0 Ao
0 01 3| 2 0 01 3 2
0 00 —1| )\, 0 00 —1 M\
100 4|—1-2) 1 00 4|-1-2)\
M2~ 01 0 0 — Ay A343) 0 -1 0 0 Ao
001 3 2 0 01 0| 2+3\
000 —1 M\ 0 00 —1 M\
1 00 0]-1-2\+4)\ 100 0| —1—2X\+4)\,
Aaae | 0 =1 0 0 Ao | Mme-1)M@a-1 ] 01 0 0 — XAy
“ 1o o1 o 2+ 3\, s 0010 2+ 3\,
0 00 —1 M\ 000 1 4

Die letzte Spalte stimmt nun mit dem Ergebnis {iberein.

Wir konnen nun das Verfahren vorstellen, mit dem man lineare Gleichungssysteme
16sen kann. Grundlage hierfiir ist der folgende Satz.

Satz 10.20 (C. F. Gauss). Jede Matriz A € R™ ™ lisst sich durch elementare
Zeilenoperationen auf strikte Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass wir jede Matrix durch elementare Zeilenoperationen in
strikte Zeilenstufenform iiberfithren konnen. Wir suchen zunéchst den kleinsten Index 7,
so dass die j-te Spalte von A einen Eintrag # 0 enthéihﬂ Gibt es diesen Eintrag nicht, so
ist A die Nullmatrix und diese ist in strikter Zeilenstufenform. Dieser Eintrag sei a; ; # 0.
Indem wir ggf. die Zeilenoperation M (i, a; ]-1) anwenden, konnen wir dafiir sorgen, dass
a;; =1 giltﬂ. Nun tauschen wir ggf. mit der Operation P(1,4) die erste und i-te Zeile und
erhalten eine neue Matrix mit a; ; = 1. Indem wir sukzessive fiir alle Zeilen ¢ = 2,...,m
die Operation A(i, 1, —a; ;) anwenden, erreichen wir, dass alle Eintréige in Spalte j zu 0
werden.

Nun wiederholen wir den Prozess im Wesentlichen, indem wir in der so transformierten
Matrix den kleinsten Index j bestimmen, so dass es in Spalte j aufer in der ersten Zeile
einen Eintrag # 0 gibt, sagen wir wieder a; ; # 0 mit 7 > 2. Verwenden wir nun wie zuvor
die Operation M (i,a; jl), um zu erreichen, dass a;; = 1 gilt und tauschen wir ggf. mit
P(2,1) die i-te und 2. Zeile, so erhalten wir eine Matrix, so dass der Eintrag as; = 1 ist.
Fiir alle ¢ # 2 konnen wir nun mittels der Operation A(i,2, —a; ;) dafiir sorgen, dass in
Spalte j jeder Eintrag auBer as ; gleich 0 wird.

Wiederholt man dieses Verfahren analog fiir alle Spalten von A, so erhélt man nach
Konstruktion eine Matrix in strikter Zeilenstufenform (vgl. Definition .

'In der Praxis gilt fast immer j = 1, aber das muss im Allgemeinen nicht so sein.
2Auch wenn es genau genommen nicht ganz korrekt ist, bezeichnen wir auch die Eintriige der trans-
formierten Matrix mit a; ;, um zusétzlichen Notationsaufwand zu vermeiden.
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q.e.d.

Bemerkung 10.21. Man kann auch zeigen, dass es zu jeder Matrix A genau eine Zei-
lenstufenform gibt, zu der sie sich transformieren lésst.

Der Beweis von Satz gibt uns neben dem theoretischen, allgemeinen Resultat
auch eine Methode, mit der wir die strikte Zeilenstufenform einer beliebigen Matrix, etwa
der erweiterten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems, bestimmen kénnen
und so mit Hilfe von Satz dessen Losungsmenge explizit bestimmen kénnen. Wir
halten dieses Verfahren, den GAauss-Algorithmus, noch einmal separat fest.

e )

Verfahren 10.22 (GAuss-Algorithmus).
INPUT: A € R™*"
OUTPUT: Die strikte Zeilenstufenform von A.
Algorithmus: Fir k£ =1, ..., m:
1. Man finde die erste Spalte mit einem Eintrag a;; # 0 und ¢ > k.

Falls dieser nicht existiert: Gib A aus.

2. Fiihre die Operationen M (i, a; ;) und P(i, k) aus.

3. Raume die j-te Spalte aus:
Fir ¢ =1,....m, { # k wende A({, k, —ay, ;) an.

Gib A aus.

Bemerkung 10.23. Verfahren[I0.22/kénnte man mehr oder minder direkt so in Programm-
Code in einer Programmiersprache iibersetzen und so implementieren. Es gibt dabei noch
Kleinigkeiten, die man verbessern sollte, v.a. wenn man mit Naherungswerten fiir die
Eintrage arbeitet, aber die Grundidee bleibt dieselbe.

Als menschliche Rechner bevorzugen wir meist das Rechnen mit ganzen Zahlen, soweit
dies moglich ist. Verfahren wiirde in der Regel Briiche einfiihren. Man kann dies teil-
weise vermeiden, indem man Kombinationen aus Zeilenadditionen und -vertauschungen
wéahlt um als Pivot-Element eine 1 zu erzeugen. Dadurch vermeidet man das Rechnen mit
Briichen.

Beispiel 10.24. 1. Betrachten wir die Matrix
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und bestimmen ihre strikte Zeilenstufenform. Wir folgen dazu zunéchst Verfah-
ren [10.22| direkt: Der (1,1)-te Eintrag ist sofort # 0, also fithren wir nach dem
Algorithmus zunéchst folgende Schritte aus:

21 =30 2\ (1 1/2 =320 1
10 4 2 1|01 0 4 2 -1
41 5 4 0 4 1 5 4 0
AeLob (11/2 =3/2 0 1
w Vo —1/2 1172 2 -2
0 -1 11 4 —4

Im néchsten Schritt finden wir den Eintrag (2,2), der nicht 0 ist, also fithren wir
nach dem Algorithmus folgende Schritte aus.

112 =320 1) o (11/2 =32 0 1
0 —1/2 11/2 2 —2| "= P o 1 —11 -4 4
0 -1 11 4 —4 0 -1 11 4 —4
AG2oUn (10 42 -

g 01 —11 —4 4

00 0 0 0

Wie wir sehen, ist diese Matrix in strikter Zeilenstufenform, also haben wir die
Aufgabe gelost.

2. Wir betrachten dieselbe Matrix erneut und versuchen nun, das Auftreten der Briiche
zu vermeiden: Anstatt im allerersten Schritt die erste Zeile mit 1/2 zu multiplizieren,
was fiir die Briiche sorgt, kann man auch die erste und zweite Zeile tauschen und so

ausraumen.

21 =30 2\ /10 4 2 -1
10 4 2 -1 % (21 30 2
41 5 4 0 41 5 4 0

A2l 10 4 2 -1
G o 1 —11 -4 4
01 —11 -4 4

Nun trifft es sich im néchsten Schritt, dass an der néchsten Pivot-Position bereits
ein Eintrag 1 steht, so dass wir nur noch eine Zeilenoperation auszufithren brauchen,
um die strikte Zeilenstufenform von A zu finden,

10 4 2 -1\ /10 4 2 -1
01 —11 -4 4 |2 Y01 —11 -4 4
01 —11 -4 4 00 0 0 0

Wir wollen uns nun noch etwas systematischer mit der Beschreibung der Losungsmenge
auseinandersetzen.
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Definition 10.25. Ein lineares Gleichungssystem (A|b), dessen rechte Seite b der
Nullvektor ist, heiit homogen. Wir nennen die entsprechende L&sungsmenge

L6s(A|0) auch den Kern von A und schreiben dafiir Kern(A).
Ist die rechte Seite b # 0, so nennt man das System inhomogen.

Die Losungsmengen von Gleichungssystemen mit derselben Koeffizientenmatrix hén-
gen sehr eng zusammen, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 10.26. Seien A € R™" und b,c € R™! und A € R. Dann gilt:

(i) Sind v,w € R™! jeweils Losungen der linearen Gleichungssysteme (A|b) bzw.
(Alc), so ist v+ Aw eine Lisung des Systems (A|b+ Ac).

(73) Insbesondere gilt: Sind v,w beides Losungen des Systems (A|b), so ist v —w
eine Losung des zugehdrigen homogenen Systems (A|0).

(1ii) Ist andererseits v eine Losung von (Alb) und w eine Lisung des homogenen
Systems (A|0), so ist auch v+ w eine Losung von (A|b).

Beweis.

(1) Nach Voraussetzung gilt A-v = b und A-w = ¢, also haben wir nach Definition des
Matrix-Vektor-Produkts fiir alle i = 1,...,m

i a; jv; = b; und iai,jwj = q.
=1 =1

Damit haben wir auch

bi + Ac; = (Z a,i7jvj> + A (Z ai’jwj> = Z a; (v + Awj).
j=1 Jj=1 Jj=1
Wir haben also in der Tat
A-(v+ A w) =b+ A,

also ist wie behauptet v + Aw € Los(A|b + Ac).

(77) Folgt direkt aus (i) mit ¢ =bund A = —1.

(7ii) Folgt direkt aus (i) mit ¢ = 0.
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Bemerkung 10.27. Was wir mit Proposition [10.26| nebenbei mitbewiesen haben ist die
folgende wichtige Eigenschaft des Matrix-Vektor-Produkts (siehe Definition |10.8)). Fiir
AcR™™" p,we R und A € R gilt

A-(v+Aw)=A-v+ I - w.

Als unmittelbare Folgerung erhélt man die folgende Beschreibung der Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems.

~ )

Korollar 10.28. Sei v € Los(A|b) beliebig. Dann gilt
(¢) Los(Alb) ={v+w : w e Kern(A)}.
(17) Fiir v,w € Kern(A) und A € R ist v+ Aw € Kern(A).

Zum Abschluss des Kapitels noch eine, nicht ganz unwichtige, Bemerkung:

Bemerkung 10.29. Alles in diesem Kapitel wurde wegen der grofleren Vertrautheit fiir
reelle Zahlen als Koeffizienten eingefiihrt. Wir haben allerdings nie Eigenschaften der re-
ellen Zahlen benutzt, aufler, dass sie einen Korper bilden (siehe Definitionen and .
Alles hier formulierte gilt genau so, wenn man R durch einen beliebigen Koérper, insbe-
sondere C, ersetzt.
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Kapitel 11

Vektorraume

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der algebraischen Struktur beschéftigen, die der
linearen Algebra zugrunde liegt. Wir fiihren diese zunéchst abstrakt ein und geben viele
Beispiele, und kommen dann auf das wichtige Konzept der Basis und der Dimension eines
Vektorraums zu sprechen.

11.1 Vektorridume und Teilraume

Wir beginnen mit der Definition der zentralen Objekte dieses Kapitels.

Definition 11.1. Sei K ein beliebiger Korper und V' # () eine Menge mit zwei
Verkniipfungen
+:VxV-oV (vw)—v+w

und

K xV =V, (Av)= Ao

Wir nennen V' einen Vektorraum iiber K oder auch K-Vektorraum, falls diese
Verkniipfungen die folgenden Eigenschaften erfiillen. Dazu seien u,v,w € V und
A, 1 € K beliebig.

Alv+w=w+v
A2 u+ (v+w)=(u+v)+w

A3 Es gibt ein Element 0 € V mit v + 0 = v fiir alle v € V, genannt der
Nullvektor in V.

A4 Zu jedem v € V existiert ein Element —v € V' mit v + (—v) = 0.

ML g (A=) = (- A) v

M2 1-v=wfirallevelV.

199
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DI A-(v+w)=A-v+A-w
D2 A+pu)-v=Xv+pu-v.

Die Elemente von V' nennen wir Vektoren.

Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 11.2. 1. Der Begriff des Vektors ist uns, weniger abstrakt, bereits in De-
finition begegnet. Tatséchlich sieht man ohne Schwierigkeiten, dass die Vek-
toraddition und skalare Multiplikation aus Definition fiir Elemente von K™*!
sdmtliche der obigen Axiome erfiillen. Wir nennen K" = K™*! den Standardraum
iiber K.

2. Etwas allgemeiner kann man auch eine Addition und skalare Multiplikation auf
dem Raum der m x n-Matrizen mit Eintrdgen in einem Koérper K definieren: Fiir
A, B € K™*" mit Eintragen a;; bzw. b, ; und A\ € K definieren wir die Summe

a1g+big a2+ biag . ai,+big
azy +bo1  aga+bao ... ag, +bay,
A4+ B := . )
am1 + bm,l Q2 + bm,2 cee Qmp + bm,n
und
)\al,l )\CLLQ )\al’n
)\CL271 )\a2’2 )\CLQ’n
A A= ]
A1 A2 oo A

Genau wie bei der Vektoraddition bzw. skalaren Multiplikation sieht man direkt
ein, dass die Axiome aus Definition gelten, wobei das Nullelement natiirlich die
m x n-Nullmatrix ist. Damit wird auch K™*" zu einem K-Vektorraum.

3. Wir bezeichnen mit K[X] die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K, also
alle (formalen)[] Ausdriicke der Form

f=apn X"+ an X" '+ X +ag = Zanj, neN, ag,...,a, € K.
=0
Der Grad von f ist dabei definiert als deg f := min{j € {0,...,n} : a; # 0}, es

sei denn, alle Koeffizienten von f sind 0, dann setzen wir deg f := —oo. Auch hier

1Polynome haben zunéchst nichts mit Funktionen zu tun. Uber unendlichen Kérpern wie Q oder R
spielt das keine so grofle Rolle, aber iiber endlichen Kérpern ist es wichtig, die Begriffe des Polynoms und
der Polynomfunktion zu trennen.
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definieren wir Addition und skalare Multiplikation auf die naheliegende Art und
Weise: Fiir f, g € K[X]| mit Koeflizienten a; bzw. b; und A € K setzen wir

ft 9= (a0 +0)X" + (an-1 +bp—1) X" " + o+ (a1 + 01) X + (ag + bo),

wobei wir fiir den Fall, dass deg f # deg g gilt ggf. Nullen als Koeffizienten ergénzen,
und

A f=Aan) X" + Aap_)) X" 14 o4+ (Aa) X + (Aag).

Damit wird K[X] zu einem Vektorraum, wobei der Nullvektor hier das Nullpoly-
nom ist.

4. Sei M eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge aller Abbildungen f : M — K
mit werteweiser Addition und Skalarmultiplikation (d.h. (f + g)(z) = f(z) + g(z)
und (A - f)(x) = Af(x)) einen K-Vektorraum.

Speziell fir K = R und M = I ein Intervall folgt nach Sitzen und [8.9] dass
die Menge der stetigen bzw. differenzierbaren Funktionen f : I — R ebenfalls einen
Vektorraum bildet.

Es gelten folgende Rechenregeln in beliebigen Vektorrdumen, die sich leicht aus den Axio-
men in Definition [1.1] ableiten lassen.

Lemma 11.3. Sei K ein beliebiger Kiorper und V' ein K-Vektorraum. Dann gilt
folgendes.

(1) Firv €V beliebig gilt 0-v = 0.

(13) Fir alle A € K gilt -0 = 0.

)
)

(i13) Gilt A-v =0 soist A =0 oder v =0.
)

(iv) Firallev €V gilt (—1)-v = —v.

Beweis.
1. Setzen wir 0 -v = w € V. Dann gilt
w=0-v=(04+0)-v=0-v+0-v=w+w,

also folgt, indem wir auf beiden Seiten der Gleichung —w addieren wie behauptet
w = 0.

4. Fiir v € V beliebig gilt
v+ (=1)-v=1-v4+(-1)-v=>1+(-1) - v=0-v=0=v+ (—v)

nach (7). Addieren wir nun auf beiden Seiten —wv, erhalten wir (—1) - v = —v, wie
wir behauptet hatten.
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Den Rest lassen wir als Ubung.
q.e.d.

Definition 11.4. Sei V ein K-Vektorraum und U C V. Wir nennen U einen Teil-
raum oder Unterraum von V, falls U mit den Verkniipfungen + und - auf V'
selbst ein Vektorraum ist. Wir schreiben dann auch U < V.

Es ist in der Regel recht einfach, mittels der folgenden Proposition Teilmengen eines
Vektorraums darauf zu iiberpriifen, ob sie Teilrdume sind oder nicht.

7

Proposition 11.5. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmenge. Dann
ist U genau dann ein Teilraum von V', wenn

(i) U # 0 gilt,

(7) Fir alle vyw € U und A € K v+ \w € U gilt.

Beweis. Es ist klar, dass wenn U < V' gilt, beide Eigenschaften (i) und (i7) erfiillt sind.
Sei also U # () und es gelte (ii). Dann ist insbesondere fiir v,w € U und A € K
v+w e U (wegen (it) mit A =1) und A -w € U (wéhle u = 0 in (i7)). Die Eigenschaften
Al, A2, M1, M2, D1, D2 sind offenbar erfiillt, da dies nach Voraussetzung auf ganz V/,
also insbesondere auf U gilt. Da U # () gilt, existiert ein v € U und wir haben insbeson-
dere 0 = 0-v € U und zu jedem v € U gilt auch —v = (—=1) - v € U. Damit ist U ein

Vektorraum, wie wir behauptet hatten.
q.e.d.

Beispiel 11.6. 1. In Korollar [10.28 haben wir bereits gesehen, dass fiir eine beliebige
Matrix A € K™ " Kern(A) ein Teilraum von R™*! ist, Kern(A4) < R™*1.

2. Jeder Vektorraum enthéilt den Nullraum {0} als Teilraum.

3. Da fiir zwei Polynome f,g € K[X] und A\ € K offenbar stets deg(f + g) <
max{deg(f),deg(g)} und deg(X - f) < deg(f) gilt, ist fiir alle n € Ny die Men-
ge

K[X]<n :={f € K[X] : deg(f) <n}
ein Teilraum von K[X]. Man beachte hierbei die Konvention, dass deg(0) = —oo
gilt und wir —oo < n fiir alle n € Ny vereinbaren.

Proposition 11.7. Sei V' ein K-Vektorraum und T, U <V seien Teilrdume von
V. Dann st auch T NU ein Teilraum von V.
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Beweis. Da T und U beides Teilrdume von V sind, gilt 0 € T und 0 € U, also auch
0 € TNU. Damit ist TNU # (.

Weiter gilt fiir v,w € T NU und A € K insbesondere v,w € T und damit auch
v+ Aw € T, da T ein Teilraum von V ist. Genauso gilt aber auch v 4+ Aw € U, also folgt
v+ Aw € T'NU. Nach Proposition [11.5]ist damit TN U < V ein Teilraum von V.

q.e.d.

Bemerkung 11.8. (i) Man kann mit fast demselben Beweis zeigen, dass auch der
Schnitt beliebig vieler, auch unendlich vieler, Teilrdume desselben Vektorraums ein
Teilraum ist.

(7i) Die analoge Behauptung fiir die Vereinigung von Teilrdumen ist so gut wie immer
falsch, es sei denn, einer der Teilrdume enthélt den anderen (Ubung).

Wir betrachten noch eine wichtige Art, Teilrdume zu konstruieren.

Definition 11.9. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V beliebig. Dann be-
zeichnen wir mit

<'U1, ...,'Un> = {)\1’(]1 + .+ AU, )\1, 7>\n & K}

das Erzeugnis von vy, ...,v,. Einen Ausdruck der Form A;v; + ... + \,v,, nennen
wir auch eine Linearkombination von vy, ..., v,.

Wir haben hierzu die folgende Beobachtung.

Proposition 11.10. Se: V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V beliebig. Dann ist

das Erzeugnis
<’U1, ...7'Un> S %4

ein Tetlraum von V.

Beweis. Zunichst ist offenbar 0 = Ovy + ... + Ov,, € U := (vy, ..., v,), also ist U # 0.
Seien also v,w € U. Dann existieren nach Definition Ay, ..., Ay, pi1, ..., i, € K mit
v = MU+ ... + My, und w = vy + ... + p,v,. Fir a € K beliebig gilt dann

v+ aw = (Aup+ ..+ A0n) Falpvr + o F ppvn) = (A Fapn)vr + o+ (A apg)v, € U,

also folgt die Behauptung mit Proposition [11.5]
q.e.d.

Bemerkung 11.11. Man iiberlegt sich leicht, dass (v, ..., v,) der kleinste Teilraum von
V' ist, der alle der Vektoren vy, ..., v, enthélt.
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Fiir einen gegebenen Vektor v € V' und einen Teilraum U = (vy, ..., v,,) < V stellt sich
in vielen Kontexten die Frage, ob v € U gilt. Diese liisst sich speziell fiir den Raum K™*!
problemlos mit unserem Wissen aus dem letzten Kapitel beantworten.

Lemma 11.12. Sei V = K™*! ein K-Vektorraum, v € V beliebig und U =
(Ug, ..., up) <V ein Teilraum von V. Weiter sei A € K™ die Matriz mit Spalten
ULy eeey Up. Dann gilt v € U genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem (A|v)
eine Lésung besitzt.

\.

Beweis. Es gilt v € U genau dann, wenn Ay, ..., \, € K existieren, so dass
v = )\1’&1 + ...+ )\nun

gilt. Lesen wir diese Gleichung eintragsweise, wobei wir die Eintrage von v mit vy, ..., vy,
bezeichnen, die des Vektors u; mit w, ;, fiir jede Komponente der Vektoren, erhalten wir
die m Gleichungen

U171>\1 + .. +u17n)\n = U1

Um A1 + o FUppAy = Upy

Dies ist aber nichts anderes als ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizien-
tenmatrix (A|v).
q.e.d.

Beispiel 11.13. Beim Losen von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe des GAUSs-
Algorithmus konzentriert man sich auf die Koeffizientenmatrix. Hat man mehrere Glei-
chungssysteme (A|by), (A|b2), ..., (A|be) zu 16sen, bietet es sich an, die Koeffizientenmatrix
sofort durch alle rechten Seiten zu erweitern, da man sonst einen grofien Teil der Rechen-
schritte mehrmals durchfithren miisste.

Betrachten wir den Teilraum

1 0 1
2 1 1
U = <u1 = 0 7u2 = _1 7u3 — 1 > S R4X1'
—1 3 —4
Wir wollen priifen, ob die Vektoren

1 2
0 0
v= o, bzw. w = 0
3
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in U liegen oder nicht. Dazu bestimmen wir die strikte Zeilenstufenform der erweiterten
Koeffizientenmatrix:

10 1) 12\ 0, (1 0 1] 1 2
2 1 1] 0 0 | a@wy 0 1 —1|-2 —4
0 -1 1| 20 e 0 -1 1] 2 0
-1 3 —4|-7 3 0 3 —-3|-6 5

M(3,—1/4)

AGB2.1) 10 1] 1 2 ggg:g:;)”) 10 1] 10

A(4£;—3) 01 —-1|-2 -4 A(1,§/,9—2) 01 —-17-220
00 0| 0 —4 00 0| 01
00 0| 0 17 00 0| 00O

Wir sehen also, da wir in der zweiten ergénzten Spalte eine Stufe haben, dass wir keine

Losung fiir w als rechte Seite finden, so dass w ¢ U gilt. Fiir v als rechte Seite erhalten
wir eine Losung, ndmlich

v=1-u; +(-2) - uy,

so dass v € U gilt. Es gibt weitere Losungen, aber es reicht hier, eine anzugeben.

11.2 Dimension und Basis

Mit Blick auf Definition fithren wir folgenden neuen Begriff ein.

Definition 11.14. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit V' endlich erzeugt, falls
vy, ..., Uy € V existieren, so dass

gilt.
Wir nennen dann das Tupel (vy, ..., v,,) € V™ ein Erzeugendensystem fiir V.

Beispiel 11.15. 1. Jeder Spaltenvektor

U1
v = 1}.2 c Knxl
Un
lasst sich offenbar schreiben als
1 0 0
0 1 0
v=uv;- |0 + vg - 0 + ...ty
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Schreiben wir abkiirzend

1
ej = 1 GK“X ,

0
wobei nur an der j-ten Position eine 1 steht und alle anderen Eintrdge 0 sind, so

sehen wir also, dass
nx1
K™ = (e, e9,...,ep)

gilt. Damit ist K™*! endlich erzeugt.

2. Der Vektorraum K[X] ist nicht endlich erzeugt: Angenommen, es existieren Poly-
nome fi, ..., f, € K[X] mit K[X]| = (fi,..., fm), dann sei n := max{deg(f;) : i €
{1,...,m}}. Dann gilt fiir jedes Polynom ¢ € (f1, ..., fn) deg(g) < n. Damit ist etwa
das Polynom X" zwar in K[X], aber nicht in (f, ..., f,,) enthalten. Es kann also
kein endliches Erzeugendensystem fiir K[X] geben.

Der Raum K[X]<, der Polynome von Grad < n andererseits ist endlich erzeugt,
denn es gilt offenbar

K[X]<n = (1,X, .., X" X",

Wir werden uns im Laufe der Vorlesung fast ausschliefllich mit endlich erzeugten Vek-
torrdumen auseinandersetzen.
Wir fithren nun noch einige absolut zentrale Begriffe ein.

Definition 11.16. Sei V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Das Tupel
(v1,...,v,) heiBt linear abhingig, falls es A\j,...,\, € K gibt, wobei \; # 0 fiir
mindestens ein ¢ gilt, so dass

)\11}1 + ...+ /\nvn =0

gilt. Anderenfalls heifit das Tupel (vy, ..., v,) linear unabhingig.

\. J

Bemerkung 11.17. (i) Ein Tupel, das den Nullvektor enthélt, ist immer linear ab-
héngig.

(77) Ein Paar (v, v9) ist genau dann linear abhéngig, wenn vy ein skalares Vielfaches von
vy ist, wenn also ein A € R existiert mit

Vg = )\Ul.
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(ii7) Fiir V. = K™ ldsst sich die Frage, ob ein Tupel (v, ...,v,) linear unabhingig
ist, leicht mithilfe des GAUss-Algorithmus beantworten: Sei A € K™*" die
Matrix, deren Spalten genau die Vektoren vy, ...,v, sind. Aus der Definition des
Matrix-Vektor-Produkts (Definition sicht man direkt, dass fiir A\,..., A\, € K
die Gleichung

At
Mo+ .o+, =A |
)\n
gilt, so dass (vy,...,v,) genau dann linear abhéngig ist, wenn der Kern der Matrix
A nicht trivial ist, wenn dieser also einen Vektor # 0 enthalt.

Beispiel 11.18. Betrachten wir die Vektoren

0 3 —6
— 1
v = _21 . Uy = 02 , U3 = _% e R,
1 1 1

0 3 —6
2 =2 10
A= -1 0 -3
11 1

Dazu bestimmen wir mittels des GAUSs-Algorithmus die strikte Zeilenstufenform von A
und koénnen den Kern ablesen:

0 3 —6 1 1 1 A2.1,-2) 1 1 1
2 =2 10 PS/l\;4) 2 =2 10 A(3&>1) 0 —4 8
-1 0 -3 -1 0 -3 0O 1 =2
1 1 1 0 3 —6 0O 3 -6
A(1,2,—1

M(2,—1/4) L1l AE3,2,—1% 0 3

M(4,N1lg) 01 —2 A(4£;—1) 01 -2
01 -2 00 0]’
01 -2 00 O

also konnen wir ablesen, dass

3
Kern(A):< -2 >
—1

gilt, also ist das Tupel (v, v, v3) linear abhéngig und es gilt

3U1 — 2U2 — V3 = 0.
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Definition 11.19. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und sei B =
(v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Ist B zusétzlich linear unabhéngig, so
nenen wir B eine Basis von V. Die Zahl n nennen wir die Linge der Basis B.

Wegen der folgenden Eigenschaft ist eine Basis eines Vektorraumes ein sehr wiinschens-
wertes Erzeugendensystem.

Lemma 11.20. Seir V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) Das Tupel (v, ...,v,) ist linear unabhdngig.
(17) Fiir jedes v € (vy,...,v,) ist die Darstellung
V= MNU1 + ... + A\ U,

eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Implikation (i) = (i7). Angenommen, wir haben v =
AMUL F s+ AUy = v + e+ v, fir gewisse Ay, . Ay, gy e by € K. Dann gilt

0=v—v=(Mv1+ ... +X\n)— (101 + oo + ppvy) = (A1 — p1)v1 + oo + (A — fin) Un.

Da nach Voraussetzung das Tupel (vy,...,v,) linear unabhéngig ist, folgt hieraus aber
direkt A\ — g = ... = A\, — p, = 0 und somit die Eindeutigkeit in (7).

Die Implikation (i) = (i) ist leicht einzusehen, denn insbesondere muss die Darstel-
lung fiir v = 0 € (vy,...,v,) eindeutig sein. Da eine solche Darstellung durch \; = ... =
A, = 0 gegeben ist, folgt hieraus sofort die lineare Unabhéngigkeit.

q.e.d.

Eine Basis von V erlaubt es also, jeden Vektor in V' eindeutig als Linearkombination
der Basisvektoren zu schreiben. Es stellt sich nun zunéchst die Frage, ob jeder (endlich
erzeugte) Vektorraum eine Basis besitzt. Wie wir sehen werden, ist dies in der Tat der
Fall. Wenn es verschiedene Basen gibt, stellt sich die Frage, ob diese Basen etwas ge-
meinsam haben. Es wird sich herausstellen, dass alle Basen eines Vektorraumes immer
dieselbe Léange haben, was einleuchtend erscheinen mag, aber verhédltnisméfig aufwendig
zu beweisen ist.

Wir wollen zunéchst im folgenden Satz Basen charakterisieren.
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Satz 11.21. SeiV # {0} ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V.. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) B = (vi,...,v,) ist eine Basis von V.

(11) B ist ein minimales Erzeugendensystem von 'V, d.h. B ist ein Erzeugenden-
system und fir jedes j = 1,....,n ist

(Ulu ey Uj—1, Vg1 ooy Un)
kein Erzeugendensystem von V.

(1ii) Zu jedem v € V' existieren eindeutig bestimmte Ay, ..., \, € K, so dass
V= AU+ ... + A\,
qgilt.

(1v) B ist linear unabhdngig und fir jedes v € V' ist (v, ..., vn,v) linear abhdingig.

\.

Beweis. Wir verwenden ein Ringschluss-Argument.

(1) = (i1): Sei B eine Basis von V, also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
von V. Angenommen, es gibt ein j € {1,...,n}, so dass (vy,...,v;_1, Vjt1, ..., U, ein Erzeu-
gendensystem von V' ist. Durch Umordnen der Vektoren konnen wir ohne Einschrénkung
j = n annehmen. Dann existieren \q,..., \,_1 € K, so dass

Up = /\1’01 + ...+ /\n_lvn_l

gilt, also folgt
)\1711 + ...+ /\n_lvn_l — Up = 0.

Damit haben wir jedoch eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors gefunden,
was ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von B ist. Damit folgt (7).

(13) = (i4i) Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V und sei v € V beliebig.
Dann existieren Aq, ..., A, € K mit

V= AU+ ... + A\,
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit der A;. Angenommen, wir haben
v =AU+ ... + A0, = lel + ...+ Xnvn
und es gibt ein j mit \; # Xj. Dann folgt

0=\ — A1+ . + A = X)05 4 oo 4 o — Ao,
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Vj = = ). <()\1 — Xl)vl + ...+ ()\j—l — Xj_l)vj_l

+<)\j+1 — )\j+1)Uj+1 + ...+ ()\n — An)”n) € <’l}1, cey V-1, Uj41, -~-7Un>-

Damit wére aber (vy, ..., v;_1,0j41, ..., v,) €in Erzeugendensystem von V', im Widerspruch
zu (it).

(17i) = (iv) Nehmen wir (i7¢) an. Die lineare Unabhéngigkeit von B folgt dann direkt
aus Lemma [11.20] da fiir jedes v € V' Ay, ..., A, existieren mit

V= AU+ ... + A0,

Damit ist
AU+ A0, —v =0

eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors, also ist (vy, ..., v,, v) linear abhéngig.

(1v) = (i) Nach Voraussetzung ist B linear unabhéingig. Es bleibt also zu zeigen, dass
B ein Erzeugendensystem von V ist. Sei dazu v € V beliebig. Nach Voraussetzung ist
(v1, ..., vn,v) linear abhéngig, also existieren Aq, ..., A,, A € K, nicht alle 0, mit

AU1 + A0, + Av = 0.
Dann gilt zwingend A\ # 0, ansonsten folgt ndmlich auch

)\1’01 + )\n'Un = 0,

was wegen der linearen Unabhéngigkeit von B nur sein kann, wenn A\; = ... = )\, = 0 gilt.
Dann ist aber \ \
1
V= T"vn € (V1 .., Un),
also ist B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V' und somit eine Basis.

q.e.d.

Bemerkung 11.22. Will man die Aquivalenz mehrerer Aussagen beweisen, so verkiirzt
das Prinzip des Ringschlusses oft den Beweis. Im obigen Satz haben wir bewiesen, dass 4
Aussagen alle dquivalent sind. Indem wir die Implikationen

(i) = (i) = (ii1) = (iv) = (i)
gezeigt haben, konnen wir nun ausgehend von jeder der vier Aussagen eine Folgerungskette
zu jeder anderen der Aussagen herleiten. So gilt etwa die Implikation (iii) = (i7), da wir
wissen, dass
(1it) = () = (i) = (i),
und damit insgesamt auch (iii) = (i7) gilt.
Dasselbe Prinzip funktioniert natiirlich fiir beliebig viele Aussagen.
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Wir kénnen nun folgendes beweisen.

Satz 11.23 (Basisauswahlsatz). Sei V' # {0} ein endlich erzeugter K-
Vektorraum. Dann ldsst sich aus einem beliebigen (endlichen) Erzeugendensystem
von V eine Basis auswdihlen. Insbesondere besitzt V' eine Basis.

Beweis. Sei (vq,...,v,) ein Erzeugendensystem von V' und nehmen wir v; # 0 fiir alle
J an. Wir setzen zundchst B = (v1). Ist B ein Erzeugendensystem von V', so haben wir
eine Basis gefunden. Falls nicht, muss es ein ¢ > 1 geben, das wir dann auch minimal
wihlen konnen, so dass (v, v;) linear unabhéngig ist. Wir setzen dann B = (vy, v;). Ist B
noch kein Erzeugendensystem von V', so muss es ein j > i geben mit v; ¢ (v1,v;), d.h.
(v1, v, v;) ist linear unabhéngig und wir setzen B = (vy, v;, v;).

Diesen Prozess konnen wir fortsetzen, bis B ein Erzeugendensystem von V' ist. Dann
ist B nach Definition eine Basis von V.
q.e.d.

Was wir mit demselben Beweis ebenfalls gezeigt haben, ist der folgende Satz.

Satz 11.24 (Basiserginzungssatz). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum
und B = (v, ...,v,) linear unabhingig. Ist B kein Erzeugendensystem von V', so
existieren wy, ...,wy € V, so dass (v1, ..., Up, W1, ..., wy) eine Basis von V ist.

Bemerkung 11.25. Man vereinbart iiblicherweise, dass der Nullraum V' = {0} ebenfalls
eine Basis, namlich die leere Menge (), besitzt. Man beachte hierbei, dass wir nicht etwa (0)
als Basis wihlen konnen, da (0) immer linear abhéngig und damit keine Basis irgendeines
Vektorraumes ist.

Es stellt sich nun die Frage, wie man, v.a. im Fall des Standard-Raumes, praktisch
aus einem gegebenen Erzeugendensystem eine Basis auswéhlt. Man kann im Prinzip der
Methode im Beweis folgen, effizienter ist aber folgende Methode.
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Verfahren 11.26.

INPUT: Ein Erzeugendensystem (vy, ..., v,) eines Teilraumes U < K™*1.
OUTPUT: Eine Basis von U.

ALGORITHMUS:

1. Definiere die Matrix A € K™*™ deren Spalten genau die Vektoren (vy, ..., v,)
sind.

2. Bestimme die (strikte) Zeilenstufenform FE von A mithilfe des GAuSs-

Algorithmus [10.22]
3. Definiere B = (v; : j € {1,...,n}, so dass in Spalte j von E eine Stufe ist).

4. Gib B aus.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass das Tupel B aus dem Algorithmus tatsdchlich eine
Basis von U ist. Zunéchst ist wegen der Struktur klar, dass die Stufenspalten in der
Zeilenstufenform E eine Basis des Spaltenraums von E bilden, also des Teilraumes von
K™ der von den Spalten von E erzeugt wird. Bezeichnen wir die Spalten von E mit
e1, ..., e, und die Indizes der Stufenspalten seien ji, ..., j,. Fiir jedes j € {1,...,n} gibt es

also eindeutig bestimmte A?’, e A e K, so dass
€j = )\gj)ejl + + )\ﬁj)ejr

gilt. Wenden wir nun eine beliebige elementare Zeilenoperation auf E an, so erhalten wir
eine neue Matrix F € K™ deren Spalten wir mit f,..., f, bezeichnen. Man iiberlegt
sich nun ohne grofle Schwierigkeiten, dass dann auch fiir jedes j die Gleichung

=20 4+ 29,

gilt (mit denselben )\Z(-j ) wie vorher!) und dass diese Darstellung wiederum eindeutig ist.
Nach Satz (¢4i) bilden damit die Vektoren (fj,, ..., fj,) eine Basis des Spaltenraumes
von F'.

Da man durch endlich viele elementare Zeilenoperationen die Matrix E in A iiberfithren
kann (indem man die Schritte, um A auf die strikte Zeilenstufenform E zu bringen ein-
fach in umgekehrter Reihenfolge invertiert) und sich in jedem Schritt nichts daran dndert,
welche der Spalten eine Basis des Spaltenraumes bilden, folgt die Behauptung.

q.e.d.

Beispiel 11.27. Betrachten wir den Raum

1 4 7
U:< 21,15].18 >§R3X1.
3 6 9
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Wie in Verfahren [[1.26] beschrieben bestimmen wir nun die strikte Zeilenstufenform der
Matrix

M(2,~1/3)
14 7\ ABL2) (14 7\ AT (10 -
A=|2 5 8]0 3 —6 |2 |01 2
36 9 0 -6 —12 00 0

Die ersten beiden Spalten enthalten eine Stufe, also bilden die ersten zwei Spalten von A
eine Basis des Spaltenraumes von A, also von U.

Bemerkung 11.28. Elementare Zeilenoperationen dndern natiirlich im allgemeinen den
Spaltenraum selbst insgesamt, sie verdndern nur nicht, welche der Spalten eine Basis fiir

ihn bilden.

Wir kehren nun zum eigentlichen Hauptanliegen dieses Abschnittes zuriick. Wir haben
gezeigt, dass jeder (endlich erzeugte) Vektorraum eine Basis besitzt. Tatsédchlich besitzt
auch jeder nicht endlich erzeugte Vektorraum eine Basis, jedoch ist dies nur mithilfe
des sogenannten Auswahlaxioms bzw. des (dazu dquivalenten) Lemma von ZORN zu
beweisen.

Wir wollen nun noch beweisen, dass jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraumes
dieselbe Léange besitzt. Dazu benotigen wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 11.29 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, B = (vq,...,v,)
eine Basis von V' und
w = )\11)1 + ...+ )\nvn eV

beliebig. Fiir jedes k € {1,...,n} mit A\, # 0 ist dann auch
B = (Ula sy Uk—1, Wy Vgt 1, -+ Un)

eine Basis von V.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass w # 0 und damit A\; # 0 fiir mindestens ein £ gilt,
sonst ist nichts zu zeigen.
Dann ist B’ sicher ein Erzeugendensystem von V', denn wir haben

1
Uk:)\_k ('LU—Z)\]"U]') .

i#k
Seien dann fi, fi1, ..., flg—1 ki1, --y fln € K mit
pw + Z pv; = 0.
7k
Nach Definition von W ergibt sich somit

A+ Y (5 + pAg vy = 0,
ik
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und da B eine Basis und damit linear unabhéngig ist, folgt uA; = 0 und damit wegen
A # 0 auch g = 0. Dann haben wir aber auch

> v =0,

i#k

also, wieder wegen der linearen Unabhéngigkeit von B, p; = 0 fiir alle j # k. Somit ist
auch B’ linear unabhingig und damit eine Basis von V.
q.e.d.

Hiermit konnen wir nun einen der wichtigsten Strukturséitze der Linearen Algebra
beweisen, den STEINITZschen Austauschsatz.

Satz 11.30 (STEINITZscher Austauschsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und B =
(v1, ..., v,) eine Basis von V. Weiter seien wy, ..., w,, € V linear unabhingig. Dann
gilt m < n und es existieren Indizes iy, ...,1,, So dass man durch Austauschen der
Vektoren v;, <> wy, ..., v;, <> w,, ebenfalls eine Basis von V' erhdlt. Gegebenenfalls
durch Umnummerierung erhdlt man also eine Basis B’ = (w1, ..., Wy, Vi1 -y Un)-

Beweis. Da (wy, ...w,,) linear unabhéngig ist, gilt insbesondere w; # 0 fiir alle j. Schreiben
Wir w; = Avp + ... + AUy, S0 existiert damit ein A;, # 0. Nach Lemma konnen wir
damit den Vektor v;; durch w; austauschen und erhalten wieder eine Basis. Dies lésst
sich natiirlich sukzessive fiir alle w; durchfiihren. Hierbei wéhlt man natiirlich in jedem
Schritt 7; so, dass der Vektor in der neuen Basis einer der urspriinglichen v; ist. Dies ist
immer moglich, da ansonsten die w; linear abhingig wéren.

Angenommen wir haben m > n. Dann erhalten wir, nachdem wir den Austauschpro-
zess oben durchgefiihrt haben, ggf. durch Umsortieren, dass (wy, ..., w,) eine Basis von V'
ist. Damit ist aber nach Satz (1) (wy, ..., wy,) linear abhéingig, was ein Widerspruch
ist, also muss wie behauptet m < n gelten.

q.e.d.

Als direktes Korollar erhalten wir das folgende bereits angekiindigte Resultat.

Korollar 11.31. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann haben alle
mdoglichen Basen von V' die gleiche Linge.

Dies rechtfertigt die folgende Definition.
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Definition 11.32. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B eine beliebige
Basis von V. Die Linge von B nennen wir die Dimension von V', in Zeichen

dimV := #B.

Beispiel 11.33. 1. Das Erzeugendensystem B = (ey, ..., ¢,,) des Standardraumes K™*!
(vgl. Beispiel [L1.15)) ist offensichtlich linear unabhéngig und damit eine Basis. Wir

haben somit dim K™*! = n, wie man auch erwarten wiirde.

2. Eine Basis fiir den Raum K[X]<,, der Polynome von Grad < n ist offenbar gegeben
durch

B=(X"=1), X!, ..,X").

Damit gilt
dim K[X]<, =#B=n+1.

3. Man sieht ebenfalls ohne Schwierigkeiten, dass eine Basis des Raumes K™*" gegeben
ist durch

B=(E" :i=1,..m, j=1,..,n),

wobei E(+) € K™*" 5o definiert ist, dass der Eintrag an der Position (4,7) 1 ist und
alle anderen Eintrédge 0 sind. Damit haben wir

dim K™ = #B =m - n.

Ab sofort gehen wir davon aus, dass alle Vektorraume, mit denen wir es zu tun haben,
endlich erzeugt sind, so lange nicht explizit etwas anderes angenommen wird.

11.3 Summen von Vektorriaumen

In Proposition [11.7] and Bemerkung [11.8 haben wir gesehen, dass Schritte von Teilrdumen
eines Vektorraumes V' wieder einen Teilraum dieses Vektorraumes bilden. Die analoge
Aussage iiber Vereinigungen von Teilriumen ist (sehr drastisch) falsch. Die Rolle der
Vereinigung iibernimmt gewissermaflen die Summe von Teilrdumen, die wir nun einfiithren
wollen.
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Definition 11.34. Sei V ein K-Vektorraum und 7', U < V Teilrdume von V. Dann
definieren wir die Summe von 7" und U als

T+U:={t+u:teT, ueU}.
Analog definiert man auch die Summe endlich vieler Teilrdume Uy, ...,U,, <V,

U+..+Up={n1+...+un : u; €U;}.

.

Bemerkung 11.35. Man rechnet ohne Schwierigkeiten nach, dass die Summe von Teilrdum-
en von V wieder ein Teilraum von V ist, der jeden seiner Summanden enthélt. Insbeson-
dere gilt

dim(U; + ... + Up,) < dim V.

Man ist moglicherweise versucht zu meinen, dass die Dimensionen von Teilrdumen sich
addieren, wenn man ihre Summe betrachtet. Im Allgemeinen ist dies allerdings nicht der
Fall, aber unter gewissen Zusatzannahmen schon, wie wir sehen werden.

~

Satz 11.36. Fir einen K-Vektorraum V und Teilriume T, U <V gilt

dim(T'+U) =dim7T + dim U — dim(T' N V).

Beweis. Sei By = (vy,...,vs) eine Basis von TN U. Da T'N U sowohl ein Teilraum von
T als auch von U ist, gibt es nach dem Basisergdnzungssatz t1,....,tm, € T und
Up, ..., Uy € U, so dass

Bl = (Ul, -eey Uy, tl, ceey tm)

eine Basis von T und
By = (01, .0y Vg, gy ..oy Up)

eine Basis von U ist. Es gilt also dimT NU =/, dimT = ¢+ m und dimU = ¢ + n.
Dann ist
83 = (Ul, .oy Uy, tl, ...,tm,ul, ceey un)

eine Basis von T+ U, wie wir nun zeigen: Zunéchst ist B3 klarerweise ein Erzeugenden-
system von T+ U. Seien dann \q, ..., Ag, fh1, «evs fhn, V1, vy Yy € K mit

l m n
Z )\ivi + Z /thj + Z viu, = 0.
i=1 j=1 k=1

Fiir u:=Y",_, ypuy, € U gilt dann

)4 m
u = —Z)\ivi —Z,ujtj eT,
i=1 j=1



KAPITEL 11. VEKTORRAUME 217

also folgt w € TNU. Da By = (v1, ..., v, t1, ..., t,,) €ine Basis von T ist, ist die Darstellung

von 7" als Linearkombination eindeutig, woraus p; = ... = p,,, = 0 folgt. Genauso ist aber
auch die Darstellung von v in der Basis B, eindeutig, also folgt auch Aq,..., A\, = 0, also
u=0. Da (uy, ..., u,) linear unabhéngig ist, folgt somit auch v; = ... = 1, = 0 und Bj ist

wie behauptet linear unabhéngig und somit eine Basis von T+ U.
Es folgt also

dim(T+U) =#Bs=0l+m+n={L+m)+({+n)—L=dimT +dimU — dim(T' N V).

q.e.d.

Wir sehen also, dass wir genau dann dim(7 4+ U) = dimT + dimU haben, wenn
TNU = {0} gilt. Fiir diesen wichtigen Sonderfall verwenden wir eine eigene Notation:

- )

Definition 11.37. Sei V ein K-Vektorraum und 7',U < V mit TNU = {0}. Dann
nennen wir den Raum

ToU =T+U<V

die direkte Summe von 7" und U.

Eine niitzliche Eigenschaft der direkten Summe halten wir fest.

Lemma 11.38. Sei V' ein K-Vektorraum und T,U < V. Dann ezistieren genau
dann fir jedes w € W :=T+U eindeutig bestimmtet € T und v € U mit w = t+u,
wenn gilt W =T ®U, also TNU = {0}

Beweis. Sei w € W beliebig. Dann existieren ¢t € T und v € U mit w =t + u.
Nehmen wir zundchst 7N U = {0} an. Gibt es zusédtzlich ¥ € T und v’ € U mit
w =1t 4+, so folgt
t—t' =u —u,

alsot —t' =u' —ueTNU = {0}, womit ¢t =t und v = v und somit die Eindeutigkeit
der Darstellung folgt.

Existiert andererseits ein v € (T NU)\ {0}, sogilt t + v € T und v — v € U, also
haben wir

w=t+u=(t+v)+(u—10)

zwei verschiedene Darstellungen von W.
q.e.d.

Aus der Dimensionsformel in Satz[11.36] sehen wir zudem direkt folgendes.
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Lemma 11.39. Sei V' ein K-Vektorraum und T,U < V. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(t)) V=TeU
(1)) V=T+U und dimV = dimT + dimU.

Beweis. Gilt V=T @ U, so gilt V =T+ U und TNU = {0}, also folgt nach Satz
dimV =dim7 +dimU — dim(T'NU) = dim 7T + dim U.
Gilt andererseits V =T 4+ U und dimV = dim7T + dim U, so folgt nach derselben
Formel dim(T'NU) =0, also TNU = {0}.
q.e.d.



Kapitel 12

Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Abbildungen zwischen Vektorraumen, die die
Struktur desselben respektieren, so genannte lineare Abbildungen.

12.1 Definition und Eigenschaften

Wir definieren zunéchst die Klasse von Abbildungen, um die es in diesem Kapitel gehen
soll.

s ~

Definition 12.1. Seien V,W K-Vektorrdume und f : V' — W eine Abbildung.
Dann heifit f eine lineare Abbildung oder ein Homomorphismus von K-
Vektorrdaumen, wenn fiir alle u,v € V und A € K die Eigenschaften

(@) f(v+w) = f(v)+ f(w)
(1) f(hw) = Af(v)

erfiillt sind.
Die Menge aller linearen Abbildungen f : V' — W bezeichnen wir mit

Hom(V, W) :={f:V — W : f linear}.

Bemerkung 12.2. Man kann Eigenschaften (i) und (4¢) in Definition zusammen-
fassen: Eine Abbildung f : V — W is genau dann linear, wenn sie fiir alle u,v € V und
AeK

Fut 2o) = Fu) + Af(0)

gilt.

Zunéchst fassen wir einige wichtige Eigenschaften linearer Abbildungen in folgendem
Lemma zusammen.

219
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Lemma 12.3. Seien V.W K-Vektorrdume und f : V. — W linear. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es gilt f(0) = 0.
(13) Fir A, .., \m € K und vy, ...,v,, €V gilt

FOqvr 4 oo+ Avm) = A f(v1) + oo+ A f ()

(13i) Sind vy, ...,v, € V linear abhdngig, so sind auch f(vy),..., f(vm) € W linear
abhdngig.

.

Beweis.

(1) Es gilt
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).
Addieren wir auf beiden Seiten — f(0), so ergibt sich wie behauptet f(0) = 0.

(#7) Folgt direkt aus der Definition mit Induktion.

(#3i) Sind vy, ..., v, € V linear abhingig, so existieren Ay, ..., A, € K, nicht alle 0, so dass
A1 + ... + Ay, = 0 gilt. Dann folgt mit (¢) und (i7) auch

0= f(O) = f()\lvl + ...+ )\mvm) = /\1f<U1) + ...+ )\mf(vm)

Damit haben wir auch eine nicht-triviale Linearkombination der f(vy),..., f(vy)
gefunden, die 0 ergibt, also folgt die Behauptung.

q.e.d.

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 12.4. 1. Betrachten wir R als R-Vektorraum und sei f : R — R eine lineare
Abbildung. Sei « := f(1). Dann gilt fiir beliebiges = € R

@)= f(@-1) =a- f(1) = az.
Alle linearen Abbildungen von R nach R haben also diese Forn|

2. In Bemerkung haben wir bereits gesehen, dass fiir eine beliebige Matrix A €
K™ Spaltenvektoren u,v € K™ und \ € K stets

A-(u+)=A-u+ A v

LOft nennt man Abbildungen mit einer Vorschrift der Form f(z) = ax + /3 linear. Dies ist jedoch fiir
B # 0 genau genommen nicht ganz korrekt, jedenfalls nicht nach Definition Es handelt sich hierbei
um eine affine Abbildung.
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gilt. Damit ist die Abbildung
frRK™ K™ v Aw
linear.

Aus gegebenen linearen Abbildungen lassen sich neue lineare Abbildungen konstruie-
ren.

~ )

Lemma 12.5. (i) Seien V,W K-Vektorrdume und f,g € Hom(V, W), sowie \ €
K. Dann gilt f + ¢ € Hom(V,W) und \f € Hom(V, W), Hom(V, W) bildet
also einen Vektorraum.

(13) Seien U, V,W K-Vektorrdume und f : U — V und g : V. — W lineare
Abbildungen. Dann ist auch die Verkettung

gof:U—=Wuw g(f(u))

eine lineare Abbildung.

. J

Beweis. Ubung.

Spéter benotigen wir folgende wichtige Beobachtung.

Satz 12.6. Seien V.W K-Vektorriume und f : V. — W eine lineare Abbildung.
Weiter sei B = (by,...,b,) eine Basis von V.

(1) Die Abbildung f ist durch die Bilder f(by), ..., f(b,) eindeutig bestimmdt.

(ii) Sind umgekehrt wy, ..., w, € W beliebig, so ist die Abbildung

g: V=W, v=XAb + ...+ \bp, = \wy + ... + \w,

wohldefiniert und linear.

Beweis.

(1) Da B eine Basis von V ist, ldsst sich jedes v € V' eindeutig als Linearkombination
der b; schreiben, v = A\iby + ... + A\yb, mit A, ..., A\, € K. Damit gilt wegen der
Linearitéit von f

Damit folgt aber direkt die Behauptung.
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(i) Da die Darstellung v = Aiby + ... + \.b, eindeutig ist, ist die Abbildung ¢g wie
behauptet wohldefiniert. Dass g zudem linear ist, rechnet man ohne Schwierigkeiten
direkt nach.

q.e.d.

Wir erinnern uns an die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv, die wir in
Abschnitt fiir allgemeine Abbildungen eingefiihrt haben (siehe Definition [1.36f). Fiir
lineare Abbildungen sind folgende Begriffe dann gebrauchlich.

Definition 12.7. Seien V., W K-Vektorraume und f : V' — W eine lineare Abbil-
dung.

(7) Ist f injektiv, so nennen wir f auch einen Monomorphismus.
(73) Ist f surjektiv, so nennen wir f auch einen Epimorphismus.

(23i) Ist f bijektiv, so nennen wir f auch einen Isomorphismus.

In diesem Zusammenhang sind folgende Begriffe ebenfalls niitzlich.

Definition 12.8. Seien V., W K-Vektorraume und f : V' — W eine lineare Abbil-
dung.

(7) Wir nennen

Bild(f) := f(V) = {f(v) : vEV}
das Bild von /.

(it) Fir w € W nennen wir f~!({w}) C V das Urbild oder die Faser von w
unter f (vgl. Definition [1.30)).

(¢4¢) Wir nennen

Kern(f) :== [ ({0}) ={veV : f(v) =0}

den Kern von f.

Bemerkung 12.9. Haben wir
oK™ 5 K™ s Aw

fir eine Matrix A € K™*", so gilt natiirlich Kern(f) = Kern(A). Weiterhin gilt Bild(f) =
(Aeq, ..., Aey), Bild(f) ist also genau der Spaltenraum der Matrix A (vgl. Satz [12.6)).
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Lemma 12.10. Seten V,W K-Vektorraume und f : V. — W linear. Dann ist
Bild(f) < W ein Teilraum von W und Kern(f) <V ein Teilraum von V.

Beweis. Ubung.
q.e.d.

Mittels dieser Begriffe konnen wir injektive bzw. surjektive Abbildungen klassifizieren.

s ~

Proposition 12.11. Seien V,W K-Vektorrdaume und f : V. — W linear. Dann
qgilt:

(1) f ist genau dann surjektiv, wenn Bild(f) = W gilt.

(13) f ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

Beweis.

(7) Dies ist genau die Definition von Surjektivitt.

(1) Sei zunéchst f injektiv. Dann enthélt nach Lemma Kern(f) = f~'({0}) hochs-
tens ein Element. Da nach Lemma f(0) = 0 gilt, folgt also Kern(f) = {0}.

Sei umgekehrt Kern(f) = {0} und seien v,v" € V mit f(v) = f(v’). Dann gilt

0=f(v) = f(v') = flv="2),

also v —v" € Kern(f) = {0}. Also folgt v = v/, so dass in der Tat f injektiv ist.

q.e.d.

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sétze in der linearen Algebra, dem Homo-
morphiesatz. Um diesen in voller Allgemeinheit zu formulieren, brauchten wir eigentlich
das Konzept des Quotientenraums, das wir hier jedoch nicht einfithren wollen.
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Satz 12.12 (Homomorphiesatz). Seien V,W K-Vektorriume, wobei V' endlich
erzeugt sei, und sei f 1V — W eine lineare Abbildung. Weiter sei (uq, ..., ux) eine
Basis von Kern(f) und (wy, ..., w,) eine Basis von Bild(f). Wahlen wir vy, ...,v, € V
beliebig, so dass f(v;) = wj, j =1,...,r, gilt, so ist

B = (Uy, .y Up, V1, vy Uy)
eine Basis von V. Insbesondere gilt die Dimensionsformel

dim V' = dim Kern(f) + dim Bild(f).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass B linear unabhéngig ist: Seien Ay, ..., A, pt1, ..., ttr € K
mit

AUy + oo+ Agug + vy + o+ v = 0.
Setzen wir u := Aju; + ... + A\yug € Kern(f). Dann folgt auch

0= f(0) = f(Mug + ... + Apug + pavg + ... + ppvy)
= f(u) + ;ulf(vl) +...+ ”rf(vr) = Hiwn + ..+ o Wy

Da (wy, ..., w,) eine Basis von Bild(f) und damit linear unabhéngig ist, muss daher p; =
... = pr = 0 gelten. Das bedeutet aber, dass

)\1U1 + ...+ )\kuk =0

gelten muss, also muss, da (uq, ..., ux) eine Basis von Kern(f) und damit linear unabhéngig
ist, auch Ay = ... = Ay = 0 gelten. Damit ist auch B wie behauptet linear unabhéngig.
Sei nun v € V' beliebig. Dann gilt f(v) € Bild(f), also kénnen wir

f(v) = w + ...+ hw, = A\ f(o) + ... + A f(oy) = Fqor + o+ Aoy)
fiir Ay, ..., A, € W, schreiben. Setzen wir v' = Ajv; + ... + A\, Es gilt dann
0=f(v) = f(v) = flv—1"),

also haben wir v — v' € Kern(f), also v — v € (uy, ..., ux). Nach Definition von v’ folgt
dann v € (uy, ..., ug, vy, ..., v,) , so dass B ein Erzeugendensystem von V ist. Damit folgt
die Behauptung.

q.e.d.

Zusammen mit der Beobachtung, dass lineare Abbildungen durch die Bilder einer Basis
eindeutig festgelegt sind (Satz [12.6]) erhalten wir daraus folgendes Korollar.
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Korollar 12.13. Seien V., W endlich erzeugte K -Vektorraume mit dimV = dim W
und sei f 1V — W eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist injektiv.
(13) f ist surjektiv.

(1ii) f ist bijektiv.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz gilt dim V' = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).
Nun ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt, also dann und nur dann, wenn
dim(Kern(f)) = 0 gilt. Das ist wiederum dquivalent dazu, dass dim(Bild(f)) = dim(V') =
dim(W). Das ist aber genau dann der Fall, wenn f surjektiv ist.

q.e.d.

Wir fithren zum Abschluss dieses Abschnittes noch einen wichtigen neuen Begriff ein.

Definition 12.14. Seien V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume und f : V — W
linear. Dann heift Rang(f) := dim(Bild(f)) der Rang der Abbildung f.

Bemerkung 12.15. Ist f : K™ — K™ v +— A .o fiir eine Matrix A € K™,
dann ist Rang(f) genau die Dimension des Spaltenraumes von A. Man spricht daher
auch vom Spaltenrang der Matrix A. Analog definiert man auch den Zeilenrang von
A. In der Tat gilt immer, dass der Spaltenrang und der Zeilenrang von A gleich sind,
was die Bezeichnung Rang(A) rechtfertigt. Dass Zeilenrang und Spaltenrang gleich sind,
ist einerseits vielleicht nicht iiberraschend, aber andererseits nicht so offensichtlich zu
beweisen wie man zunédchst meinen konnte. Wir verzichten hier allerdings darauf.

12.2 Abbildungsmatrizen

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass einerseits jeder K-Vektorraum der Dimension
n sich im Wesentlichen genauso verhilt wie der Standardraum K™*!, und andererseits
wollen wir zeigen, das wir so alle linearen Abbildungen durch Matrizen darstellen kénnen.

Definition 12.16. Seien V, W K-Vektorrdaume. Dann heiflen V, W isomorph, falls
ein Isomorphismus f : V — W existiert. Wir schreiben dann V' = W.
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Satz 12.17. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum mit Basis B = (vy, ..., vy,).
Dann existiert genau ein Isomorphismus

Pp: K™ =V, x> dp(x)

mit ®g(er) = vy,..., Pgle,) = v, wobei ey, ...,e, die Vektoren der Standardbasis

von K™ bezeichnen (siehe Beispiel .

Beweis. In Satz haben wir bereits gesehen, dass es genau eine lineare Abbildung
Pp : K™ — V gibt mit Ps(e;) = vj. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass es sich
hierbei um einen Isomorphismus handelt, dass ®5 also bijektiv ist. Dazu definieren wir
die lineare Abbildung
V- KM
indem wir W(v;) = e; festlegen und wir behaupten, dass U die Umkehrabbildung zu ®z
ist.
T
Dazu sei zunéichst x = | : | € K™! beliebig. Dann gilt

T

(Vo dg)(x) =V(Pg(rie; + ... + They)) = V(r1Pp(er) + ... + ,Ps(en))
=U(zv; + oo + 200,) = 21V (01) + ... + 2,V (0,) = z161 + ... + ThE, = 2.

Genauso rechnet man fiir v = \jv; + ... + A\, v, nach, dass
(Pgo¥)(v) =v

gilt, also ist ¥ = @gl die Umkehrabbildung von ®5 und ®5 somit bijektiv.
q.e.d.

Als weitere wichtige Folgerung aus Satz [12.6] erhalten wir folgende Beobachtung.

Proposition 12.18. Sei f: K™ — K™ ¢ine lineare Abbildung. Dann existiert
genau eine Matriz A € K™<", so dass fiir alle v € K™

fle)=A-x

gilt.

Beweis. Wir definieren die Matrix A, indem wir ihre Spalten als f(ey), ..., f(e,) festsetzen.
Dann gilt fiir die Abbildung

fa: K™Y 5 K™ 2 Az



KAPITEL 12. LINEARE ABBILDUNGEN 227

nach Konstruktion von A fa(e;) = f(e;). Da lineare Abbildungen durch Bilder einer Basis

eindeutig festgelegt sind (Satz [12.6]), sind die Abbildungen f und f4 gleich.
Auch die Eindeutigkeit von A folgt damit sofort, da jede Matrix B mit der gewiinsch-

ten Eigenschaft, wieder wegen Satz [12.6) B - ¢; = f(e;) erfiillen muss.
q.e.d.

Hiermit erhalten wir folgendes Resultat.

Satz 12.19. Seien V,W K-Vektorrdume und sei B = (vy, ..., v,) eine Basis von V
bzw. C = (wy, ..., wy,) eine Basis von W. Dann existiert zu jeder linearen Abbildung
[V = W genau eine Matriz ¢cfg € K™ " mit Eintrigen a;; € K, so dass fiir
alle j =1,...;n qilt:

fvj) = Z @ j Wi
=1

Beweis. Sei j € {1,...,n}. Da C eine Basis von W ist, existieren eindeutig bestimmte
Q1,55 -5 Amy,j € K mit

fvj) = Z @ jW.
=1

Dies definiert genau eine Matrix A € K™*" mit Eintrégen a, j, so dass die Behauptung

folgt.
q.e.d.

Definition 12.20. Seien die Bezeichnungen wie in Satz [12.19] Dann nennen wir
die Matrix ¢ fg € K™*" die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Basen B und

C.

Satz [12.19 erlaubt es also, dass, sobald Basen der Vektorrdume V und W festgelegt
sind, man fiir jede lineare Abbildung eine eindeutige Matrix assoziieren kann. Wir formu-
lieren dies noch einmal etwas anders.

Korollar 12.21. Seien V,W K-Vektorriume mit dim(V') = n und dim(W) = m.
Dann sind die Vektorrdume Hom(V, W) und K™*™ isomorph,

Hom(V, W) = K™*".

Beweis. Sei B eine Basis von V und C eine Basis von W. Dann ist die Abbildung

@ : Hom(V, W) — K™, [ cfs
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aus Satz [12.19| zunéchst bijektiv, denn man sieht mit Satz leicht ein, dass
(R K™ — HOl’Il(V, W), A= (ai,j) — (f V=W, Vj = Zai,jwi)
i=1

die Umkehrabbildung von ¢ ist.
Wir zeigen noch, dass ¢ linear ist: Seien f,g € Hom(V, W) und A € K. Weiter seien
a; j, b; ; die Eintrége der Matrizen ¢ fg bzw. ¢gp. Dann gilt fir alle j = 1,...,n

m m

(f +29)(0) = f(v;) + Ag(v;) = D aijw; + XY bijw; = > (aij+ Abi ),

i=1 i=1 i=1

das heifit, es gilt in der Tat

o(f+Ag) =c(f+Ag)s=rcfs+ Acgs = p(f) + Ap(g).

q.e.d.

Beispiel 12.22. 1. Sei V = W = R[X]<3 und wihlen wir Basen B = C = (1, X, X?, X3).
Die Abbildung
f:V—aWp—=2p+p —Xp’

ist, wie man leicht nachrechnet, linear. Es gilt
f(1)=2-140-X-0=2-1, f(X)=2X+X-X -X"=1+2X,

f(XQ) 2X2+<X2>,—X'(X2>H:2X27

FX?) =2X3 + (X3 — X(X3)" = —=3X?% + 2X°.

Damit finden wir

210 0
o220 o s

sfs=10 ¢ o _3| €K
000 2

2. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung

v
£oK o g2 v; (U + 209 — v
’ ’ v (%) —|—2U3
3

linear ist. Sei B = (ey,e9,e3) die Standardbasis von K3*! und C = (€}, ¢}) die
Standardbasis von K?*!. Dann gilt

f(el) = ((1)) = 6/17 f(ez) = <?> = 26’1 + 6’2> f(eg) = ( 21> = —6’1 + 26/2.
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Damit kénnen wir die Abbildungsmatrix beziiglich der Basen B und C ablesen als

— 12 -1 2x3

Wihlt man allerdings andere Basen, erhilt man (in der Regel) auch eine andere
Abbildungsmatrix. Wahlen wir etwa die Basen

1 1 1
B/: b1: 0 ,62: 1 ,b3: 1
0 0 1

und

so finden wir

F(by) = (é) — o1, quadf(by) = (3) — %+ flb) = (g) — ¢+ 30,

also haben wir
For = 1 2 -1
“/B=\o 1 3 )

12.3 Matrixmultiplikation

—_

Wie wir in Lemma [12.5 gesehen haben, sind Verkettungen von linearen Abbildungen
wieder lineare Abbildungen. Mit Blick auf den letzten Abschnitt stellt sich die Frage, wie
sich diese Verkettung auf Abbildungsmatrizen iibertrégt.

Satz 12.23. Seien U,V,W K-Vektorriume und sei A = (w1, ...,u,) eine Basis von
U, B=(vy,...,v,) eine Basis von V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis von W. Weiter
seien f U — V und g : 'V — W lineare Abbildungen mit Abbildungsmatrizen
B = pfa € K™ und A := ¢cgg € K™*". Die Eintrige der Matrizen A und B
bezeichnen wir mit a; ; bzw. b; ;.
Dann gilt

c(gofla=Ce K™

mit Eintrdgen

n
Ci,j = E ai7kbk7j, Z = 1, ey, 1, j = 1, coog [Do
k=1

Beweis. Sei j € {1,...,p}. Nach Definition ist dann die j-te Spalte von C' gegeben durch
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so dass (g o f)(u;) = > 1", ¢ jw; gilt. Nach Definition der Abbildungsmatrix gilt nun

(go f)lu;) =g (f(u;) =g (Z bk,j“k) = Z br,jg9(vr) = Z b ; Z @i kWi
k=1 k=1 k=1 i=1
=1 k=1

Da die Darstellung eines gegebenen Vektors beziiglich einer Basis eindeutig ist, folgt somit
wie behauptet

n
Cij = E g by .
k=1

Satz [12.23| motiviert nun folgende Definition.

Definition 12.24. Seien A € K™*" und B € K"*P Matrizen mit Eintrégen a;
bzw. b; ;. Dann definieren wir ihr Produkt als

A-B=C

mit Eintrédgen

n
Ci,j = E ai,kbk,j7 2 = 1, saog Ul j = 1, sa0g (26
k=1

Bemerkung 12.25. Speziell fiir p = 1 ist das Matrix-Produkt aus Definition[12.24] genau
das Matrix-Vektor-Produkt, das wir bereits in Definition [10.8| eingefiithrt haben.

Beispiel 12.26. Seien

2 0 -2 1 0
— Lo 2 =3 2x4 _ 1 -3 4 4x3 _ | _ 3x2
A_<2 1 1 0>6R , B= 0 1 9 eR*™, (C= 02?; e R°*°.
-1 =3 0

Das Produkt zweier Matrizen ist genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten der
ersten Matrix genau die Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix ist. Das heif3t, es sind genau
die folgenden Produkte von jeweils zweien der obigen Matrizen definiert:

2 =2
7T =5
-2 5
7 -9

A-B:<5 11 2>€R2><37 B.C — € R,

5 —4 =2



KAPITEL 12. LINEARE ABBILDUNGEN 231

10 2 -3
C-A=1[4 3 -7 6 | e R4
21 -1 0

Bemerkung 12.27. Schon aus der Definition des Matrixproduktes ist ersichtlich, dass es
im Allgemeinen nicht kommutativ ist, dann wenn A- B definiert ist, ist es nicht unbedingt
der Fall, dass B- A auch definiert ist (vgl. Beispiel . Gilt A, B € K™, so sind stets
A - B und B - A definiert, aber auch dann gilt in der Regel A- B # B - A, denn etwa fiir

=0 4) ()

-1 11 2 -1
A-B= ( 3 _7> und B-A= (—6 _10).
Durch den Zusammenhang mit linearen Abbildungen lassen sich die folgenden Aussa-
gen iiber das Matrixprodukt leicht beweisen.

gilt

Lemma 12.28. Seien A € K™*" B, B’ € K™? C € KP*? Matrizen und \ € K.
Dann gilt

(1) A-(B+AB')=A-B+)A-B
(i) A-(B-C)=(A-B)-C
(14i) Fiir die Einheitsmatriz I, bzw. I, (vgl. Deﬁmtion qilt I,,-A=A-I, = A.

Beweis. Seien U, V, W, X endlich-dimensionale Vektorrdume mit fest gewéhlten Basen
und f: W = X, q9,¢:V — W, h:U — V lineare Abbildungen. Dann gilt fiir alle v € V

(f o (g +Ad))(w) = flg(v) + Ag'(v)) = fg(v)) + Af(g'(v)) = (f 0 9)(v) + A(f © ') (v),
also haben wir die Gleichheit der Abbildungen

folg+Ag)=(fog)+A(foyg).

Genauso gilt fiir v € U, dass

(fo(goh))(u) = f((goh)(w) = flg(h(u)) = (fog)(h(u)) = ((feg)oh)(u),
also
folgoh))=(fog)oh.
Der Ubergang zu Abbildungsmatrizen liefert nach Satz und Korollar bzw.

Satz [12.23 dann die Behauptungen fiir Matrizen. Fiir Teil (i4i) ist zu beachten, dass die
Einheitsmatrix (beziiglich jeder Basis) zur Identitétsabbildung

idy:V—=>V v=w
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korrespondiert, das heift fiir jede Basis B von V' gilt

g(idy)s = I,.

Bemerkung 12.29. Es wére auch moglich, Lemma [12.28| direkt aus der Definition des
Matrixproduktes zu zeigen, zumindest fiir das Assoziativgesetz (ii) erfordert es einige
Anstrengung, den Uberblick iiber die Indizes zu behalten.

Eine wichtige Operation fiir Matrizen, die eine etwas involviertere Entsprechung auf
der Seite der linearen Abbildungen hat, auf die wir hier nicht nidher eingehen wollen, ist
die folgende:

Definition 12.30. Sei

a1 12 (an
A a2 1 a2 a2 n - Kmxn
Qm,1 Gm2 - Qmn

eine m X n-Matrix. Dann heifit

ari Qa1 e
Atr _ aiz a2 am,2 - Knxm
A1 A2 ... Gmn

die zu A transponierte Matrix.

Beispiel 12.31. Man erhélt die transponierte Matrix, indem man Zeilen und Spalten der
Matrix vertauscht: Fiir

0o 4 -2 3
A=12 -1 =2 1 | eR¥>
5 2 3 -4
haben wir
0 2 5
4 -1 2
tr __ 4x3
A _9 _9 3 e R*.

3 1 —4
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Will man das Produkt zweier Matrizen transponieren, ist folgende Beobachtung wich-
tig.

Proposition 12.32. Seien A € K™ und B € K™*P Matrizen. Dann gilt

(A . B)tr — Btr . Atr‘

Beweis. Wir setzen C := A- B € K™*? und bezeichnen die Eintrige der Matrizen wie
tiblich mit a; j, b; j, ¢; ;. Den (i, j)-ten Eintrag von C*" erhélt man dann aus der Definition
des Matrixproduktes als
n
Cii = k- by
k=1

Der (i, j)-te Eintrag von B - A ist nach Definition gegeben durch

n
E biij k.,
=1

also folgt die Behauptung.
q.e.d.

Wir befassen uns nun noch etwas genauer mit quadratischen Matrizen, die also die
gleiche Anzahl Zeilen und Spalten haben.

Satz 12.33. Der Vektorraum K™ " bildet mit der dtblichen (eintragweisen)
Matriz-Addition und Matriz-Multiplikation (vgl. Definition einen mnicht-
kommutativen Ring, d.h. es gelten alle Figenschaften aus Definition |3.1], aufler
dem Kommutativgesetz der Multiplikation (M1).

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma [12.28| (Assoziativ- und Distributivgesetz, sowie Exi-
stenz der 1) und Beispiel (Eigenschaften der Addition).
q.e.d.

Beispiel 12.34. Der Ring K™*" enthilt so genannte Nullteiler, d.h. es kann vorkom-
men, dass A- B =0 gilt, aber A # 0 und B # 0 ist, z.B. gilt

G2 )-00)

In einem Ring besitzt bekanntlich nicht unbedingt jedes Element ein multiplikativ
Inverses. Diejenigen, die ein Inverses besitzen, nennt man Einheiten. Speziell im (nicht-
kommutativen) Ring K™*" haben die Einheiten einen eigenen Namen:
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Definition 12.35. Eine Matrix A € K™*" heifit invertierbar, falls eine Matrix
B € K™ existiert mit
A-B=1,.

Wir schreiben dann B = A~! und nennen B die zu A inverse Matrix.
Die Menge
GL,(K) :={A € K™" : Aist invertierbar}

der invertierbaren Matrizen nennt man auch die generelle lineare Gruppe vom
Grad n iiber K.

Bemerkung 12.36. Man iiberlegt sich leicht, dass die inverse Matrix einer Matrix A,
sofern diese existiert, eindeutig bestimmt ist, und dass auch A= - A = I, gilt.

Invertierbare Matrizen konnen wir wie folgt charakterisieren.

Satz 12.37. Sei A € K™ ". Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.

(1) A ist invertierbar.

(i1) Die lineare Abbildung f : K™ — K™ v A-v ist bijektiv.

(iv) Die Spalten von A sind linear unabhingig.

)
)
(i11) Die Spalten von A bilden eine Basis von K™
)
)

(v) Die Spalten von A erzeugen den Raum K"*!.

Beweis. (i) = (ii): Sei A~! die inverse Matrix zu A. Betrachten wir dann die lineare
Abbildung
g: K™ 5 K™ v A7

Dann gilt fiir alle v € K™%}

(fog)w)=flg(w) =f(Av)=A- (A" v)=(A- AT ) v=I v=v

und

(go W) =g(f() =g(A-v)=A"" (A-v)= (A" A) v=1v=0,
also ist g die inverse Abildung zu f und somit ist f bijektiv.

(1) = (ii1): Eine lineare Abbildung von K™*! in sich selbst ist genau dann bijektiv,
wenn sie eine Basis auf eine Basis abbildet. Die Abbildung f bildet nach Definition die
Standardbasis (e, ..., e,) von K™*! auf die Spalten von A ab, also folgt die Behauptung.

(7i1) = (iv): Eine Basis ist nach Definition insbesondere linear unabhéngig.
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(iv) = (v): Nach Voraussetzung sind die n Spalten von A linear unabhingig. Nach

dem Basiserginzungssatz [11.24] kann man diese also zu einer Basis von K™*! ergiinzen.
Jede solche Basis hat aber genau n Eintréige, also miissen die Spalten von A bereits eine
Basis und damit ein Erzeugendensystem von K™*! bilden.

(v) = (i): Nach Voraussetzung bilden die Spalten vy, ..., v, von A ein Erzeugendensy-

stem von K™, d.h. fiir jeden Standardbasisvektor e;, j = 1, ..., n, existieren by ;, ..., b, ; €
K mit

bl,jvl + ...+ bn,jvn = €;.

So definiert man eine Matrix B € K"*™, so dass
A-B=1,

gilt, da ey, ..., e, genau die Spalten der Einheitsmatrix sind. Damit ist A invertierbar.
q.e.d.

Mit Satz [12.37] erhédlt man auch direkt ein effizientes Verfahren, um inverse Matrizen

zu bestimmen (bzw. zu erkennen, ob diese existieren oder nicht).

Verfahren 12.38 (GAUSs-JORDAN-Algorithmus).
INPUT: A e K™

OUTPUT: A~!, sofern existent.

Algorithmus:

1. Initiiere die erweiterte Matrix (A|1,).
2. Bestimme die strikte Zeilenstufenform E von (A|l,).

3. Ist E von der Form ([,|B) so gilt B = A™! gibt es eine Stufenspalte mit
Index > n, so ist A nicht invertierbar.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis der Implikation (v) = (i) in Satz|12.37]
q.e.d.

Beispiel 12.39. Sei
4 -2 —4
A=| 3 -3 -3| eR¥s3
-1 1 0
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Wir wollen A~! (sofern existent) mit Hilfe des GAUSS-JORDAN-Algorithmus bestimmen.
Wir haben

4 —2 —4[100\Pe» /1 -1 0l0 0 —1
AL = 3 =3 =3lo 10 |™&Y[3 -3 3/01 o0
1 1 0/00 1 4 -2 410 0
M(2,-1/3)
A9 (1 -1 0[0 0 ~1\ Meum /1 -1 0l 0 0 -1
5l o 0 -3l0 1 3 2, 0 1 -2/12 0 2
0 2 —4/10 4 0 0 1/ 0 —1/3 —1
Ae32 (10 0[1/2 ~2/3 1
200 01 0]1/2 —2/3 0
00 1] 0 —1/3 —1

Wir lesen also ab, dass A invertierbar ist, und dass

1/2 —2/3 —1
At=11/2 =2/3 0
0 —-1/3 -1

gilt.

Bemerkung 12.40. Speziell fiir 2 x 2-Matrizen gibt es eine recht einfache Formel fiir die

inverse Matrix, die man durch direktes Nachrechnen {iberpriift:

Eine Matrix A = <CCZ 4) € K?*2 ist genau dann invertierbar, wenn die Determi-

nante det(A) := ad — bc # 0 ist. Dann haben wir

1 d —b
Al = .
ad — be (—C a )

Eine prinzipiell dhnliche, aber deutlich kompliziertere Formel gibt es auch fiir allge-
meine n X n-Matrizen, diese nennt man dann CRAMER’sche Regel, die wir im zweiten Teil
der Vorlesung genauer kennenlernen werden und die iibrigens urspriinglich von LEIBN1Z
gefunden wurde.

Zum Abschluss kehren wir noch einmal ganz an den Anfang dieses Teils der Vorlesung
zuriick und erinnern uns an die elementaren Zeilenumformungen (siche Lemma |10.11]).
Diese lassen sich alle durch eine Matrixmultiplikation beschreiben.

Lemma 12.41. Sei A € K™*™ beliebig. Wendet man eine elementare Zeilenope-
ration auf A an, so ist das Ergebnis genau T - A, wobei man T € K™*™ aus der
FEinheitsmatriz 1, erhdlt, indem man die Zeilenoperation auf diese anwendet.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung anhand der Zeilenoperation A(i, j, ). Die behaup-
tete Matrix 7" ist dann gegeben durch

10 .0

01

T=|: - o €K™
0 w1

wobei « genau an der Position (i, 7) in T steht. Fiir k& # i ist die k-te Zeile der transfor-
mierten Matrix einfach die k-te Zeile von A, genau wie bei T'- A. Fiir k = i ergibt sich fiir
den /-ten Eintrag der transformierten Matrix genau a; ¢ + «a; ., fiir den entsprechenden
Eintrag in T - A haben wir

m
E bipQre = QG 0 + Qg
r=1

Fiir die iibrigen Zeilenoperationen zeigt man dies genauso.
q.e.d.

Definition 12.42. Die Matrizen 7' aus Lemma [12.41] nennt man Elementarma-
tizen.

Fiir invertierbare Matrizen erhalten wir folgenden wichtigen Satz, der in gewisser Weise
nichts anderes ist als eine Umformulierung des GAUSS-JORDAN-Algorithmus [12.38]

Satz 12.43. Jede invertierbare Matriz A € GL,(K) ldsst sich als Produkt von end-
lich vielen Elementarmatrizen schreiben. Insbesondere sind alle Elementarmatrizen
vertierbar.

Beweis. Da jede elementare Zeilenoperation invertierbar ist und jedes Inverse wieder eine
elementare Zeilenoperation ist, ist sofort klar, dass alle Elementarmatrizen invertierbar
sind und ihr Inverses wieder eine Elementarmatrix ist.

Nach dem GAUSs-JORDAN-Algorithmus[12.38und Lemmall2.41]existiert ein endliches

Produkt B von Elementarmatrizen, sagen wir
B=Ty-.. Ty,

so dass

B- <A|In) = (In|A_1)

gilt. Nach Definition des Matrixproduktes sieht man zudem ohne Schwierigkeiten ein, dass

B-(AlL) = (B-AB-1,) = (B- AB).
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Daraus ergibt sich direkt, dass B = Ty -...- T} = At gilt, also lsst sich A~! als Produkt
von Elementarmatrizen schreiben.
Betrachten wir nun die Matrix

C=T7" .. Ty
Diese ist offenbar ein Produkt von Elementarmatrizen und es gilt

C-A =17t TN (T T = (T T - (T T) (Tn—y - .- Th)
=]
= (T T - (T - Tnoy) (Ty—g - Th) = . = 1.
N’
=I,

Damit folgt C'= (A7')~! = A, also was wir behauptet hatten.
q.e.d.

Korollar 12.44. Seien A, B € GL,,(K) invertierbare Matrizen. Dann ist auch A-B
wmvertierbar und es gilt

(A-B)y'=B"1.4A"1

Beweis. Wie wir im Beweis zu Satz gesehen haben, ist jedes Produkt von Element-
armatrizen invertierbar. Nach Satz [[2.43] lassen sich A und B beide als Produkte von
Elementarmatrizen schreiben, damit wegen der Assoziativitidt der Matrixmultiplikation
(vgl. Lemma auch A - B, so dass A - B in der Tat invertierbar ist.

Weiterhin gilt

(A-B)- (B AY=A-(B-BHYA'=A.-4"=1,
N——

womit das Korollar bewiesen ist.



Anhang A
Das Griechische Alphabet

Buchstabe Name
Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda

S

NEDP S

@
\.’\'“\_
>
NI ym@ésf\m =2 ™ 0
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2R

Omikron
Pi
Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi
Chi
Psi
Omega

u 3 \.\,
~"~3 o M
NI

S gam
=)

A
E@xgc S
AS)

D &
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Anhang B

Ableitungen einiger wichtiger
Funktionen

| f(@) ['(z)
x% a€eR az®!
exp(z) = e” exp(z) = e
sin(z) cos(z)
cos(x) — sin(z)
tan(x) COS%( g =1+ tan?(z)
sinh(z) = £=¢ cosh(x)
cosh(z) = <2¢ sinh(x)
log(x) .
arcsin(x), —1 <z <1 11_x2
arccos(z), —1 <z <1 - 11712
arctan(z) 1+1952
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