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Aufgabe 1. Es sei
H={r € C:Im(r) > 0}

die komplexe obere Halbebene und

SLy(Z) = {(Z Z) :a,b,c,deZ,ad—bc:l}

die spezielle lineare Gruppe der ganzzahligen 2 x 2 Matrizen mit Determinante 1.

(1) Was ist die inverse Matrix von (2%) € SLy(Z)? Wie sicht die inverse Matrix aus,
wenn die Matrix invertierbar ist, aber nicht Determinante 1 hat?

(2) Zeigen Sie: Zu gegebenen ¢,d € 7Z mit ggT(c,d) = 1 existieren a,b € Z so dass die
Matrix (¢ %) in SLy(Z) liegt.

(3) Zeigen Sie: Zwei Matrizen M, M’ € SLg(Z) haben genau dann dieselbe untere Zeile
(c,d), wenn es ein n € Z gibt so dass

(1 n /
e (3 1) ar

(4) Essei 7 € Hund (¢%) € SLy(Z). Zeigen Sie die Formel
Im (CLT + b) ~Im(7)

cr+d) et +d?

Wie dndert sich die Formel, wenn die Matrix nicht Determinante 1 hat?
(5) Zeigen Sie, dass SLa(Z) mittels Mébiustransformationen

a b _ar+b
c d)T T or +d
auf H operiert.

(6) Zeigen Sie: Definieren M, M’ € SLy(Z) dieselbe Mobiustransformation auf H, so gilt
M = £M'.
(7) Zeigen Sie, dass die Cayley-Transformation
T—1
T+

die obere Halbebene H bijektiv auf den offenen Einheitskreis D = {w € C : |w| < 1}
abbildet. Geben Sie insbesondere die Umkehrabbildung D — H an.

T

Losung.
(1) Die inverse Matrix von M = (2%) € SLy(Z) ist

4 (d -b
M _<_C )

1



Hat M nicht Determinante 1, so muss man noch durch die Determinante von M teilen,

also )
d —=b
M= .
det(M) (—c )

(2) Nach dem Lemma von Bézout gibt es zu teilerfremden ganzen Zahlen ¢, d € Z ganze
Zahlen b,d mit ad — bc = 1, also liegt die Matrix (24) in SLy(Z).
(3) Fiir M = (2%) und M’" = (% %) berechnet man

_ a v\ (d -b dd—Ubtc abl —adb 1 n
M/M1:<c d) <—c a>:< 0 ad—bc>:<0 1>
mit n = ab’ — d'b.
(4) Wir berechnen
ar+b  (at +b)(cT+d) ac|t|® + adr + beT + bd
ort+d ler + dJ? - ler + dJ?
Wir erhalten

Im (aT + b) _ (ad —bc)Im(7)  Im(r)
cr+d let +d|2 |er +dJ?
(5) Esist klar, dass IT = 7 gilt. Man rechnet direkt nach, dass M(N7) = (M N)r fiir alle
M, N € SLy(Z) gilt.
(6) Es seien M, M’ € SLy(Z) mit M7 = M'r fiir alle 7 € H. Es folgt M~'M'r = 7. Es
geniigt daher zu zeigen, dass aus M7 = 7 schon M = +1 folgt. Ist M7 = 7, so gilt
at +b

CT+d_T

und somit
et +(d—a)T—b=0.
Daraus folgt ¢ = b =0 und a = d, woraus wir wegen ad — bd = 1 und a,d € Z auch
a = d = +£1 erhalten.
(7) Man rechnet nach, dass T7i| < 1 fiir alle 7 € H gilt, so dass die Abbildung wohldefi-

niert ist. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

T—1

Cw—1
w1 ,
—w+1
wie man durch Einsetzen nachpriift. Man kann sie bestimmen, indem man die Ab-

bildung 7 ;—jr; als Mobiustransformation zur komplexen Matrix (% _ZZ) schreibt.
Dann ist die Umkehrabbildung gegeben durch die Mobiustransformation zur inversen

Matrix.

Aufgabe 2. Eine ganzzahlige bindre quadratische Form ist von der Form

Q(z,y) = Az? + Bxy+ Cy?, A,B,C € Z.
Die Diskriminante von @ ist die Zahl D = B? —4AC. Es sei Qp die Menge aller ganzzahligen
binédren quadratischen Formen der Diskriminante D.

(1) Finden Sie fir jedes D € Z mit D = 0,1 (mod 4) jeweils eine ganzzahlige binére
quadratische Form der Diskriminante D.



(2) Zeigen Sie, dass die Gruppe SLy(Z) mittels

(@ o (Z Z)) (2,9) = Q(azx + by, ca + dy)

von rechts auf Qp operiert.
(3) Es sei @ eine ganzzahlige bindre quadratische Form. Zeigen Sie die Formel

Q <Z;iz,1> = (et +d)? (Qo <Z Z)) (r,1)

fiir alle (2 %) € SLy(Z) und 7 € H.
(4) Fiir D > 0 und k € Z mit k > 2 definieren wir die Funktion

1
ol = 20 g iw

QeQp

Man kann zeigen, dass die Reihe absolut und lokal gleichmé&f8ig konvergiert, und daher
eine holomorphe Funktion auf H darstellt. Zeigen Sie, dass fi p die Funktionalglei-
chung

ar +b
fr,0 <671d> = (et + d)* fi.p(7)

fiir alle (¢ %) € SLy(Z) und 7 € H erfiillf]]

Losung 2. Die Rechnungen werden etwas einfacher, wenn man Q(x,y) als Matrixprodukt

Qz,y) = (z ) (B% Bc/'2> @)

o= () (i "))

(1) Falls D = 0 (mod 4), also D = 4n fiir ein n € Z, so hat die quadratische Form
Q(z,y) = 2% — ny? Diskriminante D. Falls D = 1 (mod 4), also D = 1 + 4m fiir ein
m € 7Z, so hat die quadratische Form Q(z,y) = 22 + 2y — my? Diskriminante D.

(2) Beachte, dass die Diskriminante D von @ gleich —4 det ( Bf}2 Bé2) ist. Die Diskrimi-
nante von ) o M ist also gleich

—adet (M1 (0, 22 ) M) = —adet (5,727 ) =D,

schreibt. Dann ist

da die Determinante multiplikativ ist und det(M?) = det(M) = 1. Man sieht leicht,
dass QoI = Q und Qo (MN) = (Qo M)o N fiir M, N € SLy(Z) gilt, d.h. SLo(Z)
operiert von rechts auf Qp.

Man sagt, dass fr,p wie eine Modulform vom Gewicht 2k transformiert.



(3) Wir berechnen
Q <ZTT121> = (g 1 (B 2 B/2> <21113)
=(cr+d)?(ar+b er+d) <Bf}2 BC/2> (ZTTIS>
()0 G B
= (cr +d) 2 (Q o (Z Z)) (7, 1).

(4) Mithilfe der letzten Teilaufgabe berechnen wir

at +b 1
fo () = X gy

QeQp cT+d?

1
:(CT—I—d)% Z (QO(CLZ))(T,I)k

QEQp
= (er + d) 2k
3 T

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass Q) o M mit ) ebenfalls die ganze
Menge Qp durchliduft, d.h. dass die Reihe nur umgeordnet wird.

Aufgabe 3. Eine Partition einer natiirlichen Zahl n ist eine Zerlegung n = A\; 4 - - - + Ax mit

natiirlichen Zahlen 1 < \y,..., Ay < n. Zum Beispiel ist 5 = 1+ 143 eine Partition von 5. Fiir

n € N sei p(n) die Anzahl aller Partitionen von n, wobei wir ohne Beachtung der Reihenfolge
zéhlen. Es ist z.B. p(3) = 3, weil es die Partitionen 3 =3,3=2+1und 3 =1+ 1+ 1 gibt.

(1) Berechnen Sie p(1),...,p(6) per Hand.
(2) Es sei p(n, k) die Anzahl der Partitionen von n mit genau k£ Summanden. Zeigen Sie

= Zp(nv k)v
k=1

und dass die p(n, k) rekursiv gegeben sind durch p(n,1) = 1 und p(n,n) = 1 und
(3) Machen Sie sich klar, dass

= 1

Zp Hl_qk

k=1

gilt (wobei wir p(0) =1 setzen)ﬂ

2Wir werden spiter sehen, dass die Funktion 7(7) = qu4 [1:2,(1 —¢™) mit ¢ = *™" eine Modulform vom
Gewicht 1/2 ist. Daher ist die erzeugende Reihe der Partitionsfunktion eine Modulform vom Gewicht —1/2.



Losung 3.
(1) Es gilt
p(1)=1, p(2)=2, pB)=3, p4)=5 p(’)=7 p6) =11

(2) Es sei P(n) die Menge aller Partitionen von n, so dass p(n) = #P(n), und P(n, k)
die Menge aller Partitionen von n mit genau k Teilen. Es gilt offenbar

n

P(n) = P(n,k)

k=1

als disjunkte Vereinigung, woraus p(n) = >";'_, p(n, k) folgt.

Es sei nun Pj(n, k) die Menge aller Partitionen von n mit genau k Teilen, die
mindestens eine 1 enthalten, und Pa(n,k) die Menge aller Partitionen von n mit
genau k Teilen, die keine 1 enthalten. Es gilt dann also

p(n, k) = #Pi(n, k) + #P(n, k).
Die Abbildungen
Pi(n,k) = Pn—1,k—1), (A,...; —1,1) = (A1,...,  \p1)
und
Py(n,k) — P(n—k,k), (A,...; )~ M —1,...,\—1)
sind Bijektionen (man schreibt leicht die Umkehrabbildungen hin), so dass
#Pi(n,k)=pn—1,k—1), #P(n,k)=pn—k,k).

Wir erhalten die behauptete Bijektion.
(3) Mit der geometrischen Reihe erhalten wir

o0 1 [SSIIeT)
II T I1> e
k=1 k=1a=0
[e's) ) ) [e'e)
(£ EEAE)
a1=0 as=0 a3=0 as=0
o0

— E qa1+2a2+3a3+4a4+...

ai,a2,a3,...=0
[e.@]
= Z#{(al,...,an) € N{ : a1 + 2a2 + 3az + 4aq + - - - + na, = n}q".
n=0
(die Rechnung ist formal natiirlich nicht ganz richtig). Fasst man a; als die Anzahl

der j’s in einer Partition auf, so sieht man, dass die obige Anzahl genau die Partiti-
onsfunktion p(n) ist.



Aufgabe 4. Installieren Sie sage math (https://www.sagemath.org/de/ )E| und schreiben Sie
jeweils ein Programm, dass die folgenden Aufgaben 1ost:

(1) Gib ‘Hello world!” aus.
(2) Gib alle Primzahlen zwischen 1 und n aus, fiir ein vom Benutzer gegebenes n.
(3) Wir reprisentieren eine binire quadratische Form Q(z,y) = Ax? + Bxy + Cy? in

sage als Liste [A, B, C]. Schreiben Sie jeweils ein Programm, dass auf Eingabe von

Q = [A, B, (] folgende Aufgaben 16st:

(a) Berechne die Diskriminante von Q.

(b) Berechne Q(x,y) fiir gegebene z,y € R.

(c) Berechne @ o M fiir eine gegebene Matrix M € SLo(Z).

(4) Berechne die Partitionsfunktion p(n).

3 Alternativ kénnen Sie sich einen Account bei cocalc.com erstellen, und sage im Browser benutzen.
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