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Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass jede Matrix endlicher Ordnung in I' konjugiert ist zu einer der
Matrizen

+I, 4S5, £TS, +(TS)?>, +ST, +(ST)%
Hinweis: Jede Matrix M € I' endlicher Ordnung ist iiber C diagonalisierbar, und ihre beiden

Eigenwerte sind zueinander konjugierte Einheitswurzeln. Was folgt daraus fiir |tr(M)|?

Lésung. Sind beide Eigenwerte +1 oder —1, so ist M gleich +I oder —1I, und wir sind fertig.
Andernfalls ist [tr(M)| = £+£ < 2. Daher ist M elliptisch, das heifit, M hat einen eindeutigen
Fixpunkt 79 € H. Es gibt ein IV € I' so dass 11 = N1g € F. Weiter gilt

NMN ‘7 = NMN "Nty = NMmy= N1y =74,

und die Matrix NM N1 ist von £ verschieden (sonst wiire schon M = 4I). Damit hat 7
nichttrivialen Stabilisator. Nach einem Satz aus der Vorlesung ist 7 € {4, p, p*}, und NM N~}
ist eine der oben angebenen Matrizen (da diese Matrizen genau die elliptischen Matrizen sind,
die einen Fixpunkt in F haben).

Aufgabe 2. Es sei f : H — C eine holomorphe 1-periodische Funktion mit Fourierentwick-
lung

o0

f@) = > as(n)q".

n=—oo

Zeigen Sie die Formel
1
af(n) = /0 f @ +iy)e > dg,

wobei y > 0 beliebig gew&hlt werden kann.
Loésung. Wir setzen die Fourierreihe von f in das Integral ein:

1 1
/ f($ + Z»y)efZﬂ'in(x+iy)dx _ / Z af (m)627rim(:p+iy)ef27rin(ac+iy) dr
0 0 m=0

o0

1
_ af(m)e%r(mn)y/ 627Ti(mfn):rdx _ CLf(?’L)
0

m=0
)1, m=n,
10, m#n.
Insbesondere sehen wir, dass das Integral nicht von der Wahl von y > 0 abhéngt.
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die normalisierte Eisensteinreihe Fjy durch die Formel
Ep(z)= > 1M
MeT\I'

gegeben ist, wobei I'o = {£T" : n € Z}.

Loésung. Wir haben Ej definiert als

1 1
R SN U
2¢ (k) 2¢(k) (e.d)€Z2\{(0,0)}

In der Summe in Gy, schreiben wir (¢,d) = n(c/,d’) mit n = ged(e,d) und ged(d,d’) = 1.
Dann erhalten wir

Ek:gcl(k)zn_k Z (CT—I—d)_k:é Z (er 4+ d)7*.

n=1 c,d€Z =
ged(e,d)=1 ged(e,d)=1

Wir definieren T, = {T" : n € Z} = I'oo/{=£1}. Dann gilt

Z 1|kM:% Z 1] M.

MeT\T MET\I

Man erhilt ein Reprisentantensystem von I's,\I', indem man zu jedem Paar (¢, d) teilerfrem-
der ganzer Zahlen eine Matrix
_fap bo
qu = ( c d> el

wihlt (dabei sind ag, by € Z mit agd — bpc = 1 beliebig). Wir erhalten

% Z 1"“M:% Z j(Mc,d,T)_k:% Z (et +d)~% = Ej,.

MeT o \I c,deZ c,dEZ
ged(e,d)=1 ged(e,d)=1

Aufgabe 4. Die Bernoulli-Zahlen B,, sind definiert durch

e}

=Y om
et —1 "l
n=0

(1) Berechnen Sie By, B; und Bs per Hand.
(2) Zeigen Sie, dass B,, = 0 fiir alle ungeraden n > 3 gilt.
(3) Zeigen Sie, dass
m
B
Z n'(m—77;+ 1)! =0
n=0"" )
fiir m > 1 gilt.
(4) Zeigen Sie, dass B,, € Q fiir alle n € Ny gilt.



Losung.
(1) Setzen wir f(z) = =%~ so gilt B, = f(™(0). Da man 0 nicht direkt einsetzen kann,

er—1
betrachten wir den Grenzwert lim,_q f(”) (0). Wir berechnen mit der Regel von de
I’Hospital:
. .1
o=y ) =y =1
o , et —=T1—ze® —x __}. __1
Br=lm o) = =y = I 5 =gy = 3 /@) = =3
e —xe (e — 1) — 2e¥(e” — 1 — xe”)
Bz = lim f7(z) = lim (e —1)3
. 3—3e" 4+ x+ 2zxe” .oet—1+42x Lo —eT4+2 1
= lim =lim ——=1lim —— = —.
z—0 3(e* — 1)2 a—0  6(e® —1) z—0 6e* 6

(2) Man rechnet nach, dass die Funktion
s . %
e? —1 2

gerade ist, also g(z) = g(—=z) erfiillt. Daher hat sie eine Taylorentwicklung der Form

g(z) =

Andererseits haben wir

Koeffizientenvergleich liefert B, = 0 fiir alle ungeraden n > 3.
(3) Wir betrachten die Funktion

sl
r oz [T (k—1)!
k=1 k=0
Multiplikation mit %5 liefert
o n oo k o0 m
x T B
S I I DS
| | | — |
= &= (k+1)! = L=nl(m—n+1)
Daraus folgt
m
B
Z n'(m—7z+ 1)! =0
n=0"" ’
fiir m > 1.
(4) Aus der letzten Teilaufgabe folgt
B - 1, falls m = 0,
me —m/! Z:Zn;()l m, falls m > 0.

Daraus erhélt man leicht per Induktion, dass alle B, rational sind.



Aufgabe 5.

(1) Berechnen Sie die ersten drei Fourierkoeffizienten von Eg mittels der Formel aus der
Vorlesung.

(2) Berechnen Sie die ersten drei Fourierkoeffizienten von A durch Ausmultiplizieren der
Produktentwicklung

A(r)=q ] —-q"*
n=1

Aufgabe 6. (Sage) Schreiben Sie jeweils ein Programm, das die folgenden Aufgaben 16st:

(1) Berechne die Teilersumme o_1(n) fiir gegebene k,n.
(2) Berechne die Fourierentwicklung von Ej bis zu einem vorgegebenem ¢%V.
Zusatz: Uberzeugen Sie sich mithilfe ihres Programms, dass E? = Eg gilt.
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(3) Berechne die Fourierentwicklung von A = % bis zu einem vorgegebenem ¢” .
(4) Verifizieren Sie die Formel

i)k
o) = -2 p,

fiir gerade k > 2 numerisch fiir einige Werte von k.




	Aufgabe 1
	Aufgabe 2
	Aufgabe 3
	Aufgabe 4
	Aufgabe 5
	Aufgabe 6

