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Aufgabe 1. Zeigen Sie:

(1) T hat genau eine Spitze, die durch oo reprisentiert wird.
(2) Ty(p) fur eine Primzahl p hat genau zwei Spitzen, die durch oo und 0 représentiert

werden.
Losung.
(1) Es sei ¢ € Q mit ggT(a,c) = 1. Dann gibt es b,d € Z mit ad — bc = 1, also ist
M = (‘CL g) € I'. Aulerdem gilt Moo = ¢, d.h. ¢ ist dquivalent zu co modulo T'.
(2) Es sei ¢ € Q mit ggT(a,c) = 1. Wir wihlen wieder b,d € Z mit ad — bc = 1, so dass
a

M = ( b) € I' und Moo = ¢. Es gibt nun zwei Félle:

e ¢ | p: Dann gilt schon Me Lo(p), also ist ¢ dquivalent zu oo modulo I'g(p).

e ¢ { p: Wir kénnen das Paar (b,d) durch das Paar (b + na,d + nc) mit n € Z
ersetzen, ohne die Bedingung ad — bc = 1 zu verdndern. Wiahlen wir n = —¢d,
wobei ¢ € Z eine ganze Zahl ist mit ¢¢ = 1 (mod p), so kénnen wir erreichen,
dass p | d gilt. Dann liegt die Matrix M’ = (:Z @) € To(p) und erfiillt M'0 = 2,
das heifit, ¢ ist dquivalent zu 0 modulo T'g(p).

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass eine Matrix M € I'\ {£I} genau dann parabolisch ist, wenn
sie im Stabilisator eines s € QU {oc} liegt. Bestimmen Sie auflerdem den Stabilisator I's, von
oo in I

Losung. Eine Matrix M € I'\{+£!} ist per Definition genau dann parabolisch, wenn | tr(M)| =
2, was nach einem Lemma aus der Vorlesung gleichbedeutend damit ist, dass M einen ein-
deutigen Fixpunkt s € QU {oo} besitzt.

Ist M € I', also Moo = M% = ¢ = 00, so muss ¢ = 0 sein. Umgekehrt liegt offenbar jede
Matrix M mit ¢ =0 in 'y, d.h. es gilt

Fo={MeT:c=0}={xT" :neZ}.

Dies ist iibrigens auch genau die Untergruppe, die in der Definition der Eisensteinreihe Fj =
> mer.\r kM auftaucht.

Aufgabe 3. Es sei A eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N. Fiir eine Spitze [s] € A\(QU
{o0}) wihlen wir ein L € T’ mit Loo = s und definieren die Fourierentwicklung einer Modul-
form f € My(A) bei [s] als

FleL =" agr(n)g"™.
n=0

(1) Machen Sie sich klar, dass dies eigentlich nicht wohldefiniert ist: Wie &ndert sich die
Fourierentwicklung, wenn man s modulo A &ndert, oder wenn man eine andere Matrix
M mit Moo = s wihlt?
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(2)

Zeigen Sie, dass die Ordnung von f bei s

ords(f) = ordeo (f|xL) = %min{n € N:ayr(n) #0}

wohldefiniert ist, also nicht von der Klasse von s und von der Wahl von L abhéngt.

Loésung.

(1)

Andert man s modulo A, betrachtet man also den Reprisentanten Ls fiir L € A, so
gilt LMoo = Ls, und man betrachtet die Fourierentwicklung

fIkLM = f|pM,

das heifit, dadurch &ndert sich die Fourierentwicklung nicht. W&hlt man eine andere
Matrix M € I’ mit Moo = s, so folgt L™'Moo = oo, also L™'M = £T™ fiir ein
m € Z. Somit gilt (wir konnen annehmen dass k gerade ist)

00
f’kM — f|kLTm — Z aﬁL(n)eQmmn/Nqn/N’
n=0

das heiflt, die Koeffizienten der Entwicklung bei M unterscheiden sich um die Ein-
heitswurzel e27™"/N yon den Koeffizienten der Entwicklung bei L.

In der letzten Teilaufgabe haben wir gesehen, dass die Koeffizienten sich bei anderer
Wahl von s mod A oder anderer Wahl von L € I' mit Loo = s nur um einen Faktor
# 0 dndern. Insbesondere ist min{n € N : afr(n) # 0} nicht von diesen Wahlen
abhingig.

Aufgabe 4. Es sei A eine Kongruenzuntergruppe. Zeigen Sie, dass My(A) = C gilt.

Losung. Essei £ = [I': Al und f € My(A). Da C C My(A) gilt, ist g = f —ay,1(0) € Mo(A).
Auflerdem verschwindet der konstante Term in der Fourierentwicklung von g bei co. Wir
betrachten die Modulform

m(g) = H gloM € My =C,
MeA\D

also ist m(g) € C. Andererseits ist der konstante Term in der Fourierentwicklung von m(g)
gleich dem Produkt der konstanten Terme der Entwicklungen der go|M, und damit gleich 0.
Somit folgt 7(g) = 0, und nach dem Identitétssatz g = 0. Es folgt f = ay(0) € C.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass tr (Ek,Fo(N)) = F, fiir gerade k > 4 gilt.

Loésung. Fiir k£ > 4 berechnen wir

r (Brrony) = Y. Brreawlkl
LeTo(N)\I'

= ) > 1ML

LeTo(N)\I' Mel'o\I'g(N)

= > > kML

MEeT o \I'o(N) LeTo(N)\I

= Z 1K

KeT oo \I'



wobei wir benutzt haben, dass K = ML ein Reprisentantensystem von I'oo\I' durchléuft,
wenn M € T'oo\I'g(V) und L € T'y(N)\I" laufen.

Aufgabe 6. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(1) Fiir N € Nund n € Z gilt

Z 2mint/N _ {N, falls N | n,

0, sonst.

(2) Ist p eine Primzahl und f = >"° ja¢(n)q" € My, so ist

U, = Zaf n)q" € My(To(p?)).
p\n
Loésung,.
(1) Fiir N | n gilt e2™/N = 1 fiir alle £ und somit 20N 2 /N — N Fiir N t n
ersetzen wir in der Summe ¢ durch ¢ + 1 und erhalten
Z e27rzn€/N Z e27rzn(€+l)/N 27rin/N Z e?ﬂ'inE/N’
£(N) ¢(N)

(1 o 627rin/N) Z 627r'm€/N =0
4(N)
folgt, und wegen e2™/N —£ 1 dann Ze( N) e2mint/N — (),
(2) Wir schreiben

flU, = i af(n)€27rin7 _ i af(n); Ze2win€/pe27rin7— _ Z Fl (1 E/p)
n=0 t(p)

pln

woraus

Fiir M = (%) € I'o(p?) kénnen wir also schreiben

FIU M = * Zfr (o ‘D)D)

Der Summand fiir £ = 0(p) ist f|kM = f. Fir £ # 0(p) gilt
(1 E/p) <a b> _ <a+€c/p b+ (1 —ad)dé/deEQC/ﬁ) <1 d2€/p>

0 1 c d c d—cd*l/p 0o 1
Die linke Matrix auf der rechten Seite liegt in I' (da p | ¢ und ad = 1 mod p), also
folgt
1 d* 1 7
FUp M = £+ Zfr (6 ") - Zfrk (6 ) =110,
z;ﬁo

wobei wir im letzten Schritt noch d?¢ mit ¢ ersetzt haben, was nur die Summations-
reihenfolge dndert.

Aufgabe 7. (Sage) Schreiben Sie jeweils ein Programm, das r4(n) und _ g, 4, d berechnet
und vergleichen Sie die Ergebnisse fiir 1 < n < 10.



Aufgabe 8. (Zusatzaufgabe) Es sei A eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N. Wir nehmen
der Einfachheit halber an, dass +1 € A gilt. Zeigen Sie die folgende Gewichtsformel: Fiir
0# f e Mg(A) gilt

Z [Cs : Ag]ords(f) + Z %ordT(f) = %[F Al

s€A\(QU{oo}) reA\H 2|7 ]
Dabei bezeichnen As bzw. A, die Stabilisatoren von s € Q U {oo} bzw. 7 € H.

Loésungsskizze. Es sei £ = [I": A]. Dann ist

w(f)= [ FleM € My,

MeA\D
Mit f # 0 gilt auch 7(f) # 0, und die Gewichtsformel fiir I" besagt
1 kl
ordeo (7(f)) + Z mordr(ﬂ(f)) =19
TeM\H 2
Wir haben
ordeo(m(f)) = Y orde(f|xM)
MeA\T
= > ordys(f)
MeA\D
= > [Me:AJordo(f).
s€EA\(QU{cc})

AuBerdem gilt

Y o) = Y e Y orde(f)

rel\H 2‘ | rel\H 2| | MeA\F

=2 2

TEM\H MeA\T 2

=2 2

TED\H MeA\

= Z ! ord,(f).

1
TeA\H 2 ’AT‘

OrdMT(f)
’ M7-|

ordys,(f
r 2|AMT|[FMT AMT] M ( )

Daraus folgt die Gewichtsformel fiir f.
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