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Aufgabe 1. Berechnen Sie vol(F) =

w3

Lésung. Wir berechnen

/ dxdy (12 /°° dy @,
vol(F) Y =—1/2 V1-z? y?
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o=—1/2 V1 — 22
= arcsin(1/2) — arcsin(—1/2)
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Aufgabe 2. Es seien f,g € My, so dass f oder g eine Spitzenform ist. Dann gilt

(1) (f,g) ist linear in f und antilinear in g.

(2) (f,9) = (9, f)-
()<ff>20 r f €Sk und (f, f) =0 nur fir f=0.

Loésung. Dies folgt sofort aus den Eigenschaften des Integrals.

Aufgabe 3. Essei f =" jas(n)q" € M. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(1) Es gilt

Zaf q € My.

(2) Es gilt
Re(f) = f+f ZReaf )q" € My,
Im(f) = f 1) = Zlm ar(n))q" € M.

(3) Bs gilt (f, f) = (f<, f9).



Losung.

(1) Es ist klar, dass f¢ holomorph auf H und bei oo ist, und dass f¢ richtig unter T
transformiert. Fiir die Transformation unter S haben wir

fe(=1/7) = f(=1/(=7)) = (=D f(-7) = 7"f(7),
wobei wir auch benutzt haben, dass wir annehmen kénnen das k gerade ist.
(2) Das folgt sofort aus Teilaufgabe (1).
(3) Die Gleichung (f, f) = (f¢, f¢) ist dquivalent zu

da:dy dxdy
/ SOy’ / f= v y:

Diese Gleichung folgt sofort aus der Substitution x — —zx.

Aufgabe 4. Es sei k > 4 gerade und m € N. Zeigen Sie:

(1) Ist der m-te Fourierkoeffizient der m-ten Poincaréreihe P, j gleich 0, so ist Py, ; = 0.
(2) P, hat reelle Fourierkoeffizienten.
(3) Es bezeichne ay,(n) den n-ten Fourierkoeffizienten von P, ;. Dann gilt

m* La,,(n) = n* ta,(m).

Loésung.
(1) Es gilt
(k—2)!
(P tes Pt = W“Pm,k(m)-

Ist ap,, ,(m) = 0, so ist also auch (P, k, Pmx) = 0. Da das Skalarprodukt nicht-
ausgeartet ist, folgt P, = 0.
(2) Zunéchst gilt nach der letzten Aufgabe

> S ——
= Z am(n)q
n=1
Es geniigt daher zu zeigen, dass

Pm,k(_?) = Pm,k:(T)

gilt. Wir setzen die Reihendarstellung ein und erhalten

_ - —aT+b
P p(—7) = Z (—cT + d)*kezmﬂfid
MeD\I'
- —aTt+b
= Z (—CT + d)ike_27m —crid
MeT\T
—b
= Y (—er+ad) e
MeT o\
= Z (CT+d) —k 27”2:13
MEel s\

= Pm,k(7)7



wobei wir benutzt haben, dass mit M = (‘; fl) auch die Matrix (fc ;lb) ein Représen-
tantensystem fiir I'oo \H durchliuft.
(3) Wir berechnen

j_1 (4mn)F—1

mk_lam(n) = mgjn,k, Pm,k>
_ (47rn)k_17
= nk 1W<Pm,k7 Pn,k>

= n*"la,(m)

= nk_lan(m),

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben dass die Koeffizienten a,,(m) reell sind.

Aufgabe 5. Es seien f € S, und g € Sy mit k, ¢,k — £ > 4 gerade. Dann gilt
(f, Ex—r-g) = (k—2)! Zaf ag(n)(4mn) =k,

Lésung. Wir berechnen mit dem Entfaltungstrick:

<f7Ek—e'g>:/F\Hf(T) S 1M - g(r)m(r)*du(r)

MeT o\

= f(MT)g(MT)Im(M7)*du(MT)
Me%;o\r I\H

- / F(r)g(r)Im(r)*du(r).
Too\H

Als Fundamentalbereich fiir I'oo\H wihlen wir den vertikalen Striefen {7 € H: 0 < z < 1}.
Wir setzen die Fourierentwicklungen von f, g ein und erhalten

) 1
U, B g) = / / f(x + iy)g(e T ig)day*~2dy

_ Z Z af ag / / 27rm(z+zy —27rzm(:£ zy)dx yk Qdy

n>1m>1

~~

=e—4™Y falls m = n, und 0 sonst.
=2 asn

oo
/ e—47rnyyk—2dy
n>1

= ap(n)ag()0(k — 1)(4mn)' .

n>1

Aufgabe 6. (Sage) Zeichnen Sie Fundamentalbereiche fiir I'o(N) mit 1 < N < 10.
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