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Aufgabe 1. Es sei k > 4 gerade und m,n € N. Zeigen Sie

ToPog =Y, (n/d)f\ ' P
d|(m,n)

Losung. Wir setzen die Definition des Hecke-Operators und der Poincaréreihe ein und be-
rechnen
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Ein Reprisentantensystem fiir I'o,\ M), ist gegeben durch die Menge

{(g Z) cad =n,d > 0,b (mod d), L € FOO\F}.
Damit erhalten wir
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wobei wir im letzten Schritt a = n/d gesetzt haben. Die innere Summe ist gleich P,,,,, /42 -

Aufgabe 2. Zeigen Sie direkt (ohne die Theorie der Hecke-Operatoren), dass

k—1

op—1(p)ok—1(m) = ox_1(mp) + p" op_1(m/p)

fir £ > 1, jede Primzahl p und alle m € N gilt. Leiten Sie daraus einen neuen Beweis dafiir

her, dass T, By, = o—1(n)E} gilt.

Losung. Setze a(n) = o;_1(n). Man macht sich zunéchst leicht klar, dass «(n) multiplikativ
ist. Wir zeigen die Formel aus der Aufgabe zuerst fiir m = p", also

a(p)a(p’) = a(p™t) + p*la(p"h).
Die folgt leicht aus

r ) r+1 1
O[(pT) = O'k_l(pr) = E pj = pil .
j=0 b=

Ist p teilerfremd zu m, so folgt die behauptete Formel aus der Multiplikativitdt von «. Ist
p ein Teiler von m, so schreiben wir m = p"m’ mit (m’,p) = 1 und berechnen mithilfe der
1



Multiplikativitéit von a:

a(p)a(m) = a(p)a(p”)a(m’)
= (a("™) + " Talp" ) a(m)
= a(mp) + p* ' a(m/p).

Aus der expliziten Fourierentwicklung von 7}, E}, folgt nun, dass Ej, eine Eigenform von 7, ist.
Da die Hecke-Algebra von den 7T, mit p prim erzeugt wird, ist Fj, eine simultane Eigenform.

Aufgabe 3. Zeigen Sie: Fiir eine Primzahl p und r, s € Ny gilt

min(r,s)

TpTTpS = Z py(k_l)Tpr+s—2u.

n=0

Beweisen Sie die Aussage per Induktion nach s, indem Sie die Relation
Tp’V‘Tp = Tpr+1 +pk71Tpr71

fiir r € N benutzen.

0.1. Losung. Per Induktion nach s. Fiir s = 0 ist die Behauptung klar, und fiir s = 1 haben
wir sie im letzten Satz gezeigt. Fiir s > 1 wir mit dem letzten Satz

Ty Ty = Ty (T Ty = 9" ' Ty )

min(r,s) min(r,s—1)
n=0 n=0

min(r,s) min(r,s)

et py(k_l)Tpr+s—2U+1 +pk_1 Z py(k_l)TpT+3—2V_1
=0 TS ts

min(r,s—1

)
- pkil Z py(kil)Tp'I‘«ksflf&/
n=0

min(r,s)
= Z PV + P! Zpy(k_l)TpT“’Q”*l’
n=0 v

wobei die letzte Summe {iber alle v mit
min(r,s — 1) <v <min(r,s), 2v+1<r+s,

lauft. Die letzte Summe ist also nur dann ungleich 0, wenn s < r, also min(r,s + 1) = s+ 1
gilt. In diesem Fall besteht sie nur aus dem Term mit v = s. Daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 4. Zeigen Sie die folgende Identitét formaler Potenzreihen:

o0
(Z T,,TXT> (1-T,X +p"1X?) =1.
r=0



Lésung. Wir berechnen

0 oo oo oo
(Z TerT> (1 o TpX + pk—lx2) _ Z TPTXT _ Z TperXT-i-l + pk’—l Z TerT+2
r=0 r=0 r=0 r=0
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r=2 r=1 r=0

o0
=1+ Z (TPT = Tpr1Tp + pk_lTPT_Q )XT
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=0

= 1’
wobei wir die Relation T—1T), = T, + pF~'T,—2 fiir 7 > 2 benutzt haben.

Aufgabe 5. Es sei f € M, und p ein Primzahl. Setze f,(7) = f(p7) € Mi(I'o(p)). Dann gilt
I, f = P! tr(fp).

Loésung. Wir schreiben

T,f =p" Z fleM

MeT\M,
und
0
tr(fp) = Z foleM = Z f <g 1) M.
MeTo(p)\T MeTo(p\r' 'F

Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass die Matrizen

G (Y v

ein Représentantensystem fiir I'\ M, sind. Dann sind auch die Matrizen

GO €6 0-C7)-6IE ) von

ein Représentantensystem fiir I'\ M,,. Man zeigt nun leicht, dass die Matrizen

B

ein Repréisentantensystem fiir I'o(p)\I" sind. Daraus folgt die Behauptung.
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