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Aufgabe 1. Die Mébiusfunktion p: N — Z ist definiert durch

( (—1)#{Primteiler von n} fa]]s 1 quadratfre,
n)=
. 0 falls n nicht quadratfrei.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) w ist multiplikativ.
(2) Es gilt

(3) Fiir Re(s) > 1 gilt

Losung.

(1) Es seilen m,n € Z mit (m,n) = 1. Dann ist mn genau dann nicht quadratfrei,
wenn m oder n nicht quadratfrei ist. Insbesondere gilt p(mn) = 0 genau dann wenn
u(m)p(n) = 0 ist. Sind m, n beide quadratfrei, so kénnen wir

mit paarweise verschiedenen Primzahlen pi,...,ps,q1, ..., qr schreiben. Es folgt

plmn) = p(pr -+ pegr -+~ q0) = (=1 = p(pr -~ po)plar - - qr) = p(m)u(n).
(2) Da p multiplikativ ist, gilt u(1) = 1, und wir kénnen fir n > 1

Su@ =11 > wd

dln pln \d|pvr(™

schreiben. Fiir p | n gilt nun per Definition von

> () = p(1) + pp) + -+ pEP™) =1+ (-1) =0.
d|pl’p(n)

(3) Wir berechnen

) pnn— =Y

n=1 m=1ln

p(n)(mn) = NN @y =14+ 30 pd) e = 1.
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Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Riemannsche Zetafunktion fiir Re(s) > 1 als Eulerprodukt

(s) =] —p=)""

p

darstellbar ist.

Losung. Dan+—n~°

=Y =TI = 1]
n=1 p

p r=0

multiplikativ ist gilt
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wobei wir die geometrische Reihe verwendet haben.

Aufgabe 3. Fiir n € N sei
p(n) =#{1<a<n:(an)=1} =[(Z/nZ)"|

die Eulersche ¢-Funktion. Zeigen Sie

S s _Cs=1)
E (n)n=% =
n:lw

fiir Re(s) > 2.

~% multiplikativ ist, konnen wir

d_emn= =11 et
n=1

p r=0

Losung. Da ¢(n)n

schreiben. Auflerdem gilt

e(1)=1, @@ )=p —p" ' r>1

(da |Z/p"7Z| = p", und in Z/p"Z genau p"~! Elemente durch p teilbar sind). Damit folgt

> e =]] (1 +> 0 —pr_l)p_”> =11 (Zpr(l_s) —p Zp”“‘s)>
n=1 p r=1 p \r=0 r=0

_ 1—-p—*° ((s—1)
=11 1 —pl=s=1) C(s)

Aufgabe 4. Fiir Re(s) > 0 sei I'(s) = [;°e "t dt die Gammafunktion. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:
(1) Es gilt I'(s + 1) = sI'(s) fiir Re(s) > 0. Hinweis: Partielle Integration.
(2) T'(s) lasst sich meromorph auf C fortsetzen, mit einfachen Polen genau bei den nicht-
positiven ganzen Zahlen 0,—1,—2,—3,.... Hinweis: Benutzen Sie die vorige Teilauf-
gabe induktiv.



Losung.

(1) Wir berechnen mit partieller Integration fiir Re(s) > 0

I'(s+1)= / e idt = [—e HE)° — s/ (—e D)5 1dt = sT(s).
0 0
(2) Es sei n € N. Fiir Re(s) > —n folgt aus I'(s + 1) = sI'(s) induktiv die Gleichung

I'(s+n)
(s+n—1)(s+n—2)---(s+1)s

I(s) =

Die rechte Seite ist meromorph fiir Re(s) > —n, und hat einfache Pole genau bei
s=0,—1,-2,...,—(n —1). Dies liefert die meromorphe Fortsetzung von T'.

Aufgabe 5. Es sei £(s) = n%/2I'(s/2)((s) die vervollstéindigte Riemannsche Zetafunktion.
Zeigen Sie die Integraldarstellung

dt 1 1

&(s) = ;/loo(ﬁ(z't/g) 1)(t5/2 4 ¢~/ & t i —

mit der Jacobischen Thetafunktion 9(7) = 3", ., ¢"° . Leiten Sie daraus die meromorphe Fort-
setzbarkeit nach ganz C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 und die Funktionalgleichung

£(1—s) =¢&(s)
her.

Zeigen Sie insbesondere, dass ((s) meromorph auf C fortsetzbar ist mit einem einfachen
Pol bei s = 1, und dass ((s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen hat.

Losung. Wir berechnen
£(2s) = 7 °T'(s)¢(2s)
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Wir spalten das Integral bei y = 1 auf, ersetzen im Integral fooo y — 1/y und benutzen die
Thetatransformationsformel 9(i/2y) = \/y¥(iy/2) fiir y > 0:

<2e) = % /100(79(1'1//2) — Dy ldy + % /1  9i/29) — Dy—dy
- ;/100(19(1'11/2) — 1)y dy + ;/lm(\/ﬂﬁ(iy/g) — )y ldy

N ;/lm(ﬂ(iy/@ —y*dy + ;/lm(ﬁ(iy/Q) 1)y Y2y

1 [
+ 5 / y—s—1/2 o y—s—ldy
1

1 dy 1 1
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Ersetzen wir 2s durch s, so erhalten wir die behauptete Integraldarstellung. Da ¥(iy/2) — 1
flir y — oo exponentiell abklingt, konvergiert das Integral und definiert eine holomorphe
Sil und % liefern einfache Pole bei s = 0 und s = 1.

Durch Einsetzen von 1 — s und s sieht man an dieser Darstellung auch direkt die Funktio-
nalgleichung £(1 — s) = &(s).

Da £(s) und I'(s/2) bei s = 0 beide einen einfachen Pol haben, muss ((s) bei s = 0
holomorph sein. Da auflerdem &(s) bei allen negativen geraden Zahlen holomorph ist, aber
I'(s/2) dort Pole hat, muss ((s) bei den negativen geraden Zahlen Nullstellen haben, die die

Pole von T'(s/2) kompensieren.

Aufgabe 6. Zeigen Sie fiir gerade k > 4

2k
Li(s) =~ C(s)C(s + 1 - ).
k
Zeigen Sie mithilfe der letzten Aufgabe, dass die vervollstindigte L-Funktion
Ap,(s) = (2m)°L'(s)Lg,(s)

eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = k besitzt.

Losung. Wegen ap, (n) = —%ak 1(n) haben wir
2k — _
Lg,(s) _szak_l(n)n s

n=1

Wir berechnen weiter

Zakl szkl —s n= mdzzdk 1md i id78+k71
m=1 d=1

n=1 d|n m=1d=1
— C(s)C(s +1— k).
Dies zeigt die behauptete Gleichung. Alle Funktionen auf der rechten Seite von
2k s
Ap,(s) = —E(Qﬂ) L(s)C(s)¢(s +1 = k)

haben eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. Die einzigen moglichen Pole kommen von
den Polen von I'(s) bei nicht-positiven ganzen Zahlen, sowie den Polen bei s = 1 von ((s) und



bei s = k von ((s + 1 — k). Die Pole von I'(s) bei allen negativen ganzen Zahlen heben sich
mit Nullstellen von ((s){(s + 1 — k) auf ({(s) hat Nullstellen bei geraden negativen Zahlen,
((s + 1 — k) bei ungeraden negativen Zahlen), und der Pol bei s = 1 von ((s) hebt sich mit
einer Nullstelle von ((s+1—k) bei s = 1 auf. Insbesondere hat A, (s) eine Fortsetzung nach
ganz C mit einfachen Polen bei s = 0 (von I'(s)) und s = k (von ((s +1 — k)).
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