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Aufgabe 1. Die Möbiusfunktion µ : N→ Z ist definiert durch

µ(n) =

{
(−1)#{Primteiler von n} falls n quadratfrei,

0 falls n nicht quadratfrei.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) µ ist multiplikativ.
(2) Es gilt ∑

d|n

µ(d) =

{
1 für n = 1,

0, für n > 1.

(3) Für Re(s) > 1 gilt
∞∑
n=1

µ(n)n−s =
1

ζ(s)
.

Lösung.

(1) Es seien m,n ∈ Z mit (m,n) = 1. Dann ist mn genau dann nicht quadratfrei,
wenn m oder n nicht quadratfrei ist. Insbesondere gilt µ(mn) = 0 genau dann wenn
µ(m)µ(n) = 0 ist. Sind m,n beide quadratfrei, so können wir

m = p1 · · · p`, n = q1 · · · qk
mit paarweise verschiedenen Primzahlen p1, . . . , p`, q1, . . . , qk schreiben. Es folgt

µ(mn) = µ(p1 · · · p`q1 · · · q`) = (−1)`+k = µ(p1 · · · p`)µ(q1 · · · qk) = µ(m)µ(n).

(2) Da µ multiplikativ ist, gilt µ(1) = 1, und wir können für n > 1

∑
d|n

µ(d) =
∏
p|n

 ∑
d|pνp(n)

µ(d)


schreiben. Für p | n gilt nun per Definition von µ∑

d|pνp(n)
µ(d) = µ(1) + µ(p) + · · ·+ µ(pνp(n)) = 1 + (−1) = 0.

(3) Wir berechnen

ζ(s)
∞∑
n=1

µ(n)n−s =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

µ(n)(mn)−s
mn=`

=
∞∑
`=1

∑
d|`

µ(d)`−s = 1 +

∞∑
`=2

∑
d|`

µ(d)

︸ ︷︷ ︸
=0

`−s = 1.
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Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Riemannsche Zetafunktion für Re(s) > 1 als Eulerprodukt

ζ(s) =
∏
p

(1− p−s)−1

darstellbar ist.

Lösung. Da n 7→ n−s multiplikativ ist gilt

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s =
∏
p

∞∑
r=0

(pr)−s =
∏
p

∞∑
r=0

(p−s)r =
∏
p

1

1− p−s
,

wobei wir die geometrische Reihe verwendet haben.

Aufgabe 3. Für n ∈ N sei

ϕ(n) = #{1 ≤ a ≤ n : (a, n) = 1} = |(Z/nZ)×|

die Eulersche ϕ-Funktion. Zeigen Sie

∞∑
n=1

ϕ(n)n−s =
ζ(s− 1)

ζ(s)

für Re(s) > 2.

Lösung. Da ϕ(n)n−s multiplikativ ist, können wir

∞∑
n=1

ϕ(n)n−s =
∏
p

∞∑
r=0

ϕ(pr)p−rs

schreiben. Außerdem gilt

ϕ(1) = 1, ϕ(pr) = pr − pr−1, r ≥ 1.

(da |Z/prZ| = pr, und in Z/prZ genau pr−1 Elemente durch p teilbar sind). Damit folgt

∞∑
n=1

ϕ(n)n−s =
∏
p

(
1 +

∞∑
r=1

(pr − pr−1)p−rs
)

=
∏
p

( ∞∑
r=0

pr(1−s) − p−s
∞∑
r=0

pr(1−s)

)

=
∏
p

1− p−s

1− p(−s−1)
=
ζ(s− 1)

ζ(s)
.

Aufgabe 4. Für Re(s) > 0 sei Γ(s) =
∫∞
0 e−tts−1dt die Gammafunktion. Zeigen Sie die

folgenden Aussagen:

(1) Es gilt Γ(s+ 1) = sΓ(s) für Re(s) > 0. Hinweis: Partielle Integration.
(2) Γ(s) lässt sich meromorph auf C fortsetzen, mit einfachen Polen genau bei den nicht-

positiven ganzen Zahlen 0,−1,−2,−3, . . . . Hinweis: Benutzen Sie die vorige Teilauf-
gabe induktiv.



Lösung.

(1) Wir berechnen mit partieller Integration für Re(s) > 0

Γ(s+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttsdt = [−e−tts]∞0 − s
∫ ∞
0

(−e−t)ts−1dt = sΓ(s).

(2) Es sei n ∈ N. Für Re(s) > −n folgt aus Γ(s+ 1) = sΓ(s) induktiv die Gleichung

Γ(s) =
Γ(s+ n)

(s+ n− 1)(s+ n− 2) · · · (s+ 1)s

Die rechte Seite ist meromorph für Re(s) > −n, und hat einfache Pole genau bei
s = 0,−1,−2, . . . ,−(n− 1). Dies liefert die meromorphe Fortsetzung von Γ.

Aufgabe 5. Es sei ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s) die vervollständigte Riemannsche Zetafunktion.
Zeigen Sie die Integraldarstellung

ξ(s) =
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(it/2)− 1)(ts/2 + t−s/2+1/2)
dt

t
+

1

s− 1
− 1

s
,

mit der Jacobischen Thetafunktion ϑ(τ) =
∑

n∈Z q
n2

. Leiten Sie daraus die meromorphe Fort-
setzbarkeit nach ganz C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 und die Funktionalgleichung

ξ(1− s) = ξ(s)

her.
Zeigen Sie insbesondere, dass ζ(s) meromorph auf C fortsetzbar ist mit einem einfachen

Pol bei s = 1, und dass ζ(s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen hat.

Lösung. Wir berechnen

ξ(2s) = π−sΓ(s)ζ(2s)

= π−s
∫ ∞
0

e−yys−1dy
∞∑
n=1

n−2s

=

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−πn
2yys−1dy

=
1

2

∫ ∞
0

∑
n∈Z
n6=0

e−πn
2yys−1dy

=
1

2

∫ ∞
0

(ϑ(iy/2)− 1)ys−1dy



Wir spalten das Integral bei y = 1 auf, ersetzen im Integral
∫∞
0 y 7→ 1/y und benutzen die

Thetatransformationsformel ϑ(i/2y) =
√
yϑ(iy/2) für y > 0:

ξ(2s) =
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(iy/2)− 1)ys−1dy +
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(i/2y)− 1)y−s−1dy

=
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(iy/2)− 1)ys−1dy +
1

2

∫ ∞
1

(
√
yϑ(iy/2)− 1)y−s−1dy

=
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(iy/2)− 1)ys−1dy +
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(iy/2)− 1)y−s−1/2dy

+
1

2

∫ ∞
1

y−s−1/2 − y−s−1dy

=
1

2

∫ ∞
1

(ϑ(iy/2)− 1)(ys + y−s+1/2)
dy

y
+

1

2s− 1
− 1

2s
.

Ersetzen wir 2s durch s, so erhalten wir die behauptete Integraldarstellung. Da ϑ(iy/2) − 1
für y → ∞ exponentiell abklingt, konvergiert das Integral und definiert eine holomorphe
Funktion auf ganz C. Die Terme 1

s−1 und 1
s liefern einfache Pole bei s = 0 und s = 1.

Durch Einsetzen von 1− s und s sieht man an dieser Darstellung auch direkt die Funktio-
nalgleichung ξ(1− s) = ξ(s).

Da ξ(s) und Γ(s/2) bei s = 0 beide einen einfachen Pol haben, muss ζ(s) bei s = 0
holomorph sein. Da außerdem ξ(s) bei allen negativen geraden Zahlen holomorph ist, aber
Γ(s/2) dort Pole hat, muss ζ(s) bei den negativen geraden Zahlen Nullstellen haben, die die
Pole von Γ(s/2) kompensieren.

Aufgabe 6. Zeigen Sie für gerade k ≥ 4

LEk(s) = − 2k

Bk
ζ(s)ζ(s+ 1− k).

Zeigen Sie mithilfe der letzten Aufgabe, dass die vervollständigte L-Funktion

ΛEk(s) = (2π)−sΓ(s)LEk(s)

eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = k besitzt.

Lösung. Wegen aEk(n) = − 2k
Bk
σk−1(n) haben wir

LEk(s) = − 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)n−s.

Wir berechnen weiter
∞∑
n=1

σk−1(n)n−s =
∞∑
n=1

∑
d|n

dk−1n−s
n=md

=
∞∑
m=1

∞∑
d=1

dk−1(md)−s =
∞∑
m=1

m−s
∞∑
d=1

d−s+k−1

= ζ(s)ζ(s+ 1− k).

Dies zeigt die behauptete Gleichung. Alle Funktionen auf der rechten Seite von

ΛEk(s) = − 2k

Bk
(2π)−sΓ(s)ζ(s)ζ(s+ 1− k)

haben eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. Die einzigen möglichen Pole kommen von
den Polen von Γ(s) bei nicht-positiven ganzen Zahlen, sowie den Polen bei s = 1 von ζ(s) und



bei s = k von ζ(s + 1 − k). Die Pole von Γ(s) bei allen negativen ganzen Zahlen heben sich
mit Nullstellen von ζ(s)ζ(s + 1 − k) auf (ζ(s) hat Nullstellen bei geraden negativen Zahlen,
ζ(s + 1 − k) bei ungeraden negativen Zahlen), und der Pol bei s = 1 von ζ(s) hebt sich mit
einer Nullstelle von ζ(s+ 1−k) bei s = 1 auf. Insbesondere hat ΛEk(s) eine Fortsetzung nach
ganz C mit einfachen Polen bei s = 0 (von Γ(s)) und s = k (von ζ(s+ 1− k)).
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