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Aufgabe 1. Essei f =) 77, af(n) € Sy. Zeigen Sie die Darstellung

As(s) = Z (27r(n)) I'(s,2mn) +sz 27rn k ST(k — s,2mn),

wobei I'(s,z) = [ e 't* 'dz die unvollstéindige Gammafunktion ist. Zeigen Sie, dass die

rechte Seite fiir alle s € C absolut und lokal gleichméfig konvergiert, und somit eine holomor-
phe Fortsetzung fiir Ay (s) darstellt.
Losung. Wir haben in der Vorlesung die Integraldarstellung
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fiir Re(s) > k gezeigt. Einsetzen der Fourierentwicklung und Vertauschen von Integral und
Summe ergibt
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Es sei K C H kompakt und op = min{Re(s) : s € K'}. Wir haben fiir z > 1 und s € K die
einfache Abschéitzung
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wobei C'ir > 0 eine Konstante ist, die von K, aber nicht von ¢ abhéngt. Zusammen mit der
Hecke bound as(n) = O(n*/?) folgt nun leicht die absolute und lokal gleichmiBige Konvergenz
der Reihe in der Aufgabe.

Aufgabe 2. Ein Dirichlet-Charakter mod N ist ein Homomorphismus
X:(Z/NZ)* - {z€C:|z| =1}.

Wir fassen x als Funktion auf Z auf mittels x(n) = 0 fiir (n, N) > 1. Der triviale Dirichlet-
Charakter mod N ist definiert durch

(n) 1, falls (n,N) =1,
n)=
Xo 0, falls (n,N)>1,

fiir n € Z. Der Fiihrer von  ist die kleinste natiirliche Zahl N’ so dass man y = (X’ schreiben
kann, wobei x( der triviale Charakter mod N und x’ ein Dirichlet-Charakter mod N’ ist. Ein
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Dirichlet-Charakter x heifit primitiv, falls der Modulus NV von x gleich dem Fiihrer von y ist.
Wir nehmen in der ganzen Aufgabe an, dass x primitiv mit Fihrer N ist!

(1) Fiir einen Dirichlet-Charakter y mod N und n € Z sei

Glvm) = 3 xla)emne/N
a(N)

die n-te Gauss-Summe von x. Wir setzen G(x) = G(x, 1). Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:
(a) Es gilt

G(x;n) =X(n)G(x)
Hinweis: Machen Sie eine Fallunterscheidung nach (n, N) = 1 und (n, N) > 1.
Fiir (n, N) > 1 zeigen Sie G(x,n) = 0 mithilfe der folgenden Aussage (die sie
ohne Beweis verwenden konnen): Fiir jeden Teiler d | N mit d < N gibt es ein
a =1 (mod d) mit (o, N) =1 und x(«) # 1.
(b) Es gilt
[GOOP* = N.

(2) Wir nehmen nun an, dass x gerade ist, das heifit x(—1) = 1. Zeigen Sie mithilfe
der Poissonschen Summenformel, dass die Thetareihe ¥, (7) = > - x(n)e™’T die
Transformationsformel

N
U5 (i/N?y) = =—Y=0, (iy
fiir y > 0 erfiillt.
(3) Wir nehmen wieder an, dass x gerade ist. Wir betrachten die Dirichlet-L-Funktion

L(x:s) = Y x(m)n™*,
n=1

die fiir Re(s) > 1 holomorph ist. Zeigen Sie, dass die vervollstindigte Dirichlet-L-
Funktion
T

M) = (&) ris/2)L009)

eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzt und die Funktionalgleichung

N A(x, s)

A(X,l—s):@

erfiillt. Zeigen Sie insbesondere, dass A(y,s) holomorph auf ganz C ist, falls y nicht
trivial ist.
Hinweis: Schreiben Sie A(, s) als Integral {iber ¥, und benutzen Sie die Transforma-
tionsformel aus der letzten Teilaufgabe.

(4) Zeigen Sie

L(x,s) = [J(1 = xw)p~) "

p
fiir Re(s) > 1.



Losung.

-1

(1) (a) Ist (n,N) =1, so kénnen wir a durch n~'a ersetzen, wobei n~! ein Inverses von

n modulo N bezeichnet. In diesem Fall erhalten wir

GOin) = D x(@)e™™ N = x(n)™1 Y x(a)e*™ N = x(n)G(x).

a(N) a(N)

Ist (n,N) > 1, so ist x¥(n) = 0. Wir miissen also zeigen, dass G(x,n) = 0 gilt.
Setze d = N/(n, N). Nach der letzten Teilaufgabe gibt es ein a =1 (mod d) mit
(a, N) =1 und x(«) # 1. Ersetzen wir a durch aa, so erhalten wir

Glen) = D x(@)e™ N = x(a) Y x(a)e?™ "N = x()G(x, n),

a(N) a(N)

wobei wir benutzt haben, dass na = n (mod N) wegen a = 1 (mod d) gilt.
Wegen x(a) # 1 folgt G(x,n) = 0.
(b) Wir berechnen

GOP = = 3 3 xla)x()ermie/N

a(N) b(N)

Wir konnen die Summe iiber b einschrinken auf (b, N) = 1, da (b) ansonsten
verschwindet. Dann koénnen wir a ersetzen durch ab und erhalten

Z Z 27rzba 1)/N

Die Summe iiber a ist eine Gausssumme. Diese verschwindet, falls (b, N') > 1 nach
der letzten Teilaufgabe. Daher kénnen wir wieder iiber alle b mod N summieren.
Die Summe {iiber b ist dann gleich N, falls a = 1 (mod N), und 0 andernfalls.
In der Summe iiber a bleibt also nur der Summand fiir a = 1 (mod N) iibrig.
Daraus folgt |G(x)|?> = N.

(2) Wir berechnen

=D x(me =Y x(@) Yo e
a(N)

nez neL
n=a(N)

Die innere Summe schreiben wir als
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Mithilfe der Poissonschen Summenformel haben wir
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wobei wir benutzt haben, dass die Fouriertransformierte von e™™" wieder gleich e™™*
ist. Damit erhalten wir nun
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wobei wir G(x, k) = X(k)G(x) benutzt haben.
(3) Wir nehmen an, dass x nicht-trivial ist (also N > 1, da x primitiv). Wie im Beweis
der Integraldarstellung der Riemannschen Zetafunktion erhélt man

NS/2 00 dy Ns [ dy NS 1/N dy
Ay, s) = / 9y (1 s:/ 9, (i 5—|—/ Iy (1y)y* —=.
O s) = —; ; ()Y N x(@y)y MR A ()Y ,

Im Integral fol/ N ersetze y durch 1/N2y. Unter Benutzung der Transformationsformel
von 1, erhdlt man nach kurzer Rechnung

Ns/2 [ ) d N1=s/2 poo . B d
Ao =5 /1/1\11%((”/)‘115/2zj/Jr G(x) /1/1\71(}X(Zy)y(1 S)/sz'

Die Integrale konvergieren absolut, da 9, (iy) schnell abklingt fiir y — co. Somit erhalt
man die holomorphe Fortsetzung von A(y,s) auf ganz C. Die Funktionalgleichung
erhiilt man ebenfalls leicht aus dieser Darstellung, unter Benutzung von |G(x)|*> = N.




(4) Da x stark muliplikativ ist, gilt

Lixs) =D xep ™ =T]D_x@p ) =[]0 - xpp )"

p r=0 p r=0 D

Aufgabe 3. (Sage) Schreiben Sie ein Programm, dass die vervollstandigte L-Reihe Ay(s)
einer Spitzenform bei beliebigem s € C auswertet. Benutzen Sie dafiir die Darstellung aus
Aufgabe 1.
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