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Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass n und 4n + 1 fiir n € N nicht beides Quadrate sein kénnen.

Loésung. Mit n wire auch 4n ein Quadrat. Wir zeigen, dass m und m + 1 fiir m € N nicht

beides Quadrate sein kénnen. Wire m = a® und m + 1 = b% mit a,b € Z, so wire
l=m+1-m=b—a*=b—a)b+a)

alsob—a =b+a = +1, woraus ¢ = 0 und b = +1 folgt, also m = 0, im Widerspruch zu

m € N.

Aufgabe 2. Zeigen Sie: Sind a,d € Z mit ad = n und |a — d| = 1, so it 4n + 1 ein Quadrat.

Lésung. Wir schreiben

4n+1=4dad + 1 =4ad + (a — d)?* = 4ad + a® — 2ad + d*> = a* + 2ad + d* = (a + d)*.

Aufgabe 3. Es sei (B(d))g>—_1 eine Folge reeller Zahlen mit B(d) = 0 fiir d # 0,3 (mod 4).
(1) Zeigen Sie, dass die beiden Relationen

ZB(4n —7?) =0,

rel
Z r2B(4n — r?) = 24003(n),

r>0

mit 03(0) = 555 die Folge B(d) bereits eindeutig festlegen.

(2) Zeigen Sie, dass die beiden Relationen dquivalent sind zu den Relationen

4, falls n ein Quadrat ist,

Z B(4n —r?) =< =2, falls 4n + 1 ein Quadrat ist,
Ir|<2v/n 0 sonst,
8n, falls n ein Quadrat ist,
Z r2B(4n —r?) = 24003(n) + { —(4n+1), falls 4n + 1 ein Quadrat ist,
1<r<2v/n 0 sonst.

Losung.

(1) Wir zeigen per Induktion, dass B(d) durch die beiden angegebenen Relationen ein-
deutig bestimmt ist. Fiir d = —1 haben wir mit der zweiten Relation und n = 0:

1 =24003(0) = » _r*B(~r*) = B(-1),

1



also ist B(—1) = 1 festgelegt. Nun sei d > —1 mit d = 0,3 (mod 4) fest gewéhlt, und
wir nehmen an, dass B(d') fiir d < d bestimmt sind. Ist d = 0 (mod 4), so gibt es
n € N mit d = 4n. Die erste Relation liefert
B(4n) = -2 Z B(4n — %),

1<r<+/4n+1
also ist B(d) festgelegt. Ist d = 3 (mod 4), so gibt es n € N mit d = 4n — 1. Die zweite
Relation liefert

B(4n —1) =24003(n) — Y r’B(dn—r?),
2<r<v/4n+1

also ist B(d) in diesem Fall ebenfalls festgelegt.

(2) Zunichst gilt
ZB(4n—r2): Z B(4n —r?),
rEZL [r|<vaAn+1

da B(d) = 0 fiir d < —1. Die Terme r = ++/4n + 1 tauchen genau dann auf, wenn
4n + 1 ein Quadrat ist, und der zugehorige Summand ist B(—1) = 1. Damit erhalten

WI1r

2, falls 4n + 1 ei drat ist
St rt) = X pn st (B D o Queda i
reZ ‘Tlgm ) Sonst.

Die Terme r = ++/4n tauchen genau dann auf, wenn n ein Quadrat ist, und der
zugehorige Term ist B(0) = —2. Da n und 4n + 1 nicht gleichzeitig Quadrate sind,
erhalten wir die Formel wie oben angegeben.

Die zweite Formel kann man in analoger Weise umschreiben.

Aufgabe 4. Es sei F,(X,Y) das n-te modulare Polynom. Zeigen Sie, dass die Funktion
T — F,(j(7),j(7)) ihre Nullstellen genau bei den CM-Punkten zg zu quadratischen Formen
Q € Qyy_,2 fiir r € Z mit |r| < 2y/n hat.

Loésung. Nach Definition haben wir
FuX,j(r) = [ (X—j(Mr)).
MeTl\M,
Es gilt also F,,(j(7),j(7)) = 0 genau dann, wenn 7 von einer Matrix M € M, fixiert wird,
d.h. wenn es a, b, c,d € Z mit ad — bc = n gibt so dass
ar +b
cr+d

Nehmen wir zunéchst an, 7 € H ist eine Nullstelle von F,(j(7), (7)), und M € M,, fixiert
7. Dann gilt

T.

et +(d—a)T —b=0.
Da 7 € H ist, muss ¢ # 0 sein. Da auch —M den Punkt 7 fixiert, konnen wir annehmen, dass
¢ > 0 ist. Der Punkt 7 ist also der CM Punkt zur quadratischen Form @ = [¢,d — a, —b] der
Diskriminante

(d—a)® —4-(—c-b) =d*> —2ad — a* + 4cb = d*> + 2ad + a* — 4n = (a + d)* — 4n
Setze r = a + d. Da 7 € H ist, muss (a + d)? — 4n < 0 sein, also |r| = |a + d| < 2\/n.



Ist umgekehrt 7 ein CM Punkt zu einer positiv definiten quadratischen Form @ = [4, B, (]
der Determinante 72 — 4n mit |r| < 2y/n (also A > 0 und r% — 4n < 0), so ist
r? —4n = B? — 4AC,
also 2
1 + AC.

Beachte, dass daraus r = B (mod 2) folgt. Die Matrix

r—B
—C
M B ( A - >
A =B

hat ganzzahlige Eintrdge und Determinante n, uns es gilt

n =

T_QBT—C %T—%T—C %T—%T—C
Mr = Ar + B :TZT—FATz—FET:TET—FATQ—FBT—}—C—ET—C:T,
2 2 2 2 2
—_—
=0

das heiit, 7 wird von einer Matrix in M,, fixiert, und ist somit Nullstelle von F,(j(7),7(7)).
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