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Vorwort

Literatur

Die Vorlesung gibt eine Einfithrung in die klassische Theorie der Modulformen zu SLs(Z).
Wir folgen in weiten Teilen dem Buch FElliptische Funktionen und Modulformen von Koecher
und Krieg. Weitere geeignete Referenzen sind die Biicher

e Bruinier, van der Geer, Harder, Zagier - The 1-2-3 of Modular Forms,
e Diamond, Shurman - A First Course in Modular Forms,
e Iwaniec - Topics in Classical Automorphic Forms,

Serre - A Course in Arithmetic.

Zagier - Introduction to modular forms.
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1 Einleitung

In diesem einfiihrenden Kapitel wollen wir anhand eines klassischen Beispiels kurz motivieren,
wie man auf natiirliche Weise auf den Begriff der Modulform gefiihrt wird. Anschlielend geben
wir einen kurzen Uberblick iiber die Themen der Vorlesung.

1.1 Elliptische Kurven

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge A C C heifit Gitter, falls es linear unabhéngige wy, wy € C
gibt mit A = Zw; + Zw,. In diesem Fall heifit {w;,ws} eine Basis von A.

Im

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass wy,ws so gewéhlt sind, dass 7 = % positiven
Imaginérteil hat (andernfalls tauschen wir w; und ws).

Definition 1.1.2. Sei A = Zw; + Zws ein Gitter. Das Periodenparallelogramm (oder auch
die Grundmasche) von A bzgl. wi,ws ist die Menge

P(U)l,wg) = {qul Fawr:0<a; <1,0< ag < 1}.

Im
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Satz 1.1.3. Zu jedem z € C gibt es genau ein w € A mit z +w € P(wy,ws). Gehdren z und
z+w fiir einw € A zu P, so gilt w = 0.

Beweis. Schreibe z = & wi + &ws und reduziere &1, & modulo 1. O



1 Einleitung

Gl

Abbildung 1.1: Der Torus C/A

Wir betrachten nun die Faktorgruppe
C/A={a+A:acC}.
Als Untergruppe der abelschen Gruppe (C,+) ist A ein Normalteiler, so dass C/A mittels
(a+A)+(b+A)=(a+b)+A

selbst zu einer abelschen Gruppe wird. Das Nullelement ist gegeben durch 0 + A = A. Die
kanonische Projektion ist definiert als

7:C—C/A, w(a)=a+A.

Sie ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und nach dem letzten Lemma liefert die
Einschriankung auf ein Periodenparallelogramm P eine Bijektion

7|lp: P = C/A.

Identifiziert man die gegeniiberliegenden Seiten des Parallelogramms P, so kann man sich
C/A als Torus vorstellen. Man nennt C/A auch eine elliptische Kurve tiber C.

Satz 1.1.4. Zwei elliptische Kurven C/A1 und C/As sind genau dann isomorph (als abelsche
Gruppen), wenn Ay = aly fir ein a € C\ {0} gilt.

Ist also A = Zw; +Zws ein Gitter, so ist die elliptische Kurve C/A isomorph zu C/A,, wobei
A; = Z7 + Z mit 7 = 71, Im(7) > 0. Bis auf Isomorphie konnen wir daher annehmen, dass
jede elliptische Kurve von dieser Form ist. Es stellt sich dann die Frage, wann zwei elliptische
Kurven der Form C/A, isomorph sind.

Die Gruppe SLg(Z) der invertierbaren ganzzahligen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1
operiert auf der oberen Halbebene H = {7 € C : Im(7) > 0} durch Mé&biustransformation

a b T_aT—i—b
c d Cer+d

Satz 1.1.5. Zwei elliptische Kurven C/A;, und C/A., sind genau dann isomorph (als abelsche
Gruppen), wenn es ein M € SLo(Z) gibt mit 7o = M.




1.2 Uberblick der Vorlesungsthemen

Wir haben daher eine 1-zu-1 Korrespondenz
SLy(Z)\H <= Isomorphieklassen elliptischer Kurven tiber C.

Wir werden spéter den Quotientenraum SL9(Z)\H noch genauer untersuchen und sehen, dass
er selbst wieder eine komplexe Mannigfaltigkeit ist.

Beispiel 1.1.6. Fiir k € Z, k > 3, definieren wir die Eisensteinreihe

Gp(A)= > wtec
0#weA

Wir werden spéater zeigen, dass sie fiir k > 3 absolut konvergiert. Motiviert durch die Tatsache,
dass jede elliptische Kurve isomorph ist zu C/A; fiir ein 7 € H, setzen wir nun

Gr(1) = Gp(A;) = Z wk = Z (mt +n)~"

0AwEA, m,ne’
(m,n)#(0,0)

fir 7 € H. Wie verhélt sich Gi(7) nun, wenn man 7 durch M7 fir ein M € SLa(Z) ersetzt,
also C/A; durch eine isomorphe elliptische Kurve? Wir berechnen fiir M = (2 %) € SLy(Z):

Gp(MT) = Z wk = (er + d)F Z w* = (er + d)FG(7),
0#wEZ Z:IZ +Z 0AwEZ(aT+b)+Z(cT+d)

wobei wir benutzt haben, dass Z(at + b) + Z(ct + d) = Z71 + Z gilt, da M Determinante 1
hat. Wir werden spéter auch zeigen, dass G (7) holomorph auf ganz H ist. Man sagt, G(7)
ist eine Modulform vom Gewicht k.

1.2 Uberblick der Vorlesungsthemen

Wir gehen kurz die Themen durch, die in der Vorlesung behandelt werden.

Modulformen zu SL,(Z)

Eine Modulform vom Gewicht k € Z zu SLo(Z) ist eine holomorphe Funktion f: H — C, die
das Transformationsverhalten

£(E50) =+ ks
fiir alle (2 %) € SLy(Z) besitzt, und die fiir Im(7) — oo beschrénkt bleibt. Das Transformati-
onsverhalten bedeutet (grob gesagt), dass f viele komplizierte Symmetrien besitzt. Dies kann
man gut am Farbplot einer Modulform erkennen.

Eine zunéchst tiberraschende Tatsache ist, dass die C-Vektorrdume M}, von Modulformen
festen Gewichts k endlich-dimensional sind. Wir zeigen dies mithilfe der sogenannten Ge-
wichtsformel, welche starke Einschrdnkungen fiir die Null- und Polstellenordnungen einer
Modulform liefert.

Jede Modulform besitzt eine Fourierentwicklung der Form

oo

f(r) =2 _as(n)q"

n=0
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Abbildung 1.2: Die j-Funktion
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mit der Abkiirzung ¢ = e und Koeffizienten ay(n) € C. Die Fourierkoeffizienten sind
hiufig interessante zahlentheoretische Funktionen (z.B. Darstellungsanzahlen quadratischer
Formen wie im Beispiel der Jacobischen Thetafunktion). Unter Ausnutzung der Endlich-
dimensionalitidt von M, kann man oft tiefliegende Beziehungen zwischen den Koeflizienten
ar(n) beweisen.

Wir werden in der Vorlesung viele explizite Beispiele von Modulformen konstruieren, dar-
unter Fisenstein-, Poincaré- und Thetareihen.

Hecke-Operatoren

Fir m € N definieren wir den Hecke-Operator T,, durch seine Operation auf der Fourierent-
wicklung einer Modulform durch

o0 o

T, <Z af(ﬂ)Q") =3 ( > dk_laf(mn/d2)> q".
n=0 n=0 \d|(m,n)

Die Hecke-Operatoren definieren Endomorphismen auf Mj. Die T}, sind multiplikativ, d.h. es

gilt Thp, = T, T, fiir (m,n) = 1.

Der Raum Sy C My, aller Spitzenformen vom Gewicht &k (das sind Modulformen, die fiir
Im(7) — oo nicht nur beschriankt sind, sondern sogar verschwinden) besitzt ein natiirliches
Skalarprodukt, das sogenannte Petersson Skalarprodukt. Wir werden sehen, dass die T}, mit-
einander kommutieren und bzgl. des Petersson Skalarprodukts selbstadjungiert sind. Aus
einem bekannten Satz aus der linearen Algebra folgt, dass der Raum Sy, eine Basis aus simul-
tanen Eigenformen aller T,, besitzt, das heifit, dass

Tnf = Ap(m)f

10



1.2 Uberblick der Vorlesungsthemen

fur jedes m, fiir ein geeignetes A¢(m) € C, und jede Modulform f aus der Basis von Sj. Diese
simultanen Eigenformen haben besonders schéne Eigenschaften. Normiert man sie mittels
ar(1) =1, so sind ihre Fourierkoeffizienten multiplikativ, d.h. es gilt

ag(mn) = ag(m)as(n)

fir (m,n) = 1.

L-Funktionen von Modulformen

Man ordnet einer Modulform f(7) =302 as(n)q" die L-Funktion

Lis)=Y “f(sn) (1.2.1)
n=1

n

zu. Sie konvergiert fiir s € C mit Re(s) > k und besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf
ganz C, mit hochstens einem einfachen Pol bei s = k. Auflerdem erfiillt die vervollstindigte
L-Funktion

Ag(s) = (2m)"°L'(s)Ly(s)
die Funktionalgleichung
Ap(k —s) = i"Ag(s).

Ist f € Sk eine normierte Spitzenform und eine simultane Eigenform aller Hecke-Operatoren
T, so besitzt die L-Funktion von f ein Fulerprodukt

Le(s)=]] !

5 L—ap(p)p=>+p

2k—1—2s

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p luft.

Wir werden sogenannte Umkehrsdtze kennenlernen. Sie besagen, dass man aus der meromor-
phen Fortsetzung und der Funktionalgleichung einer L-Funktion wie in (mit zunéchst
beliebigen af(n) € C) schliefen kann, dass die g-Reihe > 7% gar(n)q" eine Modulform vom
Gewicht k ist.

Wir wollen aulerdem kompliziertere L-Funktionen, wie die Rankin L-Funktion

o af(n)ag(n)
Lyg(s) = Z ferikgl
n=1 n
zweier Modulformen f = Y72 ar(n)¢™ und g = Y 72 ;aq(n)q"™, untersuchen. Sie besitzt
ebenfalls eine meromorphe Fortsetzung und erfiillt eine Funktionalgleichung, wie man mithilfe
der Rankin-Selberg-Methode zeigen kann.

11






2 Modulformen zu S, (7Z)

2.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Die Modulgruppe ist die Gruppe

I'=SLy(Z) = {(CCL Z) :a,b,c,dEZ,ad—bc-l} C SLy(R)

der 2 x 2 Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen und Determinante 1.

Satz 2.1.1. Die Modulgruppe I' wird erzeugt von den Matrizen

1 1 0 -1
T_<O 1) und S_<1 0).

Beweis. Sei G die von T und S erzeugte Untergruppe von I'. Beachte, dass —I = S? € G.
Sei M = (2%) € T. Wir zeigen per Induktion nach |c|, dass M in G liegt. Ist |¢[ = 0, so muss
M = £T™ fiir ein m € Z gelten, also folgt M € G. Ist |¢| > 0, so betrachten wir die Matrix

mas —c —d
ST M<a+mc b+md>

fir m € Z. Wir koénnen m so wéhlen, dass |a + mc| < || gilt. Nach Induktionsannahme gilt
dann ST™M € G, woraus auch M € G folgt. O

Bemerkung 2.1.2. Es gelten die Relationen
S% = (T8)% = (ST)% = —I.
Die obere Halbebene ist die Menge
H={r € C:Im(r) > 0}

aller komplexen Zahlen mit positivem Imaginirteil. Fiir eine Matrix M = (¢%) € SLy(R)
und 7 € H definieren wir die Mdébiustransformation

at +b

Mr = .
T ct+d

Man nennt die Abbildungen der Form 7 g:ig auch Modulsubstitutionen oder gebrochen

lineare Transformation. Zum Beispiel operieren +1 trivial, und 7" und S operieren als

1
Tr=1+1, ST =——.
T

13



2 Modulformen zu SLa(Z)

Lemma 2.1.3. Die Gruppe SLa(R) operiert auf H durch Mébiustransformationen.
Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Formel

Im(7)

>0

fir M = (2%) € SLy(R) und 7 € H gilt, das heiBt, es gilt auch M7 € H. Weiter haben wir
IT =7, und fir M, N € SLy(R) tberpriift man durch eine kurze Rechnung, dass M (N7) =
(MNT) gilt. Damit definieren M&biustransformationen eine Gruppenoperation von SLa(R)
auf HL. O

Bemerkung 2.1.4. Die Cayley- Transformation

T—1
T4+1

T

bildet die obere Halbebene H bijektiv auf den offenen Einheitskreis D = {w € C : |w| < 1}
ab. Die Operation der Gruppe SLa(R) durch Mébiustransformationen auf H entspricht un-
ter dieser Identifikation der natiirlichen Operation der Gruppe Aut(D) aller biholomorphen
Abbildungen von D. Die Mébiustransformationen sind daher genau die biholomorphen Selbst-
abbildungen von H.

Bemerkung 2.1.5. Die Menge aller Kreise und Geraden in H geht unter Mébiustransfor-
mationen in sich selbst iiber.

Bemerkung 2.1.6. Die Gruppe PSLy(R) = SLy(R)/{£1} operiert treu auf H, das heifit, fiir
jedes M € T' mit M # +1 gibt es ein 7 € H, so dass M7 # 7.

Bemerkung 2.1.7. Man kann zeigen, dass I" eigentlich diskontinuierlich auf H operiert, das
heifit, dass fiir jeden Punkt 7 € H eine Umgebung U existiert, so dass die Menge

{MeT:MUNU # 0}
endlich ist.

Bemerkung 2.1.8. Die Gruppe SLy(R) operiert transitiv auf H. Daher schrinken wir die
Operation auf die diskrete Untergruppe I' von SLy(R) ein, um einen interessanten Quotienten
IM\H zu erhalten.

Wir geben eine gruppentheoretische Beschreibung der oberen Halbebene an. Es sei
SO(2) = {K € SLao(R) : M'M = MM" = I}
die orthogonale Gruppe vom Rang 2 iiber R.
Lemma 2.1.9. Fir K € SLa(R) sind dquivalent:
1. K € S0O(2),
2. Ki=1,
3. K= ( cos(a) Sin(a)) fiir ein o € R.

—sin(a) cos(a)

14



2.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Beweis. Ubung. O
Satz 2.1.10. Die Abbildung

SLe(R)/SO(2) = H, M +— Mi
ist bijektiv.

Beweis. Da SLg(R) transitiv auf H operiert, ist die Abbildung M — M3 surjektiv. Da SO(2)
genau der Stabilisator von 7 in SLy(R) ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.11. Die Gruppe SL2(R) ist eine Lie-Gruppe, also eine topologische Gruppe,
die zugleich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, und SO(2) ist eine kompakte Untergrup-
pe von SLa(R) ist. Allgemeiner nennt man Quotienten der Form G /K mit einer Lie-Gruppe
G und einer kompakten Untergruppe K C G einen homogenen Raum.

Als néchstes wollen wir den Quotienten I'\H genauer untersuchen, und ein Représentan-
tensystem fiir die Bahnen bestimmen. Dazu betrachten wir den Fundamentalbereich

F={reH:|r|>1,-1/2 <Re(r) <1/2}

fir I'\H. Der Fundamentalbereich enthélt die drei Punkte

. wi/3 2 27i/3
, p=e€ y P e )
y
777777774777777777
A vy,
10552508500525007
50050500300502520)
15055250800055007
A
150502508005525007
5005005425000200
155550508502505507
50555508502505527
1550302500020
150550508202502527
100552508500525007
50050500300502520)
100552508500025027
A
150552508505525527
,,,,,,,,,,,,,,,,,
s F
50502508502505007
150550508202505527
1550250850255027
50550508202500527
10055250850255007
5005050080502520)
150552508505505027
055500302502525
A AN
155550508502505527
P,
150550508202502527
15552508502525027
150550508202502527
100552508502505027
2 SIIIII IR 27777 /] > 3
,,,,,,,,,,,,,, )
P 77 " Zyp=e€
! ‘

Satz 2.1.12. Der Fundamentalbereich F hat die folgenden Eigenschaften:
1. Zu jedem T € H existiert ein M € I', so dass Mt € F.

2. Sind T # 7' € F dquivalent modulo T', so liegen sie auf dem Rand von F, und es gilt
|7 =1 und 7" = —1/7 oder Re(r) = £1/2 und 7’ = 7 F 1.

15



2 Modulformen zu SLa(Z)

Beweis. Zu 1.: Sei 7 € H. Fiir M = (¢%) € T gilt Im(M7) = Im(7)/|cr + d|?. Man sieht
anhand dieser Formel leicht, dass ein My € T' existiert, so dass Im(Mp7) maximal wird.
Durch Multiplikation von My mit einer geeigneten Potenz von 71" kénnen wir annehmen, dass
|Re(Mor)| < 1/2 gilt, ohne Im(Mp7) zu verdndern. Wir zeigen, dass dann [Myr| > 1 gilt.
Wiirde ndmlich umgekehrt [Mo7| < 1 gelten, so wére
Im(M()T )
| Mor|?
im Widerspruch zur Maximalitat von Im(Mp7). Damit folgt Myt € F.
Zu 2.: Beachte zunéchst, dass fiir jedes 7 = x + iy € F die Ungleichungen

V3

2 M
gelten. Es seien nun 7 # 7/ € F und M = (2%) € SLy(Z) mit M7 = 7/. Wir konnen
annehmen, dass Im(M7) > Im(7) gilt (sonst tausche 7 und 7’), woraus

Im(SMyr) = > Im(MoT),

y=> (2.1.1)

let +d|* <1 (2.1.2)
folgt. Wegen ([2.1.1)) haben wir
3
ler +d? = (cx +d)? + *y* > 102,

daher muss |¢| < 1 sein, also ¢ € {—1,0,1}. Da M und —M gleich operieren, kénnen wir ¢ > 0
annehmen. Wir behandeln die Félle ¢ = 0 und ¢ = 1 einzeln.

e ¢ = 0: In diesem Fall ist M = +T"™ fiir ein m € Z, also 7" = 7 + m. Daraus folgt leicht,
dass 7 und 7’ auf den vertikalen Randstiicken von F liegen miissen, und m € {—1,1}
gilt (der Fall m = 0 kann wegen 7 # 7" nicht auftreten). Insgesamt folgt Re(7) = +1/2
und 7 =7 F 1.

e ¢ = 1: In diesem Fall folgt aus (2.1.1)) und (2.1.2)), dass

12yr+d!2=(m+d)2+y2=($+d)2+27 = |o+d < (21.3)

1
>
so dass |d| < 1 sein muss. Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:
— d=0: Dann ist M = ("} *01) =T™S fir ein m € Z, also M7 = m — 1/7. Wire
|7| > 1, so wiirde aus

[Re(=1/7)| = |z|/|7]* < 1/2

folgen, dass m = 0 und [M7| = | — 1/7| < 1 gilt, im Widerspruch zu Mt € F.
Damit ist |7| = 1. Wegen M7 =m —7 = (m — x) + iy sieht man, dass nur die drei
Falle

m=—1, also M=T"18,

m=0, also M=S5,

m=1, also M=TS,
moglich sind. Fiir m = 0 ist |[7| = 1 und 7/ = —1/7 wie behauptet. Fiir m = 1
macht man sich leicht klar, dass 7 = 7/ = p = e™/? gelten muss. Fiir m = —1 sieht

man analog, dass 7 = 7/ = p? sein muss. Diese beiden Fille sind aber wegen 7 # 7/
ausgeschlossen.

16



2.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

— d=—1 : Es folgt leicht auf 1} dass = = % und y = @ sein muss, also
T=p=e"/3. Aus det(M) = 1 folgt a + b= —1 und somit

ap+b 1

M:
p= T T

woraus Im(Mp) = § und Re(Mp) = a + 1/2 folgen. Dies ist nur moglich fir
a€{-1,0}. Fira=0ist b= —1, also M = (? j) = (T'S)%. Dann gilt Mp = p.
Dieser Fall ist aber wegen 7 # 7’ ausgeschlossen. Fiir a = —1 ist b = 0, also
M = (711 _01) = STS. Dann ist Mp = p?. Beachte dass |[p| = 1 und Mp =
STSp = Sp = —1/p wie gefordert.

— d =1: Geht analog zum Fall d = —1. Jetzt muss 7 = p? sein, und die einzigen
Méglichkeiten fiir M sind M = (9 ') = ST mit Mp? = p? (dieser Fall ist wieder
ausgeschlossen) und M = (19) = —ST~1S mit Mp? = p.

O

Bemerkung 2.1.13. Man nennt allgemeiner eine Menge mit den Eigenschaften wie im Satz
einen Fundamentalbereich, wenn sie zusétzlich gute topologische Eigenschaften hat. Der Be-
griff des Fundamentalbereichs ist in der Literatur nicht einheitlich definiert. Beachte, dass F
zusammenhéngend und abgeschlossen ist, und einen stiickweise glatten Rand hat.

Bemerkung 2.1.14. Die Menge F ist kein Reprisentantensystem fiir I'\H, da es Punkte
auf dem Rand von F gibt, die unter I' &quivalent sind. Die Menge

Fr = F\ ({Re(f) — _1/2} U {|r] = 1, Re(r) < 0})

ist ein Reprisentantensystem fiir I"\H.
Korollar 2.1.15. Fir € F und M € I' gilt Im(M7) < Im(7).
Beweis. Ubung. O

Wir wollen nun die Fixpunkte der Operation von I' auf H bestimmen. Dazu ist die folgende
Klassifikation von Matrizen in I' nach ihrer Spur tr (¢ 3) = a + d niitzlich.

Definition 2.1.16. Eine Matrix M € SLy(R) heifit
1. elliptisch, falls |tr(M)| < 2,
2. hyperbolisch, falls |tr(M)| > 2,
3. parabolisch, falls [tr(M)| = 2.

Beispiel 2.1.17. Die Matrizen + ({ %) fir b € R sind parabolisch, die Matrizen S, ST, TS

sind elliptisch, und die Diagonalmatrizen (8‘ )\91) mit A € R, A # 0,1 sind hyperbolisch.

Lemma 2.1.18. Fiir M = (¢Y) € SLy(R) und 7 € CU {oo} setzen wir Mt = ‘CIZIS, wobei

wir :I:% = o0 setzen. Dann hat die Gleichung Mt = T genau

17



2 Modulformen zu SLa(Z)

1. zwei Losungen, 71 € H und 0 =71 € —H, falls M elliptisch ist,
2. zwei Lésungen 11 # 10 € R, falls M hyperbolisch ist,
3. eine Losung 7 € QU {oo}, falls M parabolisch ist.
Beweis. Die Gleichung M7 = 7 ist dquivalent zu c¢72 4 (d — a)7 — b = 0. Die Lésungen dieser
Gleichung sind
a—d=+\/tr(M)?—4

2c
Daraus folgt die Behauptung. O

Wir interessieren uns nun zunéchst fiir Fixpunkte in der oberen Halbebene H unter der
Operation von I', also Fixpunkte elliptischer Matrizen in I'. Fiir 7 € H sei

I={Mel':Mr=r}

der Stabilisator von 7 in I'. Beachte dass +1 € I'; fiir jeden Punkt 7 € H gilt, und dass
IT7| = |Tasr| fir M € T gilt.

Definition 2.1.19. Ein Punkt 7 € H heift elliptischer Punkt von I' der Ordnung %|FT], falls
I'; # {£1}, das heifit, falls 7 nichttrivialen Stabilisator hat.

Wir zeigen, dass es nur zwei elliptische Punkte modulo der Operation von I' gibt, deren
Ordnungen 2 und 3 sind.

Satz 2.1.20. Die elliptischen Punkte von I' im Fundamentalbereich F sind gegeben durch
1. 7 =1, mit Stabilisator T'; = {+1,£S},
2. 7 =p=e"/3, mit Stabilisator T, = {+I,+TS, +(TS)?},
3. = p*=e2/3 mit Stabilisator T 2 = {£I, £ST, £(ST)?}.

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus dem Beweis von Punkt 2 aus Satz [2.1.12] O

2.2 Modulformen zu SL,(Z)

Fir M = (2%) € SLy(R) und 7 € H definieren wir den Automorphiefaktor
J(M,7) =cr +d.
Er erfiillt die sogenannte Kozykel-Relation
J(MN,7) = j(M,NT)j(N,)
fir M, N € SLy(R) und 7 € H.
Essei k € Z. Fir M € I' und f : HH — C definieren wir den Gewicht k Slash-Operator
(fled)(r) = j(M,7)""f (M)

Mittels der Kozykel-Relation priift man leicht nach, dass der Slash-Operator eine Wirkung
von SLo(R) auf der Menge der holomorphen Funktionen f : H — C definiert, das heifit, es
gilt

fleMN = (fleM)[eN
fir M, N € SLo(R).
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2.2 Modulformen zu SLa(Z)

Definition 2.2.1. Sei k € Z. Eine Funktion f : H — C heiflt Modulform vom Gewicht k fiir
I, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

1. f ist holomorph auf H,
2. flxM = f fir alle M €T,

3. f hat eine Fourierentwicklung der Form

2miT

mit der Abkiirzung ¢ = e

Ist ay(0) = 0, so heiBit f eine Spitzenform. Den C-Vektorraum aller Modulformen bezeichnen
wir mit My, und den Unterraum aller Spitzenformen mit Sy.

Bemerkung 2.2.2. 1. Die zweite Bedingung aus Definition besagt, dass

£(55) =+t s

fir alle M = (25) € T und 7 € H gilt. Fiir 7 und S erhélt man

fr+1)=f(r), f(=1/m)=7"f(7).

Da I' von T und S erzeugt wird, sind diese beiden Funktionalgleichungen sogar dquiva-
lent zu Bedingung 2.

2. Ist f: H — C holomorph und invariant unter der Slash-Operation von T, so gilt

fir+1) = f(7),

das heifit, f ist 1-periodisch. Jede holomorphe 1-periodische Funktion besitzt eine Fou-

rierentwicklung der Form
o0

flry= > af(n)q"

n=—oo

mit Koeffizienten af(n) € C und ¢ = €*™". Die dritte Bedingung in Definition m
besagt, dass die Fourierentwicklung einer Modulform bei n = 0 beginnt, also keine
Terme von negativem Index hat. Aquivalent dazu ist, dass f(z 4 iy) beschrénkt bleibt
fir y — oo (gleichméBig in ). Man sagt, dass f holomorph bei oo ist. Ist f sogar eine
Spitzenform, so geht f(z + iy) exponentiell schnell gegen 0 fiir y — oo (gleichméfig in
x), und man sagt, dass f bei oo verschwindet.

3. Die Koeffizienten af(n) sind gegeben durch das Integral

1 ) )
as(n) = [ o+ i)t s,
0
wobei y > 0 beliebig gewahlt werden kann. Auflerdem gilt

ar(0) = lim f(iy).

Y—00
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Lemma 2.2.3. Sind f € My und g € My, so ist fg € Mygiy. Ist f oder g eine Spitzenform,
so ist auch fg eine Spitzenform.

Beweis. We berechnen fiir M € I', dass
(fDkreM = j(M,7) " (fg) (M) = §(M,7)~* f(M7)j(M,7)" g(M7) = f[3.M - g|¢M.

Daraus folgt die erste Behauptung. Die zweite Aussage folgt sofort durch Multiplizieren der
Fourierentwicklungen von f und g. O

Lemma 2.2.4. Ist k € Z ungerade, so gilt My = {0}, das heifst, jede Modulform ungeraden
Gewichts verschwindet identisch.

Beweis. Sei f € My,. Das Transformationsverhalten von f unter der negativen Einheitsmatrix
—1 liefert

f(r) = f((=D)m) = (=1)*f(7)
fir alle 7 € H. Daraus folgt f = 0 falls & ungerade ist. O

Wir zeigen nun, dass die Koeffizienten von Spitzenformen héchstens polynomiell wachsen.

Satz 2.2.5 (Hecke bound). Ist f = Y02 ar(n)q" € Sy eine Spitzenform, so gibt es eine
Konstante C' > 0 mit

jag(n)| < Cn?
fir alle n > 1.
Beweis. Ist f € Sy, so ist die Funktion h(7) = Im(7)*/?|f(7)| invariant unter ', das heift,
es gilt h(MT) = h(r) fiir alle M € I' und 7 € H. Da f(7) fir Im(7) — oo verschwindet, ist
h(7) auf dem Fundamentalbereich F beschriankt. Wegen der I'-Invarianz ist h(7) auf ganz

H beschréankt, das heit, es gibt eine Konstante C’ > 0 mit h(r) < C’ fiir alle 7 € H. Wir
kénnen den n-ten Fourierkoeffizienten as(n) von f daher abschitzen durch

1 1
as)| < [ 1+ iple™ iz = [y + i)™ < Oy e,
0 0

wobei wir y > 0 beliebig wahlen kénnen. Mit y = % folgt
lag(n)| < C'*™n?,
woraus die Behauptung folgt. O
Bemerkung 2.2.6. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass fiir Modulformen f =
% oaf(n)g" € My im Allgemeinen die schwéichere Abschétzung ay(n) < Cn*~! gilt.

Mit einer dhnlichen Beweisidee erhalten wir ein erstes Strukturresultat iiber die Raume M),
der Modulformen festen Gewichts.

Satz 2.2.7. Fir k <0 gilt M, = {0}.
Beweis. Wie im Beweis von Satz betrachten wir fur f € My die I'-invariante Funktion
h(r) = Im(7)¥/2|f(7)|. Sie ist auf dem Fundamentalbereich F beschrinkt, und da sie I'-

invariant ist und k < 0 ist, ist h(7) auf ganz H beschrinkt, d.h. es gilt h(7) < C’ fiir ein
C’ > 0 und alle 7 € H. Wir erhalten fiir n > 0 die Abschitzung

1 1
4l < [ If@+in)levde = [y b+ ig)e e < Oy e,

0
wobei wir y > 0 beliebig wéihlen kénnen. Insbesondere kénnen wir wegen k < 0 den Grenzwert
y — 0 auf der rechten Seite bilden und erhalten as(n) = 0 fiir alle n > 0, also f = 0. O
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2.3 FEisensteinreihen

2.3 Eisensteinreihen
Als erste Beispiele nicht-trivialer Modulformen betrachten wir Eisensteinreihen.

Lemma 2.3.1. Fir gerade k € Z mit k > 4 konvergiert die Eisensteinreihe

Gi(r) = Z (mt + n)*k
(m,n)€Z2\{(0,0)}

absolut und lokal gleichmdfig auf H, und definiert daher eine holomorphe Funktion auf H.

Beweis. Es sei K C H eine kompakte Teilmenge. Man kann zeigen, dass es (von K abhéngige)
Konstanten «, 5 > 0 gibt, so dass

almi+n| < |m7 +n| < Blmi + n

fiir alle 7 € K gilt. Dies wollen wir hier ohne Beweis benutzen. Wir kénnen dann fiir 7 € K
abschétzen:

> |m7 +n|™F <aF > |mi +n| ™"
(m,n)€Z*\{(0,0)} (m,n)€Z>\{(0,0)}
=a 7k Z (m? + n2)*k/2.
(m,n)€Z?\{(0,0)}

Wir teilen die Summe auf und schreiben

Z (m? +n?) k2 = Z nF+ Z mF 4+ Z (m? 4 n?)~k/2

(m,n)€Z2\{(0,0)} neZ\{0} meZ\{0} m,neZ\{0}
<d¢(k)+ Y (2mnf)TH?
m,neZ\{0}

= AC(k) +4 - 27%2¢(k/2)?,

wobei wir benutzt haben, dass m? +n? > 2|mn/ fiir alle m,n € R gilt. Fiir k¥ > 4 konvergieren
¢(k) und ¢(k/2), so dass also die Summe 3=, \e72\{(0,0)} |m7-+n|~" ebenfalls konvergiert, das
heifit, Gy, konvergiert absolut. Da die Abschéitzung am Ende nur vom gewéhlten Kompaktum
K, aber nicht mehr von 7 abhéngt, ist die Konvergenz gleichméflig auf K, das heifit, G
konvergiert lokal gleichméBig. Da die Summanden (m7 + n)~* auf H holomorph sind, ist
dann nach dem Weierstrafischen Konvergenzsatz auch G auf H holomorph, und der Beweis
ist abgeschlossen. O

Bemerkung 2.3.2. Fiir ungerade k heben sich die Terme (¢7 4 d)™* und (—cr —d) ™% in der
Summe gegenseitig weg, so dass in diesem Fall G, = 0 gilt.

Lemma 2.3.3. Fiir gerade k € Z mit k > 4 besitzt die Eisensteinsteinreihe Gy das Trans-
formationsverhalten

GilrM = Gy,
fiir alle M €T.
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Beweis. Wir setzen M = (‘é g) € I' ein und berechnen

—k
GileM = (CT-{-d)_k Z (maT+2+n>
(mmyezz\(o0)y © T

= Z (m(ar +b) 4+ n(er +d)) ™"
(m.n)eZ>\{(0,0)}
= Z ((ma + ne)r 4+ mb + nd) ™"
(m.n)€Z\{(0,0)}
— Z (mt + n)fk =(.
(m,n)€Z\{(0,0)}
Dabei haben wir benutzt, dass die Abbildung (m,n) — (ma+nc, mb+nd) wegen det(M) = 1

eine Bijektion von Z2\ {(0,0)} ist, und dass wir die Reihen wegen der absoluten Konvergenz
umordnen diirfen. ]

Lemma 2.3.4. Fir gerade k € Z mit k > 4 besitzt die Fisensteinreihe Gy die Fourierent-
wicklung

i)k &
Gr(1) = 2¢(k) + 2(22_ )1)' glok_l(n)q",

wobei C(k) = .00, n~* die Riemannsche Zetafunktion und op_1(n) = > djn d*=1 die verall-
gemeinerte Teilersummenfunktion ist.

Beweis. Wir spalten zunéchst die Terme mit m = 0 ab und schreiben

Gu(r)=>_n"+ > S (mr+n)*

n#0 meZ\{0} n€Z
=20(k)+2 > Y (mr+n)~".
m=1n€eZ

Wir betrachten nun die innere Summe fir festes m, und ersetzen m7 fir den Moment durch
7. Als Funktion von 7 ist die so entstehende Reihe 1-periodisch und holomorph und hat daher
eine Fourierentwicklung

1 . .
Z(T + n)—k — Z / Z(T + n)—ke—Qﬂszdx 627rzd7"
nez dez \’°

nel

wobei das innere Integral nicht von der Wahl von y > 0 abhé&ngt. Durch Vertauschen von
Summe und Integral erhalten wir

1 ) 1 .
/ Z(T + n)fke*%“hda; = Z / (T + n)fke*%“hdx
0 0

nez ne”L
S8 .
_ / T_k€_27md7—dl‘.
—00

Fiir d < 0 verschwindet das letzte Integral, da es in diesem Fall fiir y — oo verschwindet,
andererseits aber auch von y unabhéngig ist. Fiir d > 0 ist das Integral gegeben durch

ke —omidr gk (2m0)F
/7007' e dr=d D)
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2.3 FEisensteinreihen

wobei wir eine bekannte Integraldarstellung von ﬁ verwendet haben, mit der Gamma-
Funktion I'(s) = [;° e *t*~!dt fiir Re(s) > 1. Beachte dass I'(k) = (k — 1)! fir k € Z,k > 1.
Insgesamt erhalten wir

Z(T +n)7F =

@2ri)" S k1 omid
d mar 2.3.1
CEVPILE 23

Diese Formel heifit auch Lipschitz-Formel. Setzen wir dies in die Reihendarstellung von Gy
ein (mit m7 statt 7), so erhalten wir

Culr) = 2 (k) + 2 2T S S gt e
(k= 1)! m=1d=1
o (27T2)k — k—1 2minTt
_2C(k)+2<k_1)!nz:1dz,;d e ,

wobei wir im letzten Schritt n = md gesetzt haben. Damit ist der Beweis abgeschlossen. [
Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Satz 2.3.5. Fir gerade k € Z mit k > 4 ist Gy, € My, eine nicht-triviale Modulform vom
Gewicht k, aber keine Spitzenform.

Beweis. Aus den vorangegangenen Lemmas folgt, dass Gy fiir £ > 4 holomorph auf H ist,
mit Gewicht &k unter I' transformiert, und eine Fourierentwicklung besitzt, die keine Terme
von negativem Index hat, also holomorph bei oo ist. Damit ist G € M}, eine Modulform vom
Gewicht k. Da der konstante Term von Gy, gleich 2¢(k) # 0 ist, ist G # 0 und Gy, ist keine
Spitzenform. O

Definition 2.3.6. Fiir gerade k € Z mit k > 4 definieren wir die normierte Fisensteinreihe

o0

Be L ot (2mi)* n
4= e O = e

Bemerkung 2.3.7. Die normierte Eisensteinreihe hat die Darstellung

MeTl o \T

mit der Untergruppe I'o o = {£T" : n € Z}.

Man kann jede Modulform eindeutig zerlegen als Summe eines Vielfachen der Eisenstein-
reihe E} und einer Spitzenform.

Lemma 2.3.8. Fir gerade k € Z mit k > 4 gilt M = CEy & Sk.

Beweis. Ist f = > 0 gar(n)q" € My, so ist f —ayp(0)E, € Si. Da jedes Vielfache von Ej,
einen nicht-verschwindenden konstanten Term hat, ist klar, dass CEy N S, = {0} gilt. d

Damit kénnen wir eine Abschétzung des Wachstums der Fourierkoeffizienten aller Modul-
formen in M), beweisen.
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Satz 2.3.9. Sei k € Z gerade mit k > 4 und f = Y ;2 gap(n)g" € My. Dann gibt es eine
Konstante C > 0, so dass ay(n) < CnF=1 fiir alle n > 1 gilt.

Beweis. Wir zerlegen f = aE), + g mit einer Konstante o € C und g € Si. Die Abschitzung
der Koeflizienten von g folgt aus Satz Zur Abschéitzung des Wachstums der Koeffizienten
von E}, geniigt es, die verallgemeinerten Teilersummen oj_1(n) abzuschétzen. Dazu schreiben
wir
op—1( de L Zn/d nk= 1Zd1 k= pkl¢(k—1).
dn dln
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir wollen noch zeigen, dass die normierte Eisensteinreihe Ej rationale Fourierkoeffizienten
besitzt. Dazu benétigen wir Informationen tiber die Werte ((k) bei geraden natiirlichen Zahlen
k € Z,k > 4. Sie lassen sich in Termen von Bernoulli-Zahlen schreiben.

Definition 2.3.10. Die Bernoulli-Zahlen B,, sind definiert durch
x > x”
et —1 Z_: Bnﬁ’
n=0

also als die Koeffizienten der Taylor-Entwicklung von

g um z = 0.

Man kann zeigen, dass die B,, allesamt rationale Zahlen sind. Auflerdem gilt B, = 0 fur
alle ungeraden n > 3. Die ersten paar Werte von B,, sind gegeben durch

n o] 1]2] 4 |6]| 8 [10] 12

|
Bu 1] =3 161302l 56|20

Die Fulersche Formel besagt nun:
Satz 2.3.11. Fir gerade k € N mit k > 2 gilt

i)k
2¢(k) = _(2k:!) B;y..

Beweis. Zum Beweis verwenden wir die Partialbruchzerlegung des Kotangens: Fur x € R\ Z
gilt

x+n xr—n

mweot(mr) = — + Z ( ! ) . (2.3.2)

Setzt man y = mx, so erhdlt man nach einer kurzen Rechnung unter Benutzung der geome-
trischen Reihe
¢(2 )
ycot(y) = 1—22 ok Y

k=1

Benutzt man andererseits die Darstellung cot(y) = zeglzﬂ, so erhalt man

2k:
)

Durch Vergleichen der Taylorkoeffizienten der beiden Darstellungen von y cot(y) folgt die
behauptete Formel. O

Qiy 24y
ycot(y) = 5 T Z B2k
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2.4 Ramanujans Delta-Funktion

Bemerkung 2.3.12. Fiir ungerade k € N mit k£ > 3 ist nur sehr wenig iiber die Werte ((k)
bekannt. Apéry konnte 1979 beweisen, dass ((3) irrational ist, und Zudilin hat 2001 gezeigt,
dass mindestens einer der Werte ((5),((7),¢(9),(11) irrational ist.

Damit erhalten wir eine rationale Formel fiir die Fourierkoeffizienten der normierten Eisen-
steinreihe FEJj.

Satz 2.3.13. Fir gerade k € Z mit k > 4 besitzt Ey, die Fourierentwicklung

Insbesondere sind die Fourierkoeffizienten von Ej, rationale Zahlen.
Beispiel 2.3.14. Fir £ = 4 und k = 6 haben wir die Fourierentwicklungen
o
E;=1+240) o3(n)q" = 1+ 240q + 2160¢> + 6720¢° + 17520¢" + 30240¢° . ..
n=1

o
Eg=1-504) o05(n)q" =1— 504¢ — 16632¢° — 122976¢° — 532728¢" — 1575504¢° — ...

n=1

Die Fourierkoeffizienten von Ej, haben offenbar sogar beschrénkte Nenner, das heifit, es gibt
eine Konstante C' € Z \ {0} (nadmlich den Zahler von By) so dass C - Ej ganzzahlige Fourier-
koeffizienten hat. Die bemerkenswerte Tatsache, dass Modulformen mit rationalen bzw. sogar
ganzzahligen Fourierkoeffizienten existieren, folgt nicht auf offensichtliche Weise aus der Defi-
nition einer Modulform, und ist einer der Griinde, warum Modulformen in der Zahlentheorie
eine wichtige Rolle spielen.

2.4 Ramanujans Delta-Funktion

Wir wollen nun ein erstes Beispiel einer nicht-trivialen Spitzenform konstruieren.
Definition 2.4.1. Ramanujans Delta-Funktion ist definiert als

_ E{ - E§
1728

Die Koeffizienten 7(n) der Fourierentwicklung
(0]

A(T) =D 7(n)q" = q— 24¢° + 252¢° — 1472¢" + 4830¢° — 6048¢° — 16744¢" + 84480¢° + . ..
n=1

heiflen Ramanujans 7-Funktion.
Satz 2.4.2. Es ist A € S15 eine nicht-triviale Spitzenform vom Gewicht 12.

Beweis. Durch Multiplikation der Fourierentwicklungen sieht man, dass Ej und Eg beides
Modulformen vom Gewicht 12 sind, die konstanten Term 1 haben. Daher ist Ej — E2 € Sa.
Der Faktor 1728 normiert A so, dass die Fourierentwicklung mit ¢ beginnt. Insbesondere ist
A nicht die Nullfunktion. O
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Bemerkung 2.4.3. Die Delta-Funktion hat die Produktentwicklung
o
Alr)=gq I —gm*.
n=1

Wir kommen spéter auf den Beweis dieser Tatsache zuriick. Man sieht an der Produktent-
wicklung, dass die 7(n) ganze Zahlen sind. Es folgt auflerdem, dass A keine Nullstellen in H
hat. Dies werden wir im néchsten Abschnitt mithilfe der Gewichtsformel beweisen.

Bemerkung 2.4.4. Die Koeffizienten 7(n) der Delta-Funktion haben viele interessante Ei-
genschaften (manche bis heute unbewiesen). Hier nur einige Beispiele:

1. Die Koeffizienten 7(n) sind multiplikativ, das heifit, es gilt
7(mn) = 7(m)7(n)
fir alle (m,n) = 1. Zum Beispiel gilt
7(6) = —6048 = —24 - 252 = 7(2) - 7(3).

Wir werden dies mithilfe von Hecke-Operatoren beweisen.

2. Die 7(n) erfiillen viele Kongruenzen, zum Beispiel
7(n) = o11(n) (mod 691)

fiir alle n € N. Dies werden wir in den Ubungen zeigen.

3. Ramanujan-Vermutung. Fir alle Primzahlen p gilt
Im(p)| < 2p*72.
Die Vermutung wurde 1974 von Deligne in gréflerer Allgemeinheit bewiesen.

4. Lehmer-Vermutung. Es gilt 7(n) # 0 fir alle n € N. Die Vermutung ist bis heute offen.

2.5 Die Gewichtsformel und die Struktur von M,

Es sei f € M} eine Modulform vom Gewicht k. Als holomorphe Funktion auf H besitzt sie in
jedem Punkt a € H eine Taylorentwicklung der Form

[e.e]

f(r) = craln)(r —a)"

n=0
mit Koeffizienten cy,(n) € C. Wir definieren die Ordnung von f in a durch
ordg(f) = min{n € Ny : ¢ 4(n) # 0}.

Eine Modulform hat aulerdem eine Fourierentwicklung der Form

o0

fFr) =" ag(n)g",

n=0

und wir definieren die Ordnung von f in co durch
orde(f) = min{n € Ny : ay(n) # 0}.

Die Gewichtsformel gibt eine Formel fiir die Summe der Ordnungen einer Modulform.
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2.5 Die Gewichtsformel und die Struktur von Mj,

Satz 2.5.1 (Gewichtsformel). Fir f € My mit f # 0 gilt die Formel

1 1 k
ordoo(f)—|—§0rdi(f)+§ordp(f)+ Z ord.(f) = 3
Tel'\H
T#4,0 mod I

Bemerkung 2.5.2.

1. Fir f € My, gilt die Formel
OrdMT(f) - OrdT(f)

fir alle 7 € H und M € T', das heifit, die Ordnung von f in 7 hingt nur von der
Klasse von 7 in I'\H ab. Damit ist die Summe auf der linken Seite der Gewichtsformel
wohldefiniert.

2. Die Formel heifit auch k/12-Formel, und auf englisch valence formula. Definiert man
ord(oo) = 1 und die Ordnung eines Punktes 7 € H als

) 3, falls7=p (modT),

ord(r) = §’FT‘ =42, falls7=14¢ (modTl),
1, sonst,

so kann man die Gewichtsformel etwas kompakter schreiben als

ord, k
> (f) _

ord(r) 12

rel\HU{oco}

3. Die Summe auf der linken Seite der Gewichtsformel ist endlich, da sich die Nullstellen
von 0 # f € My, in I'\H nicht haufen.

Beispiel 2.5.3. Aus der Gewichtsformel folgt, dass die Eisensteinreihe E; (bzw. Eg) eine
einfache Nullstelle bei 7 = p (bzw. 7 = i) hat, und keine weiteren Nullstellen modulo T".

Wir kommen nun zum Beweis der Gewichtsformel.

Beweis von Satz[2.5.11 Es sei

e}

f=> as(n)g" € M

n=ng

mit f # 0 und ay(ng) # 0. Insbesondere gilt ng = ord(f). Es existiert ein 7" > 0, so dass
f(7) fir Im(7) > T keine Nullstellen hat. Denn andernfalls wiirden sich die Nullstellen der
Funktion g(q) = >-n2ayr(n)q™ (die fiir |¢| < 1 holomorph ist) bei ¢ = 0 héufen, was nach dem
Identitétssatz schon g(q) = 0 fiir alle |g| < 1 implizieren wiirde, im Widerspruch zu f # 0.
Wir nehmen der Einfachheit halber zundchst an, dass f auch keine Nullstellen auf dem Rand
des Fundamentalbereichs F hat. Wir betrachten nun folgenden Weg ~ in H:
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2 Modulformen zu SLa(Z)

- T
v 1 7
Vi
V2 ~ Yo
2 @ Y2
. \\// €
° ¢ )
p? p
% % > Re
1 1
2 2

Dabei ist € > 0 so klein gewihlt, dass die Kreise um 4, p und p? keine Nullstellen im Inneren
von F enthalten.

Nach dem Residuensatz gilt mit F' = f'/f die Formel

/YF(T)dTZQﬂ'i > ordu(f), (2.5.1)

weF°

wobei F° das Innere von F bezeichnet. Da die rechte Seite nicht von € abhéngt, kénnen wir
auf der linken Seite den Grenzwert ¢ — 0 nehmen. Wir berechnen die Integrale iiber die
einzelnen Teilwege:

28

e Der Weg ~¢: Die Funktion F' = f’/f ist 1-periodisch und besitzt eine Fourierentwicklung

der Form
210 YL, nap(n)q"
F(T) = 0 a (77,) n
n=ng 4f\1)4

:27r73n0+...

besitzt. Wir parametrisieren —vy (wobei das Minus die Umkehrung der Orientierung
angibt) durch « — z + ¢ mit « € [-1/2,1/2]. Es gilt

1/2
F(r)dr = — F(z+iT)dr = —2ming = —2miordeo (f).
Y0 -1/2

e Die Wege 71 und +4: Da F' 1-periodisch ist, und 7] umgekehrt zu v; orientiert ist, folgt

F(rydr+ [ F(r)ar =0
7 1



2.5 Die Gewichtsformel und die Struktur von Mj,

Die Wege 72 und ~5: Beachte, dass die Funktion F' = f//f fir M = (¢%) € T das
Transformationsverhalten

ke

4 F(T)> ir

F(Mn)dMT =
(Mr)dMz (cv-—i—d

besitzt. Die Matrix S bildet v2 auf —v4 ab. Wir erhalten daher

Aé F(r)dr = — o F(r)dr =— | F(ST)dST=— [m (k + F(T)) dr,

Y2 T

und somit

F(T)d7'+/ F(7) :—k:/ dr.
72 74 2 T

. (/ d7'> P dr 271
lim — | = —_ =
e—0 v T i T 12

Die Rechnung fiir den letzten Schritt lassen wir als Ubungsaufgabe.

Wir berechnen weiter

Die Wege v,,7,2 und ~;: Die Funktion F'(7) hat um p eine Laurent-Entwicklung der

Form
o

F(r)= Y cr(n)(r—p)"

n=-—1

Dabei ist ¢p(—1) = ord,(f), wie man sich leicht durch Einsetzen der Taylorentwicklung
von f in F = f’/f klar macht.

Wir schreiben

ii_ﬁ% 5 F(r)dr = il_r)r(l) (cF(—l) [yp Td_Tp + /% (F(T) - Ci(__ﬂl))> dT) .

Das zweite Integral verschwindet fiir ¢ — 0, da der Integrand bei 7 = p holomorph ist
und die Lange des Integrationsweges gegen 0 geht. Mit cp(—1) = ord,(f) erhalten wir

. . dr
il_I}r(l] 5 F(r)dr = ord,(f) il—%/yp —

Um das Integral zu berechnen, wihlen wir a = a(e) so, dass ¢'® auf dem Einheitskreis
links von p liegt und |e’® — p| = ¢. Es sei ¢ = ¢(g) < 0 der Winkel zwischen p + ic und
e,

Dann konnen wir den Weg v, parametrisieren durch

preett, Tioo<t< T
2 2

Damit konnen wir weiter rechnen:

d /21 j
lim T —lim / jeeldt = —ilim o = %Z

=0y, T—p =0z /210 geit e—0
Insgesamt folgt
liy [ F(ryir = == ord, ()
lim . T)dr = ——=ordy(f).
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2 Modulformen zu SLa(Z)

p+ie

Analog zeigt man

. 2mi
g_t}%[ypg F(r)dr = oy ord,(f)
und o
i UL
il_r)r(l)[ﬁ F(r)dr = 5 ord;(f).

Nehmen wir alle Wege zusammen, so erhalten wir aus (2.5.1) die Gewichtsformel. Liegen
Nullstellen auf dem Rand von F, so schneidet man (wie bei i, p und p?) kleine Kreise um die
Nullstellen aus. Die zusétzlichen Randintegrale behandelt man dhnlich wie oben. 0

Lemma 2.5.4. Die A-Funktion hat keine Nullstellen auf H. Insbesondere ist die Abbildung
My = Skt12, f=A-f

ein Isomorphismus.

Beweis. Fiir k = 12 ist die rechte Seite der Gewichtsformel gleich 1. Weiter ist ord.(A) = 1.
Da ord,(A) > 0 fiir alle 7 € H gilt, muss nach der Gewichtsformel sogar ord,(A) = 0 fiir alle
7 € H gelten, also hat A keine Nullstellen auf H. Insbesondere ist die Abbildung

Sk12 = Mg, g+ g/A

wohldefiniert, und liefert die Umkehrabbildung zu f — A - f. O
Satz 2.5.5. Fir gerade k < 12 sind die Riume My, und Sy folgendermajflen gegeben.

1. My =S, ={0} firk <0.

2. My = C und Sy = {0}.

3. My = Sy = {0}.

4. My, = CEy und S, = {0} fir k =4,6,8,10.

5. S19 = CA und My = CE19 @ CA.

Beweis. 1. Fir k < 0 ist die rechte Seite der Gewichtsformel negativ, aber die linke Seite
ist stets positiv.
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2.5 Die Gewichtsformel und die Struktur von Mj,

2. Wire f € My nicht konstant, so wéire f — f(i) ebenfalls nicht konstant und hétte eine
Nullstelle bei i. Damit wére die linke Seite der Gewichtsformel grofler oder gleich %, und
die rechte Seite gleich 0.

3. Fir k = 2 ist die rechte Seite der Gewichtsformel gleich %. Die rechte Seite der Ge-
wichtsformel kann den Wert % aber nicht annehmen, da die Ordnungen von f bei co
und bei Punkten in H ganze Zahlen sind.

4. Fir k = 4,6,8,10 und f € Sy ist f/A € Mj_15 nach dem letzten Lemma eine Mo-
dulform negativen Gewichts, und verschwindet daher identisch. Es folgt Sy = {0}, und
wegen My = CEp ® Sy dann auch My = CFEj.

5. Ist f € Si2 eine Spitzenform, so ist nach dem letzten Lemma die Funktion f/A € My

eine Modulform vom Gewicht 0, also eine Konstante.
O

Satz 2.5.6. Fiir gerade k > 2 gilt die Dimensionsformel

LZJ , falls k=2 (mod 12),
dim(My) = i

LQJ +1, fallsk#2 (mod 12),
und dim(Sy) = dim(Mj) — 1.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach k. Nach dem letzten Satz stimmt
die Formel fir k£ = 2,4,6,8,10,12. Es sei nun k£ > 12. Wir nehmen an, dass die Dimension-
formel richtig ist fiir alle Gewichte kleiner k. Da die Abbildung Sy — My_12, f — f/A ein
Isomorphismus ist, erhalten wir

dlm(Mk) =1+ dlm(Sk) =1+ dim(Mk,m)

":I;QJ falls k —12=2 (mod 12),
=143 (k12
D J—i—l, falls k — 12 #2 (mod 12),
V“_ falls k=2 (mod 12)
B 2] alls k£ = mo ,
k
{12 +1, fallsk#2 (mod 12).

Wir erhalten die behauptete Dimensionsformel. O
Satz 2.5.7. Fiir gerade k > 4 ist eine Basis von My, gegeben durch die Funktionen
ESES, «o,B € No,da+ 68 = k.

Insbesondere lisst sich jede Modulform f € My, eindeutig schreiben als ein Polynom in Fy
und Fg, das heif$t, wir haben einen Ringisomorphismus

[ee]
M.= @ M, =C[Ey, Es] = CIX,Y].
k=0

k ge_mde
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach k > 0, dass sich jedes f € M} als Polynom in E4 und
FEg schreiben ldsst. Die Monome haben dann die Form CEng mit 4a + 65 = k, so dass sich
f als Linearkombination der Ei‘Eg schreiben lésst.

Fir k = 0,2,4,6 ist die Behauptung nach Satz klar. Fiir ¥ = 8 und k£ = 10 folgt
aus Dimensionsgriinden und durch Vergleichen der konstanten Fourierkoeffizienten Eg = E?
und E1g = F4Fg. Es sei nun k£ > 12. Wir nehmen an, dass sich jede Modulform vom Gewicht
kleiner k als Polynom in F, und Ejg schreiben ldsst. Wir wahlen o, 8 € Ng so dass 4a+65 = k
gilt. Dann hat Ejng Gewicht k£ und konstanten Term 1, und es folgt wie im Beweis von
Lemma dass M = CEE‘Eg@Sk gilt. Ist f € Sk, so ist f = gA fir ein g € My_19,
welches sich nach Induktionsannahme als Polynom in Fy, Eg schreiben ldsst. Andererseits ist
auch A ein Polynom in Fj4, Fg, so dass dasselbe auch fiir f gilt. Wir haben damit gezeigt,
dass sich jede Modulform f € Mj schreiben ldsst als Linearkombination der Funktionen

ESES, o8 €Ny da+68 = k.

Man macht sich klar, dass die Anzahl aller o, 8 € Ny mit 4a+68 = k durch die gleiche Formel
wie dim(My) in Satz gegegeben ist. Daher bilden diese Funktionen sogar eine Basis von
M. O

Bemerkung 2.5.8. Der Satz impliziert insbesondere, dass M} und S, Basen mit ganzzahligen
Fourierkoeffizienten haben.
2.6 Die j-Invariante und modulare Funktionen

Definition 2.6.1. Die j-Invariante ist die Funktion

3 T
itr) =50,

Da A keine Nullstellen auf H hat, ist j holomorph auf H. Auflerdem ist j invariant unter
I', das heifit, es gilt
J(Mr) = j(7)

fiir alle M € T', da E§ und A beide Gewicht 12 haben. Aus den Fourierentwicklungen von E3
und A erhéalt man die Fourierentwicklung von j:

G(T) = ¢~ + 744 + 196884q + 21493760¢> + 864299970¢° + . . . .

Insbesondere ist j keine Modulform im Sinne unserer urspriinglichen Definition, da die Fou-
rierentwicklung Terme mit negativen ¢-Exponenten hat. Dies gibt Anlass zu folgender Verall-
gemeinerung der Definition einer Modulform:

Definition 2.6.2. Eine Funktion f : H — C heifit modulare Funktion (oder Modulfunktion),
falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

1. f ist meromorph auf H,

2. f(Mr)= f(r) fir alle M €T und 7 € H,
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2.6 Die j-Invariante und modulare Funktionen

3. f hat fir 7 € H mit Im(7) > max{Im(7y) : 70 € H ist Pol von f} eine Fourierentwick-

lung der Form
oo

flr)= > ag(n)q"

n=ng

fiir ein ng € Z

Bemerkung 2.6.3. Im Gegensatz zur Definition von Modulformen erlauben wir bei modula-
ren Funktionen Pole auf der oberen Halbebene und einen Pol bei co. Auflerdem beschrinken
wir uns auf Gewicht 0. Lasst man auch Gewicht k zu, so erhélt man meromorphe Modulformen
vom Gewicht k.

Bemerkung 2.6.4. Die Menge aller modularer Funktionen bildet einen Korper.

Bemerkung 2.6.5. Die Fourierentwicklung einer modularen Funktion f stellt f nicht auf
ganz H dar, sondern nur oberhalb aller Pole von f.

Bemerkung 2.6.6. Die Gewichtsformel gilt mit dem gleichen Beweis auch fiir modulare
Funktionen (und meromorphe Modulformen). Fiir modulare Funktionen f # 0 vereinfacht sie
sich zu

ordeo (f) + Z ord,(f) =0.
eI ord (1)

Es ist klar, dass jede rationale Funktion in j eine modulare Funktion ist. Hiervon gilt auch
die Umkehrung.

Satz 2.6.7. Jede modulare Funktion ldsst sich als rationale Funktion in j schreiben, und ist
genau dann holomorph auf H, wenn sie ein Polynom in j ist.

Beweis. Es sei f eine modulare Funktion. Weiter seien 71, ..., 7, die Pole von f in H modulo
I' mit Ordnungen vy, ..., v,. Dann ist die Funktion
m

H ) — ()

eine modulare Funktion, die holomorph auf H ist. Wir zeigen, dass g ein Polynom in j ist.
Die modulare Funktion g hat eine Fourierentwicklung der Form

9=y ag(n)q".
n=ng

Man zeigt leicht per Induktion, dass es zu jedem n € Ny eine modulare Funktion j, gibt, die
auf H holomorph ist, deren Fourier-Entwicklung die Form ¢~" + O(q) hat, und die sich als
Polynom in j schreiben lésst. Zum Beispiel ist jo = 1 und j; = j — 744. Dann ist die Funktion

g Z ag(_n)jn

n>0

auf H holomorph und verschwindet bei oo, und ist daher nach der Gewichtsformel gleich 0.

Daraus folgt
9= Z ag(_n)jn-
n>0

Somit ldsst sich g als Polynom in j schreiben, und f als rationale Funktion in j. O
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Sind f, g holomorphe Modulformen gleichen Gewichts mit g # 0, so ist g offenbar eine
modulare Funktion. Umgekehrt gilt:
Korollar 2.6.8. Jede modulare Funktion ist der Quotient zweier holomorpher Modulformen.
Beweis. Man kann jede modulare Funktion f als Quotient f = % mit Polynomen P, (Q

schreiben. Ist  das Maximum der Grade von P und @, so sind P(j)A" und Q(j)A" holomor-

phe Modulformen, und es gilt f = %. -

Wir untersuchen nun die Werte von j auf H:
Lemma 2.6.9.

1. j hat an der Stelle T = p eine Nullstelle der Ordnung 3, und keine weiteren Nullstellen
in T'\H.

2. 7 — 1728 hat an der Stelle T = i eine Nullstelle der Ordnung 2, und es gilt j(7) # 1728
fir alle anderen T € T'\H.

3. Jede von 0 und 1728 verschiedene komplexe Zahl wird von j auf I'\H genau einmal und
von erster Ordnung angenommen.

Beweis. Fiir jede komplexe Zahl z ist 7 — z ebenfalls eine modulare Funktion mit einem
einfachen Pol bei oo, und die Gewichtsformel angewendet auf j — z liefert

Z 1

A ord()

ord,(j —z)=1.

Da Ej4 eine Nullstelle bei p hat, hat auch j eine Nullstelle bei p, also ord,(j) > 1. Mit der
obigen Gewichtsformel (fiir z = 0) und ord,(j) > 0 fiir 7 € H folgt leicht, dass ord,(j) = 3
sein muss, und dass j keine weiteren Nullstellen modulo I'" hat. Dies zeigt den ersten Punkt.
Die anderen Aussagen zeigt man dhnlich. O

Korollar 2.6.10. Die Abbildung
j:T\H—C

ist eine Bijektion.

2.7 Die Eisensteinreihe vom Gewicht 2

Definition 2.7.1. Die bedingt konvergente Eisensteinreihe vom Gewicht 2 ist fir 7 € H
definiert durch

Ga(T) = Z n?+ Z (Z(m7+n)_2>.

nez\{0} meZ\{0} \n€ezZ
Die Eisensteinreihe Gy konvergiert nicht absolut, definiert aber eine holomorphe Funktion.

Lemma 2.7.2. Die Fisensteinreihe Go is holomorph auf H und bei oo, und hat die Fourier-
entwicklung

Go(1) = 2¢(2) — 872 io: o1(n)q",
n=1

mit der Teilersummenfunktion o1(n) = 34, d.
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2.7 Die Eisensteinreihe vom Gewicht 2
Beweis. Mithilfe der Lipschitz-Formel (2.3.1)) erhdlt man fiir m > 1

oo
d (mr+n)? =4y de?midmT
nez d=1

Die weitere Rechnung verlduft analog zur Berechnung der Fourierentwicklung der Eisenstein-
reihen Gy, fiir k > 4 wie in Lemma

Da o1(n) polynomiell in n wéchst, konvergiert die Fourierentwicklung von G2 absolut und
lokal gleichméfig, und definiert daher eine holomorphe Funktion auf H. O

Da die definierende Reihe von G nicht absolut konvergiert, funktioniert der Beweis der
Modularitdt von Gy mit k& > 4 nicht fiir Go. Wir haben auflerdem gesehen, dass es keine
nicht-trivialen Modulformen vom Gewicht 2 gibt, so dass G2 keine Modulform sein kann. Es
gilt aber der folgende

Satz 2.7.3. Fir T e H gilt
Go(—1/7) = 72Gy(7) — 2mir.
Beweis. Wir schreiben die definierende Reihe von G als
2 1 _2 -2
Go(r) == (145 ) +2 3 3 ((m7 +n) 2+ (m7 —n) )
3 T m>1n>1

und ersetzen 7 durch —1/7:

2

Gao(—-1/1) = %7’2 <1 + 712> + 272 Z Z ((m‘—l—m)_2 + (n1 — m)_z) .

m>1n>1
Wir setzen
1
F(r) = 55 (FGa(r) = G(-1/7)) = 30 3 Awn = 3 3 Aun (2.7.1)
m>1n>1 n>1m2>1
mit

1 1
(m7 +n)? + (mT —n)?’
Beachte, dass die Reihen auf der rechten Seite von nicht absolut konvergent sind, das
heifit, die Summationsreihenfolge darf nicht vertauscht werden. Wir fiihren die Hilfsfunktion
1 1
(mm+n)(mr+n+1) * (mm —n)(mr —n+1)

Amn =

an =

fiir m,n > 1 ein. Dann gilt

1 1

Amn_an = .
(mT+n)2(mr+n+1) * (m7 —n)2(mr —n+1)

Wie im Beweis der Konvergenz der Eisensteinreihen Gy benutzen wir nun, dass ein a > 0
existiert, so dass |m7 + n| > a|mi + n| fir alle m,n € Z gilt (dabei ist 7 fest), und erhalten
nach einer einfachen Abschitzung

1

Amn - an 07
| | < (mn)3/2
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2 Modulformen zu SLa(Z)

fiir eine Konstante C' und alle m,n > 1. Daher konvergiert die Reihe

m>1n>1

absolut. Man darf also die Summationsreihenfolge vertauschen und erhilt

F(r)=Y_Y Bun—Y_>_ Bmn.

m>1n>1 n>1m>1

Es gilt Byun + Byyny1) = 0, so dass fiir die erste Summe in F' folgt, dass

> > Bun =0.

m>1n>1

In der zweiten Summe schreiben wir

2n—1)/7 2n/T
"3 = 5 (G G ) 0 )

m>1 m>1

Mit der Partialbruchzerlegung der Kotangens ([2.3.2)) erhalten wir

_Jmeot(mé/T) — 5/%, falls £ # 0,
(8 = {0, falls £ = 0.

Zusammen ergibt sich

TF(r) = =13 % Bun == (p(n—1) = p(n)) = —¢(0) + lim p(n).

n—oo
n>1m>1 n>1
Fir z = z + 1y gilt
1+ e—2ix+2y ) )
COt(Z) = Zm, yEIEloo COt(Z) = 1.

Mit z = mn/7 gilt wegen Im(1/7) < 0 schliefilich 7F(7) = mi. Damit folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.7.4. Aus dem Satz folgt, dass die nicht-holomorphe Eisensteinreihe

Go(1) = Ga(T) —

Im(7)
wie eine Modulform vom Gewicht 2 transformiert.

Wir definieren noch die normierte Eisensteinreihe vom Gewicht 2 durch

) gl =1 =245 o

sowie ihre nicht-holomorphe modulare Version

3

E5 (1) = Es(1) — 77r1m(7‘)'

36

O



2.8 Die Dedekindsche Eta-Funktion

2.8 Die Dedekindsche Eta-Funktion

Wir fithren die Dedekindsche Eta-Funktion ein und beweisen mit ihrer Hilfe die Produktdar-
stellung von A.

Definition 2.8.1. Die Dedekindsche Eta-Funktion ist definiert als
oo
n(r) =" T (1 - ¢")
n=1

fir € H.

Das Produkt konvergiert absolut und lokal gleichméfiig auf H, und definiert daher eine
holomorphe Funktion auf H mit n(7) # 0 fur alle 7 € H.
Es gilt der folgende Zusammenhang mit der Eisensteinreihe vom Gewicht 2.

Lemma 2.8.2. Fur e H gilt

Beweis. Wir berechnen

n'(r)
o) = s log(n(7))
= aﬁ (24 log(q) + n;log(l - qn))

O]

Mithilfe des Transformationsverhaltens von G3 erhalten wir auch das Verhalten von n unter
den Erzeugern T und S von I

Satz 2.8.3. Firt € H gilt
n(r +1) = >/ (7),
n(=1/7) = V=it n(7),
mit dem Hauptzweig der Wurzel.

Beweis. Die erste Gleichung folgt sofort aus der Definition von 7.
Zum Nachweis der zweiten Gleichung benutzen wir den Zusammenhang zwischen 7 und Go
aus dem letzten Lemma. Wir setzen f = = = LGy. Das Transformationsverhalten von Go

aus Satz [2.7.3] liefert ) 177 .
(=3) 710 -5 =0

T
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2 Modulformen zu SLa(Z)

fir alle 7 € H. Setzt man

n(i/y)
n(iy)\/y’

W) iy Ly L
_Zg(y)_f<y) (iy)> 1) = 55 =0

also ¢'(y) = 0 fir alle y > 0, das heifit, ¢ ist konstant. Es gilt also

n(i/y) = vy n(iy).

fiir eine Konstant v und alle y > 0. Setzt man y = 1 ein, so erhdlt man v = 1, also die
Gleichung

9(y) =

y >0,

so folgt

n(i/y) = Vyn(iy)

fiir alle y > 0. Zusammen mit dem Identitétssatz folgt daraus die zweite Gleichung im Satz.

O]

Bemerkung 2.8.4. Aus dem Satz folgt, dass 7 fiir (¢ 3) € I' das Transformationsverhalten

2 (E22) = eyt

ct+d

besitzt, wobei vy (¢ Z) eine vierundzwanzigste Einheitswurzel ist. Mit etwas mehr Aufwand

kann man diese Einheitswurzel auch ganz explizit bestimmen. Man sagt, dass n eine Modul-
form vom Gewicht 1/2 ist.

Aus dem Transformationsverhalten von 7 folgt nun leicht die Produktentwicklung von A.
Korollar 2.8.5. Es gilt
o0
A=t =q [0 -
n=1

Beweis. Aus dem letzten Satz folgt n?*|12T = 7?4125 = n**, also n?* € Mis. Ausmultiplizie-
ren der Produktentwicklung zeigt, dass n?* € Sio = CA, und Vergleichen der Koeffizienten
bei ¢ liefert schlieBlich n?* = A. O

2.9 Modulformen zu Kongruenzuntergruppen

Eine Untergruppe A C I' heifit Kongruenzuntegruppe der Stufe N, falls sie die Hauptkongru-

enzuntergruppe
I'(N) = {(i Z) el: (CCL Z) = <(1) ?) (mod N)}

enthédlt. Dabei ist die Kongruenz eintragsweise zu verstehen. Wichtige Beispiele von Kongru-
enzuntergruppen sind

rl(N):{<‘C‘ Z) erT: (‘C‘ Z) = (cl) I) (mod N)}
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2.9 Modulformen zu Kongruenzuntergruppen

FO(N):{<Z Z)ef:(‘c” Z);(S :) (modN)}.

I(N) Cc T (N) CcTo(N) CT.

und

Offenbar gilt

Lemma 2.9.1. Jede Kongruenzuntergruppe hat endlichen Index in I'.

Beweis. Da I'(N) der Kern der komponentenweisen Reduktion I' — SLo(Z/NZ) ist und
SL2(Z/N7Z) eine endliche Gruppe ist, ist I'(N) ein Normalteiler von endlichem Index in T
Somit hat auch jede Untergruppe von I'; die I'(IV) enthilt, endlichen Index in I'. ]

Bemerkung 2.9.2. Man kann explizite Formeln fiir die Indices von I'(IV), "1 (V) und T'y(NV)
angeben. Es gilt

[T :T(N)] = Ni"pl'][V (1 — plz> ,
[[:Ty(N)] = J\ﬂpl‘][V (1 — p12> ,

[F:PO(N)]ZNH[V(H;).

Die Bestimmung dieser Formeln findet man im Buch von Diamond und Shurman.

Die Gruppe I operiert auf der Menge Q U {co} durch

abg_aoﬂrbﬁ aboo—g
c d] B ca+dB’ c d o

mit = = oo. Fiir eine Kongruenzuntergruppe A heifen die A-Klassen von QU{oo} die Spitzen

von A.
Lemma 2.9.3. Jede Kongruenzuntergruppe hat endlich viele Spitzen.

Beweis. Sind zwei Matrizen M7, My € T’ dquivalent modulo A, also M; = LM, fiir ein
L € A, so sind auch die Spitzen Mjoo und Msoo dquivalent. Da jede Spitze in dieser Form
geschrieben werden kann, ist die Anzahl der Spitzen durch die Anzahl der Nebenklassen in
A\T" beschrinkt, also insbesondere endlich. O

Man kann auch fir die Anzahlen der Spitzen von I'(N), I'1 (N) und I'g (V) explizite Formeln
angeben. Fiir die Formeln verweisen wir auf das Buch von Diamond und Shurman.

Beispiel 2.9.4. Die Gruppe I hat nur eine Spitze, die man iiblicherweise durch oo reprasen-
tiert. Die Gruppe I'g(p) mit einer Primzahl p hat zwei Spitzen, die durch 0 und oo représentiert
werden.

Definition 2.9.5. Es sei A eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N. Eine Funktion f : H — C
heifit Modulform vom Gewicht k € Z fiir A, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

1. f ist holomorph auf H,
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2 Modulformen zu SLa(Z)

2. flgM = f fir alle M € A,

3. Fir jedes L € I besitzt die Funktion f|;L eine Fourierentwicklung

o0

(FleD)(T) =" ayr(n)g™N

n=0
mit Koeffizienten ay r,(n) € C.

Gilt ay (0) = 0 fiir alle L € I, so heiit f Spitzenform. Wir schreiben Mj,(A) bzw. Si(A) fiir
die Vektorraume aller Modulformen bzw. Spitzenformen vom Gewicht k fiir A.

Bemerkung 2.9.6. 1. Bedingung (3) ist dquivalent dazu, dass f|iL fiir alle L € T' be-
schrankt ist (bzw. verschwindet) fiir Im(7) — oco. Man sagt f ist holomorph in den
Spitzen bzw. f verschwindet in den Spitzen.

2. Gilt L= ML fir L, € T und M € A, so haben wir

fleL = fleL,

das heift, die Fourierentwicklungen von f|pL und f|pL’ sind gleich. Insbesondere muss
man Bedingung (3) nur fiir ein (endliches) Reprasentantensystem von A\I' priifen.

3. Fiir jede Spitze 2 € Q U {oo} mit (a,c) = 1 gibt es eine Matrix L € I" mit Loo =
Man nennt die Fourierentwicklung von f|;L die Entwicklung von f an der Spitze
Beachte, dass dies eigentlich nicht wohldefiniert ist (das untersuchen wir genauer in
den Ubungen). Es geniigt sogar, Bedingung (3) fiir die endlich vielen Spitzen von A zu
prifen.

[SRISESNIS]

Beispiel 2.9.7. 1. Fiir N € N und gerade k > 4 ist die Eisensteinreihe

B rovy(T) = > 1M
MEeT oo \T'o(N)

eine Modulform vom Gewicht k fiir I'g(N). Man kann die Fourierentwicklungen an den
Spitzen explizit berechnen, dies wollen wir hier aber nicht ausfithren.

2. Fir N € Nmit N > 2 ist
Eyrov)(T) = E2(1) = NE2(NT) € Ma(I'o(N))
eine nichttriviale Modulform vom Gewicht 2.

3. Es gilt S2(I'p(V)) = 0 fir 1 < N < 10. Fiir N = 11 wird S2(I'g(11)) aufgespannt
von n?(7)n?(117). Man kann allgemeiner Modulformen zu I'g(N) konstruieren als Eta-
Produkte (bzw. Eta-Quotienten)

11 n(dr),
dN

mit Koeffizienten a4 € Z, die gewisse lineare Gleichungen erfiillen miissen.

Man kann Modulformen zu Kongruenzuntergruppen zu Modulformen zur vollen Modul-
gruppe I' anheben.
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2.9 Modulformen zu Kongruenzuntergruppen

Satz 2.9.8. FEs sei A eine Kongruenzuntergruppe vom Index ¢ = [T : A]. Ist f € My(A), so
gilt
tr(f) = Z f‘kM € My, 7r(f) = H f‘kM € Mpy.

MeA\TD MeA\T'

Beweis. Dies folgt sofort daraus, dass fiir L € I' mit M auch ML ein Représentantensystem
von A\T' durchlauft. O

Beispiel 2.9.9. Fiir k > 4 gilt

tr (Ek,l"g(N)) = Ey, tr (EZ,FO(N)> = 0.

Mithilfe dieser Abbildungen kann man viele Aussagen iiber Modulformen zu Kongruenzun-
tergruppen A zuriickfithren auf Aussagen iiber Modulformen zu I". Wir erhalten zum Beispiel
leicht, dass es keine Modulformen negativen Gewichts zu Kongruenzuntergruppen gibt.

Satz 2.9.10. Es sei A eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

1. Firk <0 gilt Mi(A) ={0}.
2. My(A) =C.

Beweis. Sei f € My(A) und ¢ = [I" : A]. Dann ist 7(f) € M. Ist k < 0 so ist My, = {0},
also 7(f) = 0, woraus mit dem Identitétssatz f = 0 folgt. Den Fall k = 0 lassen wir als
Ubungsaufgabe. O

AuBerdem erhalten wir eine einfache Abschétzung der Dimension von My (A).

Satz 2.9.11. Es sei A eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N vom Index ¢ = [I" : A]. Es sei
L €T und f € Mg(A) mit Fourierentwicklung

FIL =" agr(n)g™™.

n=1

Dann folgt aus

k(N
apr(n)=0 fir 0<n< EDH
schon f = 0.
Beweis. Fiir g = m(f) € My gilt
k¢
ag(n) =0 fir Ogngﬁ,

also ord(g) > %. Aus der Gewichtsformel folgt g = 0, und mit dem Identitdtssatz erhalten
wir f=0. O

Korollar 2.9.12. Mit den Notationen aus dem letzten Satz gilt

dim M (A) < V‘ﬁVJ +1.
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2 Modulformen zu SLa(Z)

Beweis. Sind f1,..., fr € Mg(A) mit r > L%J + 1, so kann man durch geeigente Wahl
von «ay,...,a, € C erreichen, dass die Koeffizienten von >/ ; a; f; vom Index 0 < n < kf—év
verschwinden (da die r Vektoren, die man aus den ersten L%J + 1 Koeflizienten der f;
gewinnt, linear abhéngig sind). Aus dem letzten Satz folgt >, i fi = 0, das heifit, die f;
sind linear abhingig. Damit folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.9.13. Es sei A =T'y(2). Der Index von I'g(2) in I' ist £ = [I" : I'9(2)] = 3, und die

Stufe ist N = 2. Nach dem letzten Korollar gilt

2-3-2
12

dimMz(Fo(Q)) S { J + 1=2.
AuBerdem ist dim S3(I'g(2)) = 0, denn mit f € Sa(A) ist w(f) € Se, also muss f = 0 sein.
Man kann zeigen, dass dim M>(T'¢(2)) = 1.

Bemerkung 2.9.14. Fiir £ > 2 kann man explizite Formeln fiir die Dimensionen von My (A)
und Si(A) bestimmen. Dazu fasst man A\H als Riemannsche Fliche auf und verwendet den
Satz von Riemann-Roch.

2.10 Die Jacobische Thetareihe und der Vier-Quadrate-Satz

Die Reihe
1) = Zq”2 =142¢+2¢* +2¢° + 2¢"6 +2¢*° + ...
nez

heifit Jacobische Thetafunktion. Sie ist holomorph auf H und sie erfiillt die Transformations-
formeln

Hr + 1) =9(1),

I(r) +9 (T + 1) = 20(4), (2.10.1)

wie man leicht mittels der Definition von ¥(7) iiberpriift. Dariiber hinaus erfiillt sie die Theta-
Transformationsformel:

Satz 2.10.1. Es gilt
1
) <—> =V —=2iT9(1)
4T
fir alle T € H.

Zum Beweis dieser Gleichung benutzt man die Poissonsche Summenformel fiir Schwartz-
funktionen. Als Schwartzfunktion (oder schnell abfallende Funktion) bezeichnet man eine
glatte Funktion f : R — C mit der Eigenschaft, dass

dP
:ca@f(m)

< 0

zeR

ist fiir alle «, 8 € Ny, das heifit, f und alle Ableitungen von f klingen fiir x — +o00 schneller ab
als das Inverse jeden Polynoms. Das Standardbeispiel einer Schwartzfunktion ist die Funktion
e~ Der Raum aller Schwartzfunktionen wird mit S(R) bezeichnet.
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2.10 Die Jacobische Thetareihe und der Vier-Quadrate-Satz

Fir f € S(R) ist die Fouriertransformierte von f definiert als
= / f(z)e e g,
R

Man kann zeigen, dass f ebenfalls eine Schwartzfunktion ist.

Lemma 2.10.2 (Poissonsche Summenformel). Fir f € S(R) gilt

S fn)=>" fk)

ne” kEZ

Beweis. Wir betrachten die Funktion

g:R—=C, g(x)= Zf(n+ac).
nez

Da f eine Schwartzfunktion ist, ist g glatt. AuBerdem gilt g(x + 1) = g(x), das heifit, g ist
1-periodisch. Daher besitzt g die Fourierentwicklung

g(@)=>" </1 g(&)e —QWikEdg) J2mikz

keZ
(/ Z Fln+ e 2mk§d§) omike
> (/.
f

neL
—27rik§d£> e?wikm

27rzka:

I
mM M@

Setzen wir z = 0, so erhalten wir die Poissonsche Summenformel. ]

Beweis von Satz[2.10.1l Beachte zunichst, dass beide Seiten holomorphe Funktionen auf H
sind. Es gentigt daher nach dem Identititssatz, die behauptete Gleichung fir 7 = it/2 mit
t > 0 zu zeigen, da diese Menge einen Haufungspunkt in H besitzt. Die Gleichung lautet dann

Z e—7rn2/t _ \/%Z e—ﬂth

nel nez

fir t > 0. Wir wenden die Poissonsche Summenformel auf die Schwartzfunktion f;(z) =
¢~™*/t an und berechnen

Ji(n) 2/67”2”6*2”"%3;
R
— \/%/ e*ﬂ'a:26727rin\/fzd$
R

= ﬂﬁ(ﬁn)
— \/Ee—wntQ
= \/ifl/t(n)
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2 Modulformen zu SLa(Z)

—

.. . 2 _
wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass e=™" = e
Poissonschen Summenformel

Z e—ﬂn2/t _ Z ft(n) _ Z ]?t(n) _ Z ﬁfl/t(”) _ \/EZ e_ﬂth’

nez ne’ ne’ ne’ nel

™

’ gilt. Es folgt nun also mittels der

was zu zeigen war. O
Satz 2.10.3. Es gilt 9* € My(T'o(4)).

Beweis. Die Gruppe I'g(4) wird erzeugt von den Matrizen

P BE (I

Es ist klar, dass 94 korrekt unter —I und 7' transformiert. Fiir U berechnen wir durch zwei-
maliges Anwenden der Thetatransformationsformel

ron=er(c55) o (i) - () ()

- < i (1 - 41>> (V=2ir) 0 (r) = (~4r + 1?0 (7) = (U, 70" (7).

-
also transformiert ¥* auch richtig unter U.

Die Gruppe I'g(4) hat die drei Spitzen 0, %, 00. Per Definition ist ¥ bei oo holomorph. Fiir
die anderen beiden Spitzen haben wir

Soo =0, Lmz(é (1)>oo:1/2.

Fiir die zugehorigen Fourierentwicklungen an den Spitzen gilt mit der Thetatransformations-

formel
1 4 T 1 T
4 _ =294 _ _ -2 _o;T L I T
928 =729 ( 4Z>_T (y/-2i5) 0 <4>_ 17 <4>

und

21+ 1

4
1 1 1 1 1 1 1
_ -2 N 4(_ - _ — = 94 _Z_ =
=(27+1) ( 22(2—’_47)) 0, < 5 4T> 47_219 ( 5 4T>.

Aus der Thetatransformationsformel folgt zusammen mit (2.10.1) die Entwicklung

Pl = 27+ )20 (1) = @r ) (—1)>

9 (—1 - 1) Y e I i anl e

2 Ar oy

Damit folgt die Holomorphie von 9¥* an den Spitzen, und insgesamt 94 € My(I'g(4)). O
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2.10 Die Jacobische Thetareihe und der Vier-Quadrate-Satz

Wir wollen nun den Vier-Quadrate-Satz von Lagrange mithilfe der Jacobischen Thetafunk-
tionen und der zuvor entwickelten Theorie der Modulformen beweisen.

Satz 2.10.4 (Lagrange). Jede natiirliche Zahl lisst sich als Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen schreiben. Dartiber hinaus gilt fiir n € N die Formel

#{(x1, 19,13, 24) € ZY: 23 4+ 25 4+ 22 + 23 = n} :8Zd.
din
Afd

Beweis. Aquivalent zum Vier-Quadrate-Satz ist, dass die Darstellungsanzahl
ra(n) = #{(x1, 29, 23, 24) € Z* : 2 + 23 + 23 + 2% =n}

fiir jede natiirliche Zahl n positiv ist. Die vierte Potenz der Jacobischen Thetafunktion ist
genau die erzeugende Reihe der Darstellungsanzahlen r4(n), das heifit, es gilt

n? ! 242 4a24a2 - n
= Zq = Z ql 2 3 4:21"4(1’[/)(]

nez T1,22,r3,L4EZ n=0

Die erzeugende Reihe der r4(n) ist also eine Modulform vom Gewicht 2 zu I'g(4). Wir wollen
diese Tatsache nun ausnutzen, und die im Satz angegebene Formel fiir r4(n) durch einen
einfachen Vergleich von Fourierkoeffizienten zweier Modulformen beweisen.

Wir betrachten die Funktion

g(r) = é (4B (47) — By(r)).

Wir haben in den Ubungen bereits gezeigt, dass g € My(I'g(4)) ist. Die Fourierentwicklung
bei oo von g(7) is gegeben durch

_1+8201 —401(n/4))q _1+8Z<Zd)q,

4de

wobei wir o1(n/4) = 0 gesetzt haben fiir n Z 0 (mod 4). Wir wollen nun Satz[2.9.11|benutzen,
um die Identitét

% (AE5(47) — Es(r)) (2.10.2)
zu zeigen. Wahlen wir A =Tg(4),L =T und k =2,{=[I": To(4)] = 6, N =4 in Satz
so sehen wir, dass es zum Beweis von geniigt, die Fourierkoeffizienten vom Index
0 < n <4 zu vergleichen. Das kann man leicht per Hand erledigen, und wir iiberlassen es
daher dem Leser als Ubung.

Durch Vergleichen der n-ten Fourierkoeffizienten in erhalten wir die explizite Formel

n) =28 Z d
dln
44d

I (r) =

fir alle n € N. Da die Summe nur positive Summanden hat, und d = 1 stets in der Summe
auftaucht, zeigt die Formel, dass sich jede natiirliche Zahl (auf mindestens 8 Weisen) als
Summe von 4 Quadraten schreiben lasst. O
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3 Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel fiihren wir die Hecke-Operatoren T, fiir n € N ein. Sie definieren eine
kommutierende Familie von Endomorphismen von M} und S}, die beziiglich eines geeigneten
Skalarprodukt auf Sy selbstadjungiert sind. Wir beginnen mit der Untersuchung des Skalar-
produkts.

3.1 Das Petersson Skalarprodukt

Wir wollen in diesem Abschnitt den Raum der Spitzenformen Sj mit einem Skalarprodukt
ausstatten. Dazu betrachten wir das hyperbolische Volumenelement

dxdy

auf H. Es ist invariant unter Modulsubstitutionen, das heifit, es gilt

dp(T)

du(MT) = dp(T)

fir alle M € SLo(R). Das hyperbolische Volumen einer Teilmenge A C H ist definiert als

vol(A) :/Ad,u(T)

™

Beispiel 3.1.1. Das hyperbolische Volumen des Fundamentalbereichs F ist vol(F) = %.

Definition 3.1.2. Es seien f,g € Mj, wobei mindestens einer von beiden eine Spitzenform
sei. Das Petersson-Skalarprodukt von f und g ist definiert als

(.9)= [ gl m(r) dur).

Satz 3.1.3. Es seien f,g € My, wobei mindestens einer von beiden eine Spitzenform sei.
Dann konvergiert das Petersson-Skalarprodukt (f,g) absolut und hat die folgenden Figen-
schaften:

1. {f,g) ist linear in f und konjugiert-linear in g.

2. (f,9) =g, /),
3. {f, ) =0 fir f € Sk und (f, f) =0 genau dann wenn f = 0.

Insbesondere definiert (f,g) ein Skalarprodukt (also eine positiv definite hermitesche Sesqui-
linearform) auf Sy,.

Beweis. Ist f oder g eine Spitzenform, so ist fg € Soi eine Spitzenform, und die Funktion
|f(7)g(7)[Im(7)* ist auf H beschrinkt (vergleiche den Beweis von Satz . Da F endliches
Volumen hat, folgt die absolute Konvergenz von (f, g). Die iibrigen Aussagen iiberpriift man
leicht anhand der Definition. O
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3 Hecke-Operatoren

Wir wollen uns als néchstes klar machen, dass die Definition des Petersson-Skalarprodukts
nicht von der Wahl des Fundamentalbereichs abhangt.

Definition 3.1.4. Es sei A eine Untergruppe von SLy(R). Ein Fundamentalbereich G fiir A
ist eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:

1. G ist relativ abgeschlossen in H,
2. Zu jedem 7 € H gibt es ein M € A mit Mt € G,
3. Gehoren 7 und Mt fiir M € A zum Inneren von G, so gilt M = +1.

Satz 3.1.5. Es sei ¢ : H — C stetig und beschrankt. Weiter sei
() ={M €T : p(M7) = @(7) fiir alle T € H}

die Invarianzuntergruppe von ¢ und A C T'(p) eine Untergruppe. Sind Gi, G2 Fundamentalbe-
reiche fiir A, so gilt

[ eaum = [ emu(r).

2

Beweis. Da G1, Gy Fundamentalbereiche fir sind, gilt

H= |J M 'Gi= |J MG.

MeA MeA

Die Vereinigungen sind zwar nicht disjunkt, aber die Punkte, die mehrfach auftreten, bilden
eine Nullmenge. Wir berechnen

oewdum =3 [ odu

MeA GoNG1

= MEG:A /ngM—lgl o(MT)dp(MT)

= | e(r)du(r),
Ga
wobei wir die Invarianz von ¢ unter A und die Invarianz des hyperbolischen Volumenelements
benutzt haben. O

Die Funktion
p1.9(T) = f(7)g(r)Im(r)"*
ist fiir f, g € M}, invariant unter I', und sie ist beschrankt auf H falls f oder g eine Spitzenform

ist. Somit folgt aus dem Satz, dass das Petersson-Skalarprodukt nicht von der Wahl des
Fundamentalbereichs abhéngt. Man schreibt daher auch

(f.9)= F(r)g(r)Im(r)*du(7).
\H
Das Petersson-Skalarprodukt definiert ein Skalarprodukt auf S. Es ist aber auch moglich,
das Petersson-Skalarprodukt einer Modulform mit einer Spitzenform zu bilden. Wegen der
Zerlegung My = CE}, @ Sy betrachten wir speziell das Skalarprodukt von Fj mit einer Spit-
zenform.
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3.2 Poincaréreihen

Satz 3.1.6. Es sei k > 4 gerade. Fiir f € Sy gilt (Ey, f) = 0.

Beweis. Wir erinnern an die Darstellung

Ey= > 1M
MeT o \II

mit der Untergruppe I'oo = {£T™ : n € Z}. Wir setzen diese Darstellung in das Skalarprodukt
ein und berechnen

B f) = | ( > mw) T imn(r) du(r)

MeT o\

= > [0 T du(r)

MeT\I

S /F FOM)Tm(Mr)* dp(Mr)

MeT o\

= F(O)Im(r)*du(r
I Tt

=l . F()Im(r)*dp(r).
MET s\

Diese Umformung nennt man auch den Entfaltungstrick. Die Menge Uprer \r MF ist ein
Fundamentalbereich fiir I's,. Man macht sich schnell klar, dass auch der vertikale Streifen
{r € H:0 <z < 1} ein Fundamentalbereich fiir I's, ist. Wegen der Unabhéngigkeit vom
Fundamentalbereich erhalten wir

[e%) 1
(Ep, f) = /0 /0 f(@ + iy)dzy"2dy.

Das innere Integral berechnet sich zu

1
/ f(x +iy)dx = ay(0) =0,
0
da f eine Spitzenform ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.1.7. Der Satz zeigt, dass die Zerlegung My, = CE}, ® S), orthogonal beziiglich
des Petersson-Skalarprodukts ist. Man kann allgemeiner das Petersson-Skalarprodukt zweier
Modulformen f,g € My(A) zu einer Kongruenzuntergruppe A betrachten (wobei f oder g
eine Spitzenform sein muss), und definiert dann den Raum der Eisensteinreihen Ei(A) als
das orthogonale Komplement von Si(A) in Mg (A). Man hat dann wieder eine orthogonale
Zerlegung My (A) = £,(A)® Sk(A) in einen Eisenstein-Anteil und einen Spitzenformen-Anteil.

3.2 Poincaréreihen

Definition 3.2.1. Fiir £ > 4 gerade und m € N definieren wir die m-te Poincaréreihe durch

Pm,k(T) — Z 62ﬂimT|kM.
MeT o\
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3 Hecke-Operatoren

Die Definition der Poincaréreihe macht auch Sinn fiir m = 0, aber dann ist I, = Ej, die
normierte Eisensteinreihe, die sich in vielerlei Hinsicht anders als die Poincaréreihen P, , mit
m > 1 verhalt und darum hier nicht als Poincaréreihe bezeichnet werden soll.

Lemma 3.2.2. FEs gilt Py, ;, € Sk.

Beweis. Die absolute und lokal gleichméflige Konvergenz von P, ; zeigt man genauso wie
fir die Eisensteinreihe Ej. Insbesondere ist P, ; holomorph auf H und transformiert nach
Konstruktion wie eine Modulform vom Gewicht k. Der Grenzwert fiir y — oo ist gegeben
durch

—27rm%

lim [Pog(r) < 3 dim & g
Yoo 1k ~-2 y—oo et +dF
c,deZ
(e,d)=1

wobei man die letzte Gleichung am Besten durch eine Fallunterscheidung nach ¢ = 0 und
¢ # 0 einsieht. Damit verschwindet P, ; bei co. ]

Die Poincaréreihe P, hat die niitzliche Eigenschaft, dass ihr Petersson-Skalarprodukt mit
einer Spitzenform f im Wesentlichen den m-ten Fourierkoeffizienten von f herausfiltert.

Lemma 3.2.3. Sei k > 4 gerade und m € N. Fir f =377°  ar(n)q" € S gilt die Formel

(1Pt} = g m).

Beweis. Wir setzen die Reihendarstellung von P, , ein und erhalten mit dem Entfaltungstrick
wie im Beweis von Satz die Darstellung

co rl ) '
(fs Pmg) = /0 /0 [z + Z'y)e_%”m(xﬂy)d:ne_47rmyyk_2dy.

Das innere Integral ist gleich a¢(m), also erhalten wir

und damit die behauptete Formel. ]
Wir erhalten damit das folgende wichtige Strukturresultat.

Satz 3.2.4. Fir gerade k > 4 spannen die Poincaréreihen Py, j, mit m € N den Raum der
Spitzenformen Sy auf.

Beweis. Es sei P der von den Py ,, aufgespannte Unterraum von Sj und PL sein orthogonales
Komplement in Sj. Fiir f € P+ gilt nach dem letzten Lemma

(k—2)!
Waf(m) = (f, Pmx) =0
fur alle m € N, also af(m) = 0 fiir alle m € N und somit f = 0. Dies zeigt P = Sj. O
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3.3 Hecke-Operatoren

Bemerkung 3.2.5. Man kann die Fourierentwicklung der Poincaréreihe P, ;. explizit berech-
nen. Die Formel fiir den n-ten Fourierkoeffizienten ist jedoch selbst wieder eine unendliche Rei-
he, deren Summanden recht komplizierte Exponentialsummen und spezielle Funktionen ent-
halten, daher geben wir die Formel hier nicht an. Durch sorgfiltiges Abschitzen der Fourier-
koeffizienten der Poincaréreihen P, ; kann man die Hecke bound fiir f = Y272 ar(n)q™ € Sk

verbessern zu
’af(n)‘ < Cank/271/4+€

fiir n € N und jedes € > 0, mit einer von € abhéngigen Konstante C. > 0. Der Beweis findet
sich im Buch von Iwaniec.

Man kann anhand der expliziten Fourierentwicklung von P, ; auch ablesen, dass die Fou-
rierkoeffizienten reelle Zahlen sind. Dies folgt jedoch auch aus der Relation P, ;(—7) =
P, (7), die sich anhand der Definition von Py, als Reihe iberpriifen lésst.

3.3 Hecke-Operatoren

Fiir n € N betrachten wir die Menge
My, = {M € Z*** : det(M) = n}

der ganzzahligen 2 x 2-Matrizen mit Determinante n. Die Gruppe I' operiert von links und
von rechts auf M,, durch Multiplikation. Wir bestimmen zunéchst ein Repréasentantensystem

fir T\M,,.

Lemma 3.3.1. Fin Reprasentantensystem von I'\M,, ist gegeben durch die Menge

{(g Z): ad =n, d >0, b(modd)}.

Insbesondere ist |[['\M,| = o1(n) endlich.

Beweis. Wir zeigen zunédchst, dass jede Matrix in M, zu einer der angegebenen Matrizen
dquivalent ist. Sei dazu (¢ g) € M,,. Wihle v,0 € Z mit (v,0) = 1 so, dass ay + ¢ = 0.

Wihle nun «, 8 € Z so, dass (: g) € I ist. Dann gilt

N D-(0h)

fiir gewisse a’,b',d’" € Z. Aus der Determinantenbedingung folgt a’d’ = n. Durch Multipli-
kation mit —/ kénnen wir annehmen, dass d’ > 0, und durch Multiplikation mit 7™ fiir ein
geeignetes n € Z konnen wir b’ modulo d’ dndern.

Wir zeigen nun, dass je zwei der angegebenen Matrizen indquivalent sind. Angenommen,

@ 5) € I' so dass
a B\ [fa b\ (d V
A 0 d/ \0o d/

es gabe ( -

Ausmultiplizieren zeigt ay = 0, also v = 0, und aus der Determinantenbedingung folgt o =
0 = +1. Wegen d,d > 0 muss sogar « = § = 1 gelten, so dass (: ’g) = T#. Daraus folgt
wiederum a = a’,d = d’ und b’ = b+ fd = b(mod d), und wir sind fertig. O
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3 Hecke-Operatoren

Wir erweitern den Slash-Operator auf Matrizen in M,, durch
FleM = (cr +d) " f(MT)
flir M € M,,.

Definition 3.3.2. Fiir n € N ist der Hecke-Operator T}, auf f € M definiert als

Tnf = n*! Z f|kM

MeM\ M,

Da f invariant unter der Slash-Operation von I' ist, héingt die Definition nicht von der
Wahl des Représentantsystems fir I'\ M,, ab. Mit dem Représentantensystem in Lemma
kénnen wir ganz explizit schreiben:

Tof =n*"! Z a3 f(‘”;b) (3.3.1)

=n b(mod d)
d>0

Damit kénnen wir die Wirkung von 7T;, auf der Fourierentwicklung berechnen.
Lemma 3.3.3. Fir f =Y 7"_gar(m)q™ € My, besitzt T, f die Fourierentwicklung
> mn
Tof = Z ar, f(m)q™, ar, #( Z dk= 1af (d2) .
m=0 d|(m,n)

Insbesondere gilt
ar,£(0) = op—1(n)ag(0) und ar, (1) = ag(n).

Beweis. Wir setzen die Fourierentwicklung von f in (3.3.1)) ein:
T.f _nk 1 Z d- k Z Z af 27Tibm/d627riam7'/d'

b (mod d) m=0
i

Die Summe iiber b(mod d) verschwindet fiir d t m, und fiir d | m ist sie gleich d. Wir erhalten
mit m = dr daher

oo
Tnf — nk—l Z dl—k Zaf(dr)e%ia” _ Zak 1 Z ay ’I“TL/CL 27T2a’l“7"

ad=n r=0 aln
d>0

Setzen wir nun m = ar, so erhalten wir schliellich
0 .
T.f = Z Z ak_laf(mn/aQ)e%”mT,
m=0a|(m,n)
und damit die behauptete Formel. ]
Daraus erhalten wir den folgenden wichtigen Satz.

Satz 3.3.4. Fiir n € N definiert der Hecke-Operator T,, einen Endomorphismus von M und
Sk
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3.3 Hecke-Operatoren

Beweis. Ist L € T'; so gilt

ToflkL=nF"1 > feML=n""1 > (M =T,f,
MeT\M,, Mel\M,,

da ML mit M € T'\M,, ebenfalls ein Représentantensystem von I'\M,, durchlduft. Aus der
Fourierentwicklung von 7T, f in Lemma [5.1.1] folgt, dass T, f bei oo holomorph ist, und bei oo
verschwindet falls f eine Spitzenform ist. O

Fine Modulform f € Mj heifit simultane Eigenform aller Hecke-Operatoren T),, falls

Tof = Ap(n)f
fir alle n € N mit geeigneten Eigenwerten A\f(n) € C gilt.
Lemma 3.3.5. Fiir ein nicht-konstantes f € My sind dquivalent:
1. f ist eine simultane Figenform aller T),.

2. Es gilt ar(1) # 0 und fir alle m € No,n € N gilt

ap(mlag(n) =ap(1) > d"'ag(mn/d®).
d|(m,n)

In diesem Fall sind die Eigenwerte gegeben durch A¢(n) = ag(n)/ar(1) und fir (m,n) =1
gilt

ar(m)ar(n) = ap(l)ar(mn).
Beweis. Ist f eine simultane Eigenform aller T}, so liefert ein Koeffizientenvergleich der m-ten
Koeffizienten von A¢(n)f und T), f (sieche Lemma [5.1.1)) die Gleichung

Ar(n)ag(m) = Z d*tas(mn/d*).
d|(m,n)

Fir m = 1 folgt daraus A¢(n)ar(1) = asp(n). Ware ay(1) = 0, so wire ay(n) = 0 fiir alle
n € N, im Widerspruch zur Annahme dass f nicht konstant ist. Damit ist af(1) # 0 und
Af(n) =ayg(n)/ag(1). Setzen wir dies in die obige Gleichung ein, so folgt

af(n)ag(m) =ar(1) > d*ag(mn/d®).
d|(m,n)

a

Umgekehrt folgt aus der Gleichung in 2. zusammen mit Lemma |5.1.1} dass T,, f = a; ETIL)) f fir

alle n € N gilt, also ist f eine simultane Eigenform aller T;,.

Ist f eine normierte simultane Eigenform, das heifit ay(1) = 1, so sind die Koeflizienten
von f nach dem letzten Lemma multiplikativ, erfillen also

ag(m)as(n) = ag(mn)

fir (m,n) = 1. Wir kénnen damit nun zeigen, dass die Fourierkoeffizienten der A-Funktion
multiplikativ sind.
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3 Hecke-Operatoren

Satz 3.3.6. Die A-Funktion ist eine normierte Eigenform aller T,, mit
T,A =7(n)A.
Fir die Fourierkoeffizienten 7(n) von A gilt

T(m)7(n) = Z dllT(mn/dz)

d|(m,n)

fiir alle m,n € N. Insbesondere gilt

fir (m,n) = 1.

Beweis. Da T,, ein Endomorphismus von S15 = CA ist, ist T,,A ein Vielfaches von A, also
T,A = Aa(n)A fiir geeignete Aa(n) € C. Damit ist A eine simultane Eigenform aller T,.
Auflerdem ist A normiert. Die Relationen fiir die 7-Funktion folgen somit aus Lemma [3.3.5

O

Satz 3.3.7. Fiir gerade k > 4 ist die Eisensteinreihe Ey, eine simultane Eigenform aller T,
mat
TnEk = ak_l(n)Ek.

Es gelten die Relationen

op—1(n)og_1(m) = Z d*Lop_1(mn/d?)
d|(m,n)

fiir alle m,n € N. Insbesondere ist o;_1(n) multiplikativ.

Beweis. Wir setzen die Reihendarstellung von Fj in die Definition des Hecke-Operators T;,
ein:

TnEk = nk_l Z Z HkLM = nk_l Z l‘kA
MeT\My, LET T ATl o\ My,

Man kann nun zeigen, dass die Menge
{(8 Z) L:ad=n, d>0, b(mod d), L € roo\r}

ein Représentantensystem fiir I'o,\ M, ist. Dies iiberlassen wir dem Leser als Ubung. Damit
erhalten wir

D YD YD S

ad=n b (mod d) LETl - \I'
piid ) LeTec

a b\, k1 1-k _
k<0 d)L—n Zd Z 1|kL—O‘k_1(n)Ek.

dn LETo\T

Mit E}, ist die Funktion —%Ek eine normierte simultane Eigenform, deren n-ter Fourierko-
effizient gleich oj_1(n) ist. Die angegebenen Relationen der Teilersummenfunktionen folgen
daher aus Lemma [3.3.5 O
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3.4 Die Algebra der Hecke-Operatoren

Bemerkung 3.3.8. Man kann umgekehrt zeigen, dass jede simultane Eigenform aller T,
die einen nicht-verschwindenden konstanten Koeffizienten hat, schon ein Vielfaches der Ei-
sensteinreihe FEj, ist.

Mit einem &hnlichen Beweis kann man die Wirkung von 7;, auf Poincaréreihen berechnen.

Satz 3.3.9. Firm,n € N gilt

Tan,k = Z (n/d)k_lpmn/d2,k'
d|(m,n)

Beweis. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. O

3.4 Die Algebra der Hecke-Operatoren

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass die Hecke-Operatoren T,, Endomorphismen von
My, definieren. Es sei Hy die von den T,, aufgespannte Unteralgebra aller Endomorphismen
von My, also die Menge aller Polynome in den T;,. Wir nennen Hj die Hecke-Algebra vom
Gewicht k. Wir wollen in diesem Abschnitt den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.4.1. Die Hecke-Algebra Hy, ist eine kommutative Unteralgebra von End(My), die von
allen T}, fiir Primzahlen p erzeugt wird. Fiir m,n € N gelten die Kompositionsregeln

TnTn= Y d T e
d|(m,n)

Insbesondere gilt

fiir (m,n) =1, und fir jede Primzahl p und alle r € N gilt
Ty Ty = Tyt + p" T

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Bevor wir zum Beweis kommen, halten wir fol-
gendes niitzliches Korollar fest.

Korollar 3.4.2. Ist f € M; nicht konstant, so sind dquivalent:
1. f ist eine simultane Eigenform aller T, fiir n € N.
2. f ist eine simultane Eigenform aller T, fiir Primzahlen p.
3. Fiir jede Primzahl p und alle m € Nq gilt
ag(p)ag(m) = ap(1)(ap(mp) + p"as(m/p)),

wobei ay(m/p) =0 fiir pfm.
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3 Hecke-Operatoren

Schritt 1: Multiplikativitdt der Hecke-Operatoren

Satz 3.4.3. Es gilt T,,T,, = Ty, fiir (m,n) = 1.
Zum Beweis verwenden wir folgendes Lemma, dessen Beweis wir als Ubungsaufgabe lassen.

Lemma 3.4.4. Sind m,n € N teilerfremd, gilt aidi = m,asds = n und durchlaufen by
(mod dy) sowie ba(mod d2) vollstindige Restsysteme, dann durchliuft

ein vollstindiges Restsystem (mod dida).

Beweis von Satz[3.4.3 Wir berechnen fiir f € Mj,

aias +b
TnInf = Z Z (drda)” ' Z Z f( 1;1d2 12)

ar1di=m asda=n b1 (mod dyp) b2 (mod d2)
at + b
ad=mn b (mod d)
wobei wir a = aja9,d = di1ds und b = bi5 gesetzt haben. O

Schritt 2: Eine Rekursionsformel fiir 7,
Satz 3.4.5. Fiir jede Primzahl p und alle r € N gilt
Ty Ty = Tyrer + p" 1 Tper.
Den Beweis des folgenden Lemmas lassen wir wieder als Ubung.

Lemma 3.4.6. 1. Duchlduftb, ein Restsystem (mod p”) und a ein Restsystem (mod p),
so durchlauft

¢, = b, + ap”

ein Restsystem (mod p**1).

2. Durchliuft b, ein Restsystem (mod p¥), so durchliuft b, ein Restsystem (mod p”~!)
genau p mal.

Beweis von Satz[3.4.5 Wir berechnen fiir f € Mj,

TpTTpf — pr(kfl) prl/k Z T f ( 7’ vr + b )

v=0 by (mod p*)
r - T r(k—1)— "T+a
_ D=1 ppyrtiny g (k1)1 Z f<p >
a (mod p) p
(e r _ ’I’ 7__|_b T’ T“I’CV
DS e S (“f() > f( ot ))
v=1 by (mod p*) P a (mod p)
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3.4 Die Algebra der Hecke-Operatoren
wobei ¢, = b, + ap”. Mit dem vorangegangenen Lemma ergibt sich

Tp’“Tpf _ p(r+1)(k—1)f(pr+17_)

B r o (rfl)f(zzfl),r_’_by
_|_pr(k 1) Zp (v=1)k Z f <p - )
)

v=1 by (mod pr—1 p

r (r4+1)—(v+1)
r(k—1 —vk—1 p T+
Y g (R
v= )

¢y (mod pv+1

_ p(T+1)(k—1)f(pr+17_) + pr(k—l)—(r—l)(k—l)TpT_lf

- r - (r+1)7(1/+1)7_ +cy
+p(r+1)(k 1) Zp (v+1)k Z f (p = )
)

v=0 ¢y (mod p¥+1

= pk_lTp'rfl f + Tp'r+l f

Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig. O

Korollar 3.4.7. Fir eine Primzahl p und r,s € Ny gilt

min(r,s)
Tpers — Z py(k_l)Tpr+s—2v-

n=0

Beweis. Dies zeigt man mithilfe des letzten Satzes per Induktion nach s. Wir behandeln den
Beweis in den Ubungen. O

Der Beweis von Satz 3.4.7]

Wegen der Multiplikativitat der Hecke-Operatoren (Satz (3.4.3)) kénnen wir

Tn = HTpr(")

pln

zerlegen, wobei vp(n) die grofite ganze Zahl ist, so dass p»(™ | n. Aus Satz folgt, dass
man jedes T}, als Polynom in 7}, schreiben kann. Somit kann man jedes 7;, als Polynom in
den T}, mit p prim schreiben. Da T}, und Tj, fiir Primzahlen p, ¢ nach Satz kommutieren,
ist die Hecke-Algebra kommutativ.

Wir beweisen die Formel im Satz per Induktion nach der Anzahl der Primteiler des Produkts
mn. Hat mn nur einen Primteiler, also m = p" und n = p?, so ist die Formel aus dem Satz
dquivalent zu Korollar Wir nehmen nun an, dass mn mindestens zwei Primteiler hat.
Sind mn teilerfremd, so ist die Formel aus dem Satz dquivalent zu Satz [3.4.3] und wir sind
fertig. Wir kénnen daher annehmen, dass es eine Primzahl p gibt, so dass

m=m'p", n=np°, (m'.p)=@'p) =1 rs>1
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3 Hecke-Operatoren

Nach Induktionsvorraussetzung kénnen wir schreiben

Ty Ty = T Ty Ty T

= Z =i mn’/t2 Z o1 p/@

t|(m/,n’) L’I(p p%)

= > > ) Ty

t|(m’,n’) £|(p",p%)

= Z d"'T, mn/d2

d|(m,n)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass d = t¢ genau die gemeinsamen Teiler von m
und n durchlduft.

3.5 Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

Satz 3.5.1. Fir f,g € S, undn € N gilt

<Tnf7g> = <f7 Tng>7
das heifit, T,, ist selbstadjungiert bzgl. des Petersson-Skalarprodukts.

Beweis. Wegen S, = 0 fiir £ < 12 und alle ungeraden k € Z kénnen wir annehmen, dass
k > 12 gerade ist. Da der Raum S}, in diesem Fall von den Poincaréreihen P, ;. aufgespannt
wird (siehe Satz [3.2.4]), gentigt es, die Behauptung fiir g = Py, 1, zu zeigen. Wir berechnen

mithilfe von Lemma Lemma und Satz [3.3.9
(k—2)!

<Tnf7 Pm,k> = W@Tnf(m)
(k- k=1, 2
(47Tm k: i Z d f(mn/d?)
d|(m,n)
(k—2)! o1 (dmmn/d?)k—1
R D D s oL LA B
(4mm)F—1 d%n) (k —2)! < 2
= <fv Z (n/d)k_lpmn/dQ,k>
d|(m,n)
= <fa Tan,k> .
Dies zeigt die Behauptung. O

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass sich eine Familie kommutierender selbstadjun-
gierter Operatoren auf endlich-dimensionalen Rdumen simultan diagonalisieren lassen, das
heifit, dass es eine Basis gibt, die aus Eigenvektoren aller Operatoren besteht. Auflerdem
sind die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren reell, und Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten sind orthogonal. Daraus erhalten wir:

Satz 3.5.2. Der Raum Sy besitzt eine Orthonormalbasis aus simultanen Figenformen aller
T,, mit reellen Fourierkoeffizienten.
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3.5 Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

Beweis. Nach dem oben genannten Satz aus der linearen Algebra besitzt der Raum Sj eine
Basis (f;) aus simultanen Eigenformen aller 7}, mit reellen Eigenwerten Ay, (n). Wir konnen
die f; nach Lemma zunichst als normierte simultane Eigenformen annehmen. Hitten
zwei der Basiselemente f;, f; die gleichen Eigenwerte unter allen 7;,, so wiirde aus Lemmam
folgen, dass f; = f; gilt, was nicht sein kann. Da Eigenformen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sind, sind also alle f; orthogonal zueinander. Wieder mit Lemma erhalten
wir, dass ay;(n) = Ay, (n) ist, so dass die Koeffizienten aller f; reell sind. Teilen wir noch f;

durch die reelle Zahl /(f;, f;), so erhalten wir eine Orthonormalbasis von Sy bestehend aus
simultanen Eigenformen aller 7,, mit reellen Fourierkoeffizienten. O
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4 [-Funktionen

4.1 Dirichletreihen

Es sei (a,) = (ag,a1,as,...) C C eine Folge komplexer Zahlen. Die Dirichletreihe zu (a,) ist
die Reihe

o0
L(s) = Z apn”?®
n=1
mit s € C.

Lemma 4.1.1. Gilt a, = O(n®) fir ein a € R, so konvergiert L(s) absolut und lokal
gleichmapfig fir Re(s) > o+ 1 und definiert dort eine holomorphe Funktion.

Beweis. Nach Vorraussetzung gibt es ein C' > 0 mit |a,| < Cn® fiur alle n € N. Fiir eine
kompakte Teilmenge K C {s € C: Re(s) > a + 1} sei 090 = min{Re(s) : s € K}. Dann gilt
fir s € K:

00 00 00
Z |ann—3| — Z ’an|n—Re(s) <C Z n&—oo
n=1 n=1 n=1

Die letzte Reihe konvergiert, da o — o9 < —1 gilt. Die Holomorphie von L(s) folgt aus dem
Weierstrafischen Konvergenzsatz. O

Die kleinste reelle Zahl o so dass L(s) fiir Re(s) > op absolut konvergiert heifit (absolute)
Konvergenzabszisse von L(s).

Beispiel 4.1.2.

1. Die Riemannsche Zetafunktion ((s) = > o2 ; n~* hat Konvergenzabszisse o9 = 1.

2. Die Dirichletreihe >"°° ; 0, _1(n)n~° hat Konvergenzabszisse o¢ = k.

Zur Untersuchung der meromorphen Fortsetzbarkeit einer Dirichletreihe ist die Mellin-
Transformation hilfreich. Fir y € R mit xy > 0 betrachten wir die folgende Menge von
Funktionen

Ay ={g:(0,00) = C stetig mit g(y) = O(y~?) fiir alle ¢ > x}.

Lemma 4.1.3. Fir g € A, und Re(s) > x konvergiert die Mellin-Transformierte von g

My(s) = /OOO g(y)y*dy

und definiert dort eine holomorphe Funktion.
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4 L-Funktionen

Beweis. Es sei 0 = Re(s). Fir x < a < o < 3 gilt wegen g(y) < Cqy™® und g(y) < C/gy_ﬁ,
dass

00 1 00
/O Ig(y)ys‘l\dyz/o Ig(y)?f‘llder/l l9(y)y*dy

1 ')
< Ca/ Y7y + 0/3/ y? P tay
0 1

1 1
_Cad—a—}_cﬁﬁ—a.

Daraus folgt, dass die Mellin-Transformierte von g in jedem Vertikalstreifen {s € C: a+¢& <
o < B —¢} fir e > 0 absolut und gleichméfig konvergiert. Daraus folgt die Holomorphie von
My(s). O

Beispiel 4.1.4. Die Gammafunktion I'(s) = [;° e Yy~ !dy ist die Mellin-Transformierte von
g(y) = e Y € Ay.

Als Nachstes untersuchen wir die inverse Mellin-Transformation. Dazu bezeichne B, den
Raum aller holomorphen Funktionen auf der Halbebene {s € C : Re(s) > x}, so dass es zu
allen a, f mit y < a < 8 ein v > 1 und ein C' > 0 gibt mit der Eigenschaft

lf() <CA+t) T firs=o0+it,a<o<p. (4.1.1)

Satz 4.1.5. Es sei f € By, und x > 0,y > 0,0 > x. Dann konvergiert das ldngs der Geraden
(o) = o + iR erstreckte Integral

£ = gy [ FwTds = o [ s it
absolut und es gilt
1. fre Ay
2. f* ist unabhdingig von o (solange o > x).
3. Fiir Re(s) > x gilt f(s) = My=«(s).

Beweis. Wegen der Abschétzung (4.1.1)) konnen wir fiir o > x ein v > 1 und ein C' > 0 finden
so dass

/ f(o +it)] - [y~ "|dt < 2C’y_"/ (11) 7t = (4.1.2)

o 0

Damit ist das Integral absolut konvergent und stellt somit eine stetige Funktion auf (0, c0)
dar.

1. Die Stetigkeit von f* zusammen mit der obigen Abschitzung zeigt f* € A,.

2. Fir o, 8 > x und T > 0 betrachten wir folgenden Weg R7:
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4.1 Dirichletreihen

~ Re

=T

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

/ f(s)y ?ds = 0.
Rr
Wegen (4 verschwinden die Integrale {iber die horizontalen Randstiicke fiir T — oo.

Daraus folgt
| f@yds= [ gy
(o) B)

. Aus Lemma und Punkt 1. folgt, dass M« (sg) fiir Re(sg) > x existiert. Wegen der
Unabhéngigkeit vom Integrationsweg haben wir fiir y < o < 09 = Re(sg) <

My(s0) = [ £y

27rz/ </ f(s SdS) v 1dy+27m/ (/ f(s Sds)yso_ldy.

Wegen (4.1.2)) kénnen wir in beiden Fille die Integrale vertauschen und berechnen weiter

1 o0 .
27r/ (/ oo 1dy>f(a+ it)dt + —/ (/ yso_ﬁ_”_ldy)f(ﬁ + it)dt
1
1 0 00
_ </ f(a—&—zt). dt+/ f(5‘+ it) dt>
21\ J—oo S0 — (v +it) —oo B4t — 50
([ L[ S0y
2w\ J(B) 2 — So (a) 2 — S0
Nach dem Cauchyschen Integralsatz und der Abschétzung erhalten wir
1 f(z)

M ¢« = lim — d
f(So) TI—I};on Ry % — S0 =

mit dem oben skizzierten Integrationsweg Rp. Wieder mit dem Cauchyschen Integral-
satz ist das Integral unabhéngig von 7' > 0 und gleich f(sp), und der Beweis ist
vollstandig.

O
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4 L-Funktionen

4.2 Die L-Funktion einer Modulform

Essei f =3 72gar(n)g" € My, eine Modulform vom Gewicht k. Die L-Funktion von f ist die
Dirichletreihe

o0

Lp(s) =Y ag(n)n

n=1

der Fourierkoeffizienten von f. In Satz haben wir gesehen, dass ay(n) = O(nF~1) gilt.
Nach Lemma konvergiert L¢(s) absolut und lokal gleichméfig fiir Re(s) > k. Wir zeigen
nun zunichst die meromorphe Fortsetzung und die Funktionalgleichung von L¢(s). Dazu
definieren wir die vervollstindigte L-Funktion

Ajy(s) = (2m)°I'(s) Ly (s)
fiir Re(s) > k.
Satz 4.2.1. Es sei k > 4 gerade und f € M.

1. Die L-Funktion L¢(s) von f ldsst sich meromorph auf ganz C fortsetzen. Die Fortsetzung
ist holomorph bis auf einen mdglichen Pol bei s = k mit Residuum

Ress—r Lf(s) =

Auperdem gilt Ly(0) = —ayz(0) und Lg(—n) =0 firn =1,2,3,....

2. Die Funktion

S

i* oo
As(s) —ay(0) <S i 1) = /1 (f(iy) = as(0)) - (v + i) C;y

ist holomorph auf ganz C und auf jedem Vertikalstreifen {s € C : a < Re(s) < 5}
beschrankt.

3. Es gilt die Funktionalgleichung

Ak —s) = i"Ag(s).

Beweis. Wir schreiben
Ag(s) = (2m)°T'(s)Ly(s)

= (27r)_s/ e Yy ldy Z ar(n)n™*
0 n=1

_ N & —2mny, s—1 d
= [ Y ap(n)e ™y dy
0 n=1

- " (f (i) — ap(0)y*dy.
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4.2 Die L-Funktion einer Modulform

Wir bemerken an dieser Stelle, dass Af(s) die Mellin-Transformierte der Funktion f(iy)—az(0)
ist. Nun spalten wir das Integral bei y = 1 auf, ersetzen y durch 1/y im Integral fol , und
benutzen die Modularitit f(i/y) = (iy)* f(iy):

0 1
Af(S):/1 (f(iy)*af(U))ys‘ldy+/0 (f(iy) — as(0))y*'dy
Oo(f(ly) —az(0))y* 'dy + /loo(f(i/y) —ay(0)y*"'dy
Fliy) = ag(O)ydy -+ [ ()" £ i) - ag(0)y~dy

£liy) = ag(O) "+ 9"~y +ag(0) [ (@9 -y Ty

ik
—/ (iy) — ar(0))(y* +i*y"~ S)C;y +ay(0) (S_k - 1) :

S

\\\

Es gilt f(iy) — af(0) = O(e™*™) auf (1, 00), also ist das Integral eine ganze Funktion und in
jedem Vertikalstreifen in C beschrénkt. Aus dieser Darstellung folgt, dass A¢(s) meromorph
auf C fortsetzbar ist mit einfachen Polen bei s = k und s = 0, und dass A¢(s) die behauptete
Funktionalgleichung besitzt. Da I'(s) einen einfachen Pol bei s = 0 mit Residuum 1 hat, gilt

L(0) = Ress—o Af(s) = —ay(0).
Die Pole von I'(s) bei s = —n,n € N, liefern Nullstellen von L¢(s). SchlieBlich haben wir

)k i)k
%Ressk As(s) = (2mi)

Ress— Lf(s) =

und der Beweis ist vollstandig. O
Aus der Hecke bound as(n) = O(n*/2) fiir f € Sy, und a(0) = 0 folgt:

Korollar 4.2.2. Ist f € Sy, eine Spitzenform, so konvergiert L (s) absolut und lokal gleichmdifig
fiir Re(s) > % + 1 und lasst sich zu einer holomorphen Funktion auf ganz C fortsetzen.

Umgekehrt besagt der Heckesche Umbkehrsatz, dass jede L-Funktion mit den im Satz ge-
nannten Eigenschaften schon die L-Funktion einer Modulform ist.

Satz 4.2.3 (Heckescher Umkehrsatz). Es sei k > 4 und

o0
=3
n=1
eine Dirichletrethe mit absoluter Konvergenzabszisse oy < oo. Wir nehmen an, dass L(s)

folgende FEigenschaften hat:

1. Die Funktion
A(s) = (2m)"°T'(s)L(s)

ist meromorph auf ganz C fortsetzbar.
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4 L-Funktionen

2. Es gilt die Funktionalgleichung

A(k —s) = i*A(s).

3. FEs gibt ein ag € C so dass die Funktion

Z’k
A(s) —ap (s—k —i)

ganz und in jedem Vertikalstreifen in C beschrdnkt ist.

Dann ist f =302 anq™ € My, eine Modulform vom Gewicht k mit L-Reihe Ly¢(s) = L(s).

Beweis. Es sei x = max{k, o} und £ > 0. Da die Reihe L(x+¢) nach Vorraussetzung konver-
giert, miissen die Koeffizienten beschriinkt sein durch a,, = O(nX*¢~1). Damit konvergiert die
Fourierreihe f = >">° ; a,q™ absolut und lokal gleichméfig und stellt daher eine holomorphe
Funktion auf H und bei co dar. Weiter gilt fiir s = ¢ + it mit ¢ > x + € die Abschitzung

[A(s)] < (2m)7|0(s IZIan\n 7 = (2m) OFr(s IZIanln O,

Wir zeigen in den Ubungen, dass [T'(s)| = O((1 + |t|)~2) gilt, woraus insgesamt A(s) € B,
folgt. Im Beweis von Satz haben wir gesehen, dass A(s) die Mellin-Transformierte von
f(iy) — ap ist. Also folgt mit der Mellin-Umkehrformel in Satz dass

fliy) —aog = ZLm /(a) A(s)y *ds (4.2.1)

fir o > x gilt. Wir wollen damit nun zeigen, dass f(i/y) = (iy)*f(iy) fiir alle y > 0 gilt,
woraus dann mittels Identititssatz die Modularitdt f(—1/7) = 7% f(7) folgt. Dazu betrachten

wir das Integral

1
I=— A(s)y™°d
21 Sy (s)y"ds

wobei vy der positive orienterte Rand eines Rechtecks ist, dass die Punkte 0 und x enthalt.

T -

» Re
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4.2 Die L-Funktion einer Modulform

Aus dem Residuenensatz und der Vorraussetzung, dass die Funktion A(s)—ag (s’fk, — %) ganz
ist, folgt

I= ao((z'y)_k —1).
Andererseits erhalten wir aus der Vorraussetzung, dass A(s)—ag (Sl_kk — %) in jedem Vertikal-

streifen beschrinkt ist, dass die Integrale {iber die vertikalen Randstiicke von ~r fir T' — oo
verschwinden. Somit gilt

1

G0 + —— /( A = aofiy) ™+

—S
5l A(s)y*ds.

2mi J(—a)

Nach (4.2.1)) ist die linke Seite gleich f(iy). Auf der rechten Seite erhalten wir mit der Funk-
tionalgleichung A(s — k) = i*A(s) und (4.2.1)

1

aoliy) 4 5 [ Ay s = (i) (/).
(k+a)

211

Dies zeigt f(i/y) = (iy)* f(iy) fiir alle y > 0. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
Eine zahlentheoretische Funktion o : N — C heift multiplikativ, falls
a(mn) = a(m)a(n)
fir (m,n) =1 gilt.
Lemma 4.2.4. Ist o : N — C multiplikativ und ist > ;> a(n) # 0 absolut konvergent, so gilt
> o) =] (Z W)) ,
n=1 P \r=0
wobei das Produkt iber alle Primzahlen p lduft.

Beweis. Fur jede multiplikative Funktion gilt a(1) = 1. Flir N > 0 und die Primzahlen
P1,---,Dq < Ngllt

0 (zaw) Y Y Y el - o)

p<N \r=0 r1>07r2>0 7¢>0

= Z Z...Za(pgl...p;q)

T1 ZO 7’220 TqZO
N

= a(n) + Z a(n)

n=1 nekn

wobei
En ={n € N:n > N,n hat hochstens p1,...,p, als Primteiler}.

Daraus folgt

< > lam)] < Y len)),

nekby, n>N

11 (i a(p’")) - i a(n)

p<N \r=0 n=1

und somit das Lemma. O
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4 L-Funktionen

Beispiel 4.2.5. Fiir die Riemannsche Zetafunktion erhélt man mit dem Lemma die Darstel-
lung als Eulerprodukt

fir Re(s) > 1

Wir haben gesehen, dass die Fourierkoeffizienten simultaner Eigenformen aller Hecke-Operatoren
T, multiplikativ sind. Damit erhalten wir die folgende Darstellung der L-Funktion einer si-
multanen Eigenform als Eulerprodukt.

Satz 4.2.6. Ist f € S, mit ap(1) =1 eine simultane Eigenform aller Hecke-Operatoren T,
so ldsst sich L¢(s) fiir Re(s) > 1+ k/2 als Eulerprodukt

Ly(s) = H(l —af(p)p~*® +pk71725),1

entwickeln.

Beweis. Da die Fourierkoeffizienten von f multiplikativ sind, gilt nach dem letzten Lemma

o o
Li(s) =Y ap(n)n™ =1] (Z af(ﬁ’”)i)‘”) :
n=1 p r=0
Wir berechnen weiter
o
Y ar@)p - (1 —ap(p)p~ + 1)
r=0
_ = TN, —TS — -rs k 1-rs
—Zaf(p )p > ap(pt +Za
r=1
= 1+Z (af ) —ar(p )af(p)+pk*1af(p“2)>p’” =1.
Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 4.2.7. Fiir die L-Funktion der renomierten Eisensteinreihe —ﬁEk gilt

L

_ gkl

_ H 1 — op 1 p +pk 1—25)—1’
p

das heif3t, der letzte Satz gilt analog auch fiir Eisensteinreihen.

4.3 Die Rankin-L-Reihe zweier Spitzenformen

Wir folgen in diesem Abschnitt Zagiers Buch Introduction to Modular Forms.
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4.3 Die Rankin-L-Reihe zweier Spitzenformen

Definition 4.3.1. Fiir 7 € H und s € C mit Re(s) > 1 definieren wir die nicht-holomorphe

FEisensteinreihe )
Yy
G = -

2s "
(m.n)€Z2\{0} mT +n|

s

Mit denselben Argumenten wie im Beweis der Konvergenz von G (7) mit k > 4 sieht man
ein, dass G(r,s) fiir Re(s) > 1 absolut und lokal gleichméBig konvergiert. Insbesondere ist
G(7,s) fiir Re(s) > 1 als Funktion von 7 glatt auf H und I'-invariant. Wir definieren die
vervollstdndigte Eisensteinreihe

G*(1,s) =7 °T'(s)G(r, s).

Bemerkung 4.3.2. Es sei Q(m,n) = am? + bmn + cn? mit a,b, ¢ € R eine positiv definite
quadratische Form, das heiit Q(m,n) > 0 fiir alle m,n € R und Q(m,n) = 0 nur fir
(m,n) = 0. Die zugeordnete Epsteinsche Zetafunktion ist fiir Re(s) > 1 definiert als

Gls)= > Qmmn)™

(m,n)eZ2\{0}

Mit der quadratischen Form
Qr(m,n) =y t|mr 4 n|?

gilt
(o, (s) = 2G(T,s),

das heifit, die nicht-holomorphe Eisensteinreihe G(7, s) ist fir festes 7 € H eine Art Dirichle-
treihe.

Bemerkung 4.3.3. Die nicht-holomorphe Eisensteinreihe G(7, s) ist eine Eigenfunktion des
invarianten Laplace-Operators
0? 0?
Ag=—y* | ==+ = |.
0 Y (8:62 + 8y2>

Eine direkte Rechnung zeigt
AoG(1,s) = s(1 — s)G(T,s).
Wir berechnen nun zunéchst die Fourierentwicklung von G(7, s).

Lemma 4.3.4. Fir Re(s) > 1 und 7 = x + iy € H haben wir die Fourierentwicklung

Val(s —1/2)

G(r,s) =C(2s)y° + Tyl_SCQS -1)
L 2 i S [l 201l Ko o (2n|nly)eTin
I'(s) o

wobei o5(n) = 3y, d° fir s € C die verallgemeinerte Teilersummenfunktion und K,(t) =
JoC e~teoshu cosh(vu)du die K-Besselfunktion ist.
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4 L-Funktionen

Beweis. Wir spalten die Terme mit m = 0 ab und schreiben

G(r,s) =((2s)y° + ¢° Z ( Z |m7‘—|—n|_25>.

n=—oo
Fiir 7 € H und Re(s) > 1 gilt die Lipschitzformel

E : ’7_ n‘—25 f (s—1/ )y1—25 T y1/2—s } : ’T’s—l/Z K, 1/2(2W’r‘y)62mrx'
I (S) I (S)
nez r#0

Der Beweis dieser Formel beruht auf der Poissonschen Summenformel und findet sich im Buch
von Zagier. Damit erhalten wir die behauptete Formel. O

Bemerkung 4.3.5. Die K-Besselfunktion K, () ist eine Losung der modifizierten Besselschen
Differentialgleichung
2 d? d 2, .2
Tl Fiof = () =0.
dt
Als Funktion von v € C ist K, (¢) holomorph und erfilllt K_,(t) = K,(t). Als Funktion
von t € Ryg ist K, (t) glatt und klingt exponentiell ab fiir ¢ — co. Fiir v = 1/2 haben wir

Ky jo(t) = /m/2te™"

Die vervollstdndigte nicht-holomorphe Eisensteinreihe hat die Fourierentwicklung

G*(7,8) = £(28)y° + €25 — Dy' * + 205 > [n]* P01 as(In]) Ko j2(27|n]y) ™7,
n#0
(4.3.1)

mit der vervollstéindigten Riemannschen Zetafunktion £(s) = 7—%/2T'(s/2)¢(s). Damit erhal-
ten wir die meromorphe Fortsetzung von G*(7, s).

Satz 4.3.6. Die Funktion G*(1,s) besitzt eine memmorphe Fortsetzung in s nach ganz C mit
einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 mit Residuen —5 und 1, und erfillt die Funktionalglei-
chung

G*(1,1—3s) = G*(1,5).

Beweis. Die Fourierreihe von G*(7,s) konvergiert absolut und lokal gleichméfig fur
s € C\{0,1}. Die Riemannsche Zetafunktion &(s) ist holomorph auf C bis auf einfache Pole
bei s = 0 und s = 1 mit Residuen —1 und 1, und die Funktion |n|*~'/201_s,(|n|) K, (27|n|v)
ist holomorph in s auf ganz C. Die Pole von ((2s) und ((2s — 1) bei s = 1/2 heben sich
gegenseitig auf. Daher definiert die Fourierreihe eine meromorphe Fortsetzung von G*(r, s)
mit einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 mit Residuen —% und %

Aus der Funktionalgleichung (1 — s) = £(s) und K_,(t) = K,(t), sowie der Invarianz von
s — |n|*"Y201_54(|n|) unter s — 1 — s, erhalten wir die Funktionalgeichung von G*(7,s). [

Aus der Fourierentwicklung erhalten wir auflerden die sogenannte Kroneckersche Grenzfor-

mel, die einen iiberraschenden Zusammenhang zwischen der nicht-holomorphen Eisenstein-
reihe G*(7, s) und der Ramanujan A-Funktion herstellt.
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4.3 Die Rankin-L-Reihe zweier Spitzenformen

Satz 4.3.7 (Kroneckersche Grenzformel). Die vervollstindigte nicht-holomorphe Eisenstein-
rethe hat bei s = 1 die Laurententwicklung

G*(7,5) = s~ 1) = 5 log(*|AM)]) + € + O(s ~ 1)

mit der Konstante C' = limg_,1(£(s) — (s — 1)71).

Beweis. Da G*(1, s) einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum % hat, beginnt die Lauren-
tenwicklung mit % (s — 1)~!. Der konstante Term in der Laurententwicklung von G*(, s) bei
s = 1 ist wegen K 5(t) = \/m/2te”" gegeben durch

£(2)y — Ress—1 £(2s — 1) log(y) + C + 2y > \/mg_l(|n|)K1/2(2W|n|y)€2ﬂmx

n#0
1 .
- %y — S log(y) +C+ 3 _1([n|)e2mInlve2mine
n#0
™ 1 > —27ny [ 2mine —2minT
=5V g logy) + O+ 3 o(n)e (T 4 eI
n=1
™ 1 R 2winT
= 6@ b log(y) + C +2 Z o_1(n)Re(e )
n=1
™ 1 — 1 2mimrT
:gy—ilog(y)—i—C—l—QZZ—Re(e )
r=1m=1 m
6 2 r=1

1
= ——5 log(y°|A(7)]) + C.
12
Damit ist der Beweis vollstindig. O

Mithilfe der nicht-holomorphen Eisensteinreihe kann man aulerdem die meromorphe Fort-
setzung der sogenannten Rankin-L-Funktion zweier Spitzenformen f, g € S, beweisen.

Definition 4.3.8. Fir f,g € St und s € C mit Re(s) > 1 ist die Rankin-L-Funktion von f
und g definiert durch

Lig(s) = 3 a(n)agmn =+,

n=1

Wegen af(n),az(n) = O(n*/?) ist Ly 4(s) holomorph fiir Re(s) > 2. Wir definieren noch
die vervollstandigte Rankin-L-Funktion durch

L(s+k—1)
Afg(s) = Wﬁ(%)LLg(S)-
Lemma 4.3.9. Fir f,g € S, und Re(s) > 2 gilt

<G*(’ S)f7 g) = Af7g(8).
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4 L-Funktionen

Beweis. Wir kénnen G(7, s) schreiben als

G(t,s) =((2s) Z y*loM.

MeT o \I!

Mittels Entfaltungstrick berechnen wir
oo r1 7
(fG(s),9) = C(2s)/0 /0 F() g day® ™ 2dy

m,n=1
o 00
= C(29) Y aplmag(n) [ ey o2y
n=1 0
F(s+k—1) & — s
= C(2S)W Z af(n)ag(n)n s k+1
n=1
Durch Multiplikation mit 7—°T'(s) auf beiden Seiten folgt die Behauptung. O

Daraus erhalten wir die meromorphe Fortsetzung von Ag 4(s).

Satz 4.3.10. Die vervollstindigte Rankin-L-Funktion Ag 4(s) besitzt eine meromorphe Fort-
setzung nach C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 mit Residuen —%(f, g) und %(f, 9),
und es gilt die Funktionalgleichung

Afﬂg(l —s) = Af,g(s)-

Beweis. Der Satz folgt sofort aus dem letzten Lemma und den Eigenschaften von G*(7,s)

aus Satz [1.3.6 O

Bemerkung 4.3.11. Sind f, g simultane Eigenformen aller Hecke-Operatoren, so besitzt
Ly 4(s) eine Darstellung als Eulerprodukt. Wir leiten das Eulerprodukt in den Ubungen her.
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5 Die singularen Werte der j-Funktion

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass die Werte der j-Funktion bei imagindr-quadratischen
Punkten 7 € H algebraische Zahlen sind. Man nennt diese Zahlen die singuldren Werte der
j-Funktion. Anschlieend prisentieren wir ein Resultat von Zagier, das besagt, dass die er-
zeugende Reihe gewisser endlicher Summen singuldrer Werte von j eine schwach holomorphe
Modulform vom Gewicht 3/2 darstellt.

5.1 Das modulare Polynom

Wir erweitern zunéchst die Definition des Hecke-Operators T;, auf modulare Funktionen f
durch

Tof =n""1 > floM.

MET\M,,

Eine analoge Rechnung wie fiir holomorphe Modulformen zeigt:

Lemma 5.1.1. Fir eine modulare Funktion f = >77°_ “ar(m)q™ besitzt T,,f die Fourier-
entwicklung

[e.9]

Tnf: Z aTnf(m)qm7 aTnf(m) = Z dkilaf (7;L2n> '

m=nimo d|(m,n)

Beispiel 5.1.2. Wir haben gesehen, dass es zu jedem n € Ny eine eindeutige modulare
Funktion j, gibt mit Fourierentwicklung j, = ¢~™ 4+ O(q). Anhand der Wirkung von T,, auf
der Fourierentwicklung erhalten wir

Tnjr = n*"1j,.

AuBerdem sehen wir, dass T, j* € Q4] fiir jedes k € Ny ein rationales Polynom in j ist, woraus
T,Qlj] c Qlj] folgt.

Satz 5.1.3. Zu jedem n € N existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom F,(X,Y) € Q[X,Y]
mit der Figenschaft

Fo(X,j(r) = [I (X—i(r))
MeT\M,,

fiir alle 7 € H. F,,(X,Y) hat Grad o1(n) in X und Y.

Beweis. Es sei

Fu(X)= [ (X-jM7)
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5 Die singuldren Werte der j-Funktion

das Polynom auf der rechten Seite. Beachte zunéchst, dass F,(X) wohldefiniert ist, da j
invariant unter I' ist. Setze r = o1(n) = |[I'\M,,|. Es sei M, ..., M, das Standardreprisen-
tantensystem fiir I'\\M,,. Ausmultiplizieren der rechten Seite liefert

T

Fo(X) =Y (~Dfer(i(Mi7), ..., j(M,T)X"F,
k=0

wobei
ek(Xla--~aXr): Z le"'Xjk

1<j1<jo<--<jp<r

das k-te elementarsymmetrische Polynom in r Variablen ist. Man kann ej als rationales
Polynom in den Potenzsummen

Sm(le-qur):X{n—l-~-~+XZn

schreiben. Nun gilt

T

sm(G(MiT), .., j(Myr)) = Y j(Myr)™ = (0T (5™))(7) € QLi(7)]
k=1

und somit auch
ex(J(MiT), ..., j(Mr7)) € Qi (7)],
also e (j(Myi1),...,j(M,7)) = pr(§(7)) fir ein Polynom pi(Y') € Q[Y]. Somit ist

Fo(X,Y) = i(—l)kpk(y)x"*’f
k=0

das gesuchte Polynom.

Gibe es ein weiteres Polynom F,,(X,Y) € Q[X,Y] mit F,(X, (7)) = F,(X, (7)) fiir alle
7 € H und alle X, aber F,(Xo,Y) # F,(Xo,Y) fiir ein Xy € Q, so wire die Differenz
Fo(X0,Y) — F.(Xo,Y) € Q[Y] ein nicht-triviales rationales Polynom, das j(7) als Nullstelle
hat. Damit wére j(7) fiir jedes 7 algebraisch. Da j(7) aber fir 7 € H jeden komplexen Wert
annimmt, kann das nicht sein. Somit ist F,,(X,Y") eindeutig.

Wegen ey = pg = 1 hat F,,(X,Y) in X Grad r. Beachte, dass die Fourierentwicklung von

er(j(MyT),...,j(M,T)) bei co mit

H H o 2miM Y | —2mirT

dln b (mod d)

beginnt. Ahnlich sieht man, dass die Polordnung bei oo der Polynome ey, (j(Mi7), ..., 5(M,7))
fir 1 < k < r kleiner als r ist. Damit hat p,(Y) Grad r, und alle p mit 1 < k < r haben
einen Grad kleiner als r. Somit hat F,,(X,Y) Grad r in Y. O

Das Polynom F,,(X,Y) heiit das n-te modulare Polynom. Es gilt zum Beispiel

B(X,Y)=X-Y,
Fy(X,Y)= X3+ V3 - X%Y? 4+ 1.488(X%Y + XY?) — 162.000(X? + Y?)
+40.773.375XY + 8.748.000.000( X 4 Y') — 157.464.000.000.000.
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5.1 Das modulare Polynom

Lemma 5.1.4. Ist n € N quadratfrei, so gibt es zu M € M, Matrizen K,L € T" mit
KML = (2).

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass wir durch Multiplikation von links mit einer Matrix

in I annehmen konnen, dass M = (&5) mit ad = n gilt. Weil n quadratfrei ist, sind @ und d

teilerfremd. Es existiert dann ein x € 7Z, so dass xza+ b und d teilerfremd sind. Wéhle o, 5 € Z
mit a(za + b) + fd = 1 und setze

« I} r —1\ (1 «aa
KZ(d m+b>’ L:<1 0)(0 1)'

Wir schreiben nun K = Q(5) fiir den Korper der modularen Funktionen.

Satz 5.1.5. Es sein € N,n > 1 quadratfrei. Dann ist
F.(X,j) € KIX]
irreduzibel. Es gilt
F,(X,)Y)=F,(Y,X) und F,(X,X)eQX]\{0}.

Beweis. Es sei
K =K[j(M7) : M € T\ M,)]

der Zerféllungskorper von F,(X,j) tber K. Fiir festes L € I' permutiert die Abbildung
J(MT) — j(MLT) die Werte j(MT) fir M € T'\M,, und definiert daher einen Automor-
phismus von K'. Zu M € M,, wahlen wir K, L € I" wie im Lemma und erhalten

J(M7) = j((L™'7)/n).

Daher entstehen die Nullstellen X = j(M7),M € I'\M,,, des Polynoms F,(X,j) aus der
speziellen Nullstelle X = j(7/n) durch Anwendung von Automorphismen von K’ iiber K.
Dies impliziert, dass F,,(X, j) irreduzibel tiber K ist.
Wegen (2 9) € M,, gilt
Fn(j(nt),j(7)) =0

fiir alle 7 € H. Ersetzen wir 7 mit 7/n, so gilt also auch
Fn(j(7),5(r/n)) =0

fir alle 7 € H. Also hat das Polynom F,(j(7),Y) € K[Y] die Nullstelle Y = j(7/n). Anderer-
seits hat auch das Polynom F, (Y, j) die Nullstelle Y = j(7/n) und ist irreduzibel, und muss
daher ebenfall F,,(j(7),Y) teilen. Da beide Polynome denselben Grad haben, folgt

Fn<j<7)7 Y) = CFn(Y7j(T))
fiir alle 7 € H und ein ¢ € Q. Da j(7) jeden komplexen Wert annimmt, folgt

Fn(va) = CFn(KX)

Aus Symmetriegriinden muss ¢ = +1 sein. Wére ¢ = —1, so wéare F,(X, X) = 0, also wére
F,(X,j) durch X — j teilbar, was wegen o1(n) > 1 der Irreduzibildt von F,,(X,j) wieder-
spricht. Daraus erhdlt man ¢ =1 und F,(X, X) # 0. O
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5 Die singuldren Werte der j-Funktion

Satz 5.1.6. Gehort 7 € H zu einem imagindr-quadratischen Zahlkorper, so ist j(7) algebra-
isch.

Beweis. Liegt 7 € H in einem imagindr-quadratischen Zahlkorper, so hat 7 eine Darstellung
1
T= 3(b +iaV'D), beZ, a,d,DeN, D quadratfrei.

Wir zeigen zunichst, dass der Wert j(iv/D) algebraisch ist. Beachte dazu, dass
ivD _ b 0 -1 D
D VD 1 0

gilt, das heifit, i‘D@ und iv/D sind dquivalent mod T', so dass j(iv/D/D) = j(iv/D). Wir haben
also

Fp(j(ivD), j(iVD)) = Fp(j(ivD/D), j(ivD)) = 0

nach dem letzten Satz, das heiBt, j(iv/D) ist Nullstelle des Polynoms Fp(X,X) # 0, und
somit algebraisch.
Wir setzen nun n = ad, so dass die Matrix M = (&%) in M,, liegt. AuBerdem gilt M ivD =
7. Daher folgt
F,(j(7), j(iVD)) = Fu(j(MiVD), j(iV'D)) = 0

nach Definition von F},. Somit ist j(7) algebraisch iiber Q(j(iv/D)), und damit auch algebra-
isch tiber Q. ]

Bemerkung 5.1.7. Man nennt die algebraischen Zahlen j(7) fiir 7 in imaginér-quadratischen
Zahlkorpern die singuldren Werte von j. Liegt 7 im imaginir-quadratischen Zahlkorper K,
so kann man zeigen, dass die Erweiterung K (j(7)) eine endliche abelsche Erweiterung von K
ist.

5.2 Die erzeugende Reihe der Spuren der singularen Werte

Wir geben in diesem Abschnitt einen wichtigen Satz von Zagier iiber die Modularitidt der
Spuren der singuldren Werte von j an. Damit wollen wir einen Ausblick auf ein weiterfiihrendes
Thema geben, und lassen daher einige Details aus. Fiir die vollstindigen Beweise verweisen
wir auf Zagiers Arbeit ‘Traces of singular moduli’.

5.2.1 Bindre quadratische Formen

Bevor wir Zagiers Satz formulieren kénnen, bendtigen wir noch etwas Notation.
Eine (ganzzahlige bindre) quadratische Form ist ein Polynom der Form

Q(z,y) = ax® + by + cy?, a,b,c €.

Wir schreiben kurz Q = [a, b, c|. Die Diskriminante von Q ist die Zahl —d = b* — 4ac. Wir
nehmen im Folgenden stets an, dass d > 0 ist. Eine quadratische Form @ heifit positiv definit,
falls Q(z,y) > 0 fir alle z,y € R gilt, und Q(x,y) = 0 nur fir (z,y) = (0,0). Beachte, dass @
genau dann positiv definit ist, wenn die Diskriminante von @ negativ ist und a > 0 gilt. Wir
schreiben

Q4 = {[a,b, ] ca,bc € Z,a>0,b% — dac = —d}
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5.2 Die erzeugende Reihe der Spuren der singuldren Werte

fiir die Menge aller positiv definiten quadratischen Formen der Diskriminante —d < 0. Be-
achte, dass Qg4 # () nur fiir d = 0,3 (mod 4) gilt. Die Gruppe I' operiert auf Q4 durch

(Q ) <Z Z)) (z,y) = Qaz + by, cx + dy).

Man kann zeigen, dass der Quotient Q,4/I" endlich ist.
Fir Q = [a,b,c] € Q4 besitzt die Gleichung Q(z,1) = 0 eine eindeutige Losung in H, die
wir den CM-Punkt 7g zu @ nennen. Er ist gegeben durch

—b+ivd
TQ = o

Es sei
. 3, falls 7 dquivalent zu p ist,
wo = §\FTQ\ = 4 2, falls 7 dquivalent zu i ist,
1, sonst.

Fiir eine I'-invariante Funktion f : H — C definieren wir die d-te Spur von f durch
wdy = S 102
Qegur @

Beachte, dass dies wohldefiniert ist, da f I'-invariant ist. Auflerdem ist die Summe endlich.
Fir f =1 erhalten wir die Hurwitz-Klassenzahlen

H(d) =tri(d) = )

1
QReQu/T wQ

Wir haben zum Beispiel:

d | 3] 4 |7][8|11]12]15
H(d) | 1/3]1/2]

—
—_
—_
B
~
w
[\

5.2.2 Die Modularitat der Spuren von J

Wir setzen J = j — 744. Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass die Spuren von J
algebraische Zahlen sind. Man kann mit etwas mehr Aufwand sogar zeigen, dass die Spuren
von J ganzzahlig sind. Wir haben zum Beispiel die folgenden Werte:

d | 3 | 4| 7 | 8 | 11 | 12 | 15
try(d) || —248 [ 492 | —4119 | 7256 | —33512 | 53008 | —192513

Wir wollen in diesem Abschnitt den folgenden Satz beweisen

Satz 5.2.1 (Zagier). Die erzeugende Reihe

fir)=q7" =23 try(d)q’

d>0

der Spuren von J = j — 744 ist eine schwach holomorphe Modulform vom Gewicht 3/2 fiir
To(4).
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5 Die singuldren Werte der j-Funktion

Dabei bedeutet schwach holomorph, dass f(7) Pole an den Spitzen haben darf. Die Modu-
laritdt bedeutet, dass
F(MT) = vg(M)3(er + d)* 2 f (1)

fir M = (2 %) € T'g(4) gilt, wobei vy(M) der Thetamultiplikator aus der Transformationsregel
I(MT) = vg(M)(cr + d)'/*9(r)

der Jacobischen Thetafunktion ist.
Zum Beweis des Satzes betrachten wir die Modulform

E, (4
g(1) = 61(7) 4i Tﬁ) = Z B(d)qd = q_1 -2+ 248q3 — 492q4 + 4119(]7 ..
n(4r)® S

vom Gewicht 3/2 fiir I'g(4). Dabei ist 01 (1) = Znez(—l)”qn2 eine Modulform vom Gewicht
1/2, wie man mittels Poissonscher Summenformel zeigt. Wir haben:

Satz 5.2.2. Fir alle d > 0 gilt trj(d) = —B(d).

Wir zeigen diesen Satz, indem wir zuerst eine Rekursion fiir —B(d) herleiten, und dann
dieselbe Rekursion fiir tr;(d) beweisen. Da ¢g(7) per Konstruktion modular ist, folgt aus dem
Satz dann auch die Modularitat von f(7).

5.2.3 Eine Rekursion fiir tr;(d)

Wir leiten zunéchst eine Rekursion fiir die B(d) her.

1. Die Funktion Us(g(7)Y(7)), mit dem Operator Us(3 ang™) = > a4nq", ist eine Modul-
form vom Gewicht 2 zu SLa(Z), und verschwindet daher identisch. Daraus folgt

> B(4n—r*)=0.

rEZ

2. Die Funktion U4([g,9]) mit [g,9] = ¢ (7)9(7) — 3g(7)¥ (1) ist eine Modulform vom
Gewicht 4 fiir SLy(Z) und daher ein Vielfaches von Ej4. Daraus folgt

> r?B(4n — r?) = 24003(n),
r>0

wobei wir 03(0) = 555 setzen miissen.

Die beiden Relationen zusammen bestimmen die Folge B(d) bereits eindeutig. Zum Beispiel
gilt
B(—1) = 24005(0) = 1,
B(0) = =2B(-1) = -2,
B(3) = 24003(1) — 4B(0) = 248,
B(4) = —2B(3) — 2B(0) = —492.
Spaltet man die Summanden fiir B(—1) und B(0) in den obigen Relationen ab (sie tauchen

nur auf, wenn n oder 4n + 1 ein Quadrat ist), so sieht man, dass man folgende Relationen fiir
die Spuren von J zeigen muss.
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5.2 Die erzeugende Reihe der Spuren der singuldren Werte

Satz 5.2.3. FEs gilt

—4,  falls n ein Quadrat ist,

Z try(4n —r?) = { 2, falls 4n + 1 ein Quadrat ist, (5.2.1)
Ir|<2v/n 0 sonst,
und
—8n, falls n ein Quadrat ist,
Z r2try(4n — r?) = —24003(n) +{ dn+1, falls 4n + 1 ein Quadrat ist, (5.2.2)
1<r<2V/n 0 sonst.

Wir beweisen hier nur die erste Relation . Wir beschranken uns der Einfachheit
halber auf den Fall, dass n kein Quadrat ist. Den vollstindigen Beweis findet man in der
Arbeit von Zagier.

Es sei F,,(X,Y) € Q[X,Y] das n-te modulare Polynom, welches durch die Eigenschaft

Fo(X,j(r) = [I (X —im))
MeM\ M,

definiert ist. Wir nehmen zunéchst an, dass n kein Quadrat ist. Die Funktion F),(j(7),j(7))
verschwindet genau an den Punkten 7 € H die von einem M € M,, fixiert werden. Dies sind
genau CM-Punkte 7¢ zu quadratischen Formen Q € Qy,_,2 der Diskriminante r? — 4n fiir
ein r € Z mit |r| < 2y/n. Daraus folgt

F(X, X)=C [ HMHanr2(X)
Ir|<2v/n
mit einer Konstante C' # 0, wobei
HoX) = [ (X —i(rg)/*e.
QeQq/T
Wir haben die ¢-Entwicklung

Ha(i(1) = [I (a7 = J(rq) + O(@)/" = ¢ D (1 — tr,(d)q + O(¢?)),
QReQu/T

Andererseits kénnen wir mit dem Standardreprésentantensystem (¢ %) mit ad =n,d > 0,1 <
b < d, berechnen:

R = T1 1 <J’<7)j<m;b)>

ad=n b=1
d

_ H H (qq _ 6727Tib/dq7a/d + O(q>0)>
ad=n b=1

= [[@?=q¢Ha+0(")

ad=n

= [T £a ™31 - cag + O(¢%))

ad=n

wobei g, gleich 1 ist falls |a — d| = 1 (was nur moglich ist, wenn 4n + 1 ein Quadrat ist), und
0 andernfalls. Daraus folgt die erste Relation (5.2.1)) im Fall dass n kein Quadrat ist.
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6 Anhang

6.1 Werkzeuge aus der Funktionentheorie

Wir geben einen Uberblick iiber einige grundlegende Sitze der Funktionentheorie, die wir in
der Vorlesung benutzen. Wir folgen dem Buch Funktionentheorie 1 von Freitag und Busam.

6.1.1 Holomorphe Funktionen

Definition 6.1.1. Es sei U C C eine offene Menge. Eine Funktion F' : U — C heifit holomorph
auf U, falls die Ableitung
f,((l) — lim f(T) — f(a)

T—a T —Q

fiir jeden Punkt a € U existiert.
Bemerkung 6.1.2. Hier ein paar grundlegende Beispiele und Eigenschaften:
1. Jedes Polynom p(7) = 37, ax7" mit a;, € C ist holomorph auf C.
2. Jede rationale Funktion p(7)/q(7) ist holomorph auBlerhalb der Nullstellen von g.

3. Summen und Produkte von holomorphen Funktionen sind wieder holomorph. Ist g ho-
lomorph auf U, so ist auch 1/¢g holomorph auf U \ {r € U : g(7) = 0}.

4. Es gelten die iiblichen Ableitungsregeln, z.B. die Kettenregel.

5. Jede holomorphe Funktion ist unendlich oft differenzierbar, und jede ihrer Ableitungen
ist holomorph.

6. Jede holomorphe Funktion f lésst sich lokal in ihre Taylorreihe entwickeln, das heifit,
fiir jedes a € U konvergiert die Taylorreihe

. £(n)(q
fr) =3 Ly
n=0

n!

auf einer Umgebung von a.

7. Man darf die Taylorreihe gliedweise ableiten, d.h. es gilt

n

o () (g
Py =3 Dy
n=1 :

co 1"

8. Die Funktionen e = Y 7% 4 7+, sin(7), cos(7) sind holomorph auf C.

9. Die Funktionen Re(7),Im(7),7 und |7| sind nicht holomorph.
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6 Anhang

Satz 6.1.3 (Identitétssatz). Sei ) £ U C C offen und zusammenhdngend. Sind f,g auf U
holomorph und besitzt die Menge

{reU:f(r)=g(n)}
einen Haufungspunkt in U, so gilt f = g auf ganz U.

Es sei U C C eine offene Menge. Eine Folge f1, f2, f3,... von Funktionen auf U heif3t lokal
gleichmafig konvergent, wenn fir jedes Kompaktum K C U die Folge fi|K, fo|K, f3|K, ...
gleichméfig konvergiert.

Satz 6.1.4 (Weierstrascher Konvergenzsatz). Fs sei U C C offen. Konvergiert eine Folge
(fn) holomorpher Funktionen lokal gleichmaj$ig auf U, so ist die Grenzfunktion f holomorph
auf U und die Folge der Ableitungen (f],) konvergiert lokal gleichmdfig gegen f'.

Bemerkung 6.1.5. Wir benutzen diesen Satz oft, um zu zeigen, dass Reihen und Integrale
von (offensichtlich) holomorphen Funktionen ebenfalls wieder holomorph sind.

Beispiel 6.1.6. 1. Die Riemannsche Zetafunktion

ist holomorph fiir s € C mit Re(s) > 1.

o 1
/ e T’ dx
0

ist holomorph fiir s € C mit Re(s) > 0.

2. Die Gammafunktion

6.1.2 Meromorphe Funktionen

Definition 6.1.7. Es sei U C C offen. Eine Funktion f heif3t meromorph auf U, falls es eine
diskrete Teilmenge Py C U gibt, so dass gilt:

1. f:U\ Py — C ist holomorph

2. f hat Pole an den Punkten in Py, das heif}t, fir jedes a € Py besitzt f eine Laurent-

Entwicklung der Form
o0

fr) = e(n)(r—a)",
n=ng
die auf einer punktierten Umgebung von a konvergiert. Dabei sind ng € Z und ¢(n) € C
(von f und a abhingig).

Ist ng < 0 in der Laurent-Entwicklung von f, so sagen wir, dass f einen Pol der Ordnung
—ng bei a hat. Allgemeiner definiert man fiir jeden Punkt a € U die Ordnung ord,(f) = no,
wobei ng der kleinste Index ist, fiir den ¢(ng) # 0 in der Laurent- oder Taylor-Entwicklung
von f bei a ist.

Bemerkung 6.1.8. 1. Die Funktion 1/7 ist meromorph mit einem Pol der Ordnung 1 bei
7 = 0. Andererseits schreiben wir ordy(1/7) = —1.
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6.1 Werkzeuge aus der Funktionentheorie

2. Jede rationale Funktion p(7)/q(7) ist meromorph auf C. Es gilt

3. Sind f, g mit g # 0 meromorphe Funktionen, so ist f/g meromorph, und es gilt
ord;(f/g) = ord-(f) — ord-(g).

4. Die Menge aller meromorphen Funktionen bildet einen Korper.

Bemerkung 6.1.9. Die oben angegebenen Summen- und Integraldarstellungen der Riemann-
schen Zetafunktion ((s) und der Gammafunktion I'(s) konvergieren nur fiir geniigend grofien
Realteil von s. Man kann aber zeigen, dass beide Funktionen meromorphe Fortsetzungen auf
ganz C haben. Das bedeutet z.B. fiir die Riemannsche Zetafunktion, dass eine Funktion ((s)
existiert, die auf ganz C meromorph ist, so dass ((s) = ((s) fiir Re(s) > 1 gilt. Nach den
Identitéatssatz ist die meromorphe Fortsetzung eindeutig, das heif3t, wenn man eine zweite
auf C meromorphe Funktion ¢(s) findet mit ((s) = ¢(s) fiir Re(s) > 1, so gilt automatisch

((s) = {(s) fiir alle s € C, die keine Polstellen der beiden Funktionen sind.

Definition 6.1.10. Es sei U C C offen und [a,b] C R ein Intervall. Fiir einen stetig diffe-
renzierbaren Weg v : [a,b] — U und eine meromorphe Funktion f : U — C mit Dy N~y =0
definieren wir das Wegintegral von f entlang v durch
b /
[ 1= [ sy @,
0 a

Ist v stiickweise stetig differenzierbar, so definieren wir f,y f(7)dr als Summe der Wegintegrale
iiber die stetig differenzierbaren Teilwege von ~.

Wir benétigen folgendes Korollar aus dem Residuensatz.

Satz 6.1.11. Sei f # 0 meromorph auf einer einfach zusammenhdngenden offenen Menge
U C C. Dann gilt

f'(7) :

dr =271y w.(y)ord,(f)
/7 f(7) XT:

wobei v ein geschlossener Weg in U ist, der nicht die Null- und Polstellen von f enthdlt, und

wr(7y) € Z die Windungszahl von v bzgl. T ist.

Bemerkung 6.1.12. Wir wollen den Satz auf der oberen Halbebene H anwenden, welche
einfach zusammenhéngend ist. In unseren Anwendungen wird die Windungszahl w,(v) au-
Berdem immer gleich 1 sein. Die rechte Seite der Formel ist dann also einfach die Summe der
Null- und Polstellenordnungen von f.

83



	Einleitung
	Elliptische Kurven
	Überblick der Vorlesungsthemen

	Modulformen zu SL2(Z)
	Die Modulgruppe und die obere Halbebene
	Modulformen zu SL2(Z)
	Eisensteinreihen
	Ramanujans Delta-Funktion
	Die Gewichtsformel und die Struktur von Mk
	Die j-Invariante und modulare Funktionen
	Die Eisensteinreihe vom Gewicht 2
	Die Dedekindsche Eta-Funktion
	Modulformen zu Kongruenzuntergruppen
	Die Jacobische Thetareihe und der Vier-Quadrate-Satz

	Hecke-Operatoren
	Das Petersson Skalarprodukt
	Poincaréreihen
	Hecke-Operatoren
	Die Algebra der Hecke-Operatoren
	Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren

	L-Funktionen
	Dirichletreihen
	Die L-Funktion einer Modulform
	Die Rankin-L-Reihe zweier Spitzenformen

	Die singulären Werte der j-Funktion
	Das modulare Polynom
	Die erzeugende Reihe der Spuren der singulären Werte
	Binäre quadratische Formen
	Die Modularität der Spuren von J
	Eine Rekursion für trJ(d)


	Anhang
	Werkzeuge aus der Funktionentheorie
	Holomorphe Funktionen
	Meromorphe Funktionen



