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Aufgabe 1. Die Mdbiusfunktion pu: N — Z ist definiert durch

( (—1)#{Primteiler von n} fa]]s  quadratfre,
n)=
a 0 falls n nicht quadratfrei.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) p ist multiplikativ.
(2) Es gilt

1 firn=1,
> ud) = &
i 0, firn>1.

(3) Fiir Re(s) > 1 gilt

00 _Sii
;u(n)n =)

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Riemannsche Zetafunktion fiir Re(s) > 1 als Eulerprodukt

¢(s) = [ =p=)

p

darstellbar ist.

Aufgabe 3. Fiir n € N sei
pn)=#{1<a<n:(an)=1}=|[(Z/nZ)"|

die Eulersche ¢-Funktion. Zeigen Sie

. nnfs:C(S_l)
nzlw( )

¢(s)

fiir Re(s) > 2.

Aufgabe 4. Fiir Re(s) > 0 sei I'(s) = [;°e "t dt die Gammafunktion. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(1) Es gilt I'(s + 1) = sI'(s) fiir Re(s) > 0. Hinweis: Partielle Integration.

(2) T'(s) lasst sich meromorph auf C fortsetzen, mit einfachen Polen genau bei den nicht-
positiven ganzen Zahlen 0,—1,—2, -3, .... Hinweis: Benutzen Sie die vorige Teilauf-
gabe induktiv.
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Aufgabe 5. Es sei £(s) = 7%/2T'(s/2)((s) die vervollstindigte Riemannsche Zetafunktion.

Zeigen Sie die Integraldarstellung
1 dt 1 1

o) =5 [ O/ - D e

mit der Jacobischen Thetafunktion J(7) =3, ., q”Q. Leiten Sie daraus die meromorphe Fort-
setzbarkeit nach ganz C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = 1 und die Funktionalgleichung

§(1—s) =¢&(s)
her.
Zeigen Sie insbesondere, dass ((s) meromorph auf C fortsetzbar ist mit einem einfachen
Pol bei s = 1, und dass ((s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen hat.

Aufgabe 6. Zeigen Sie fiir gerade k£ > 4

2k
Li(s) = — - C(s)C(s+ 1~ ).
k
Zeigen Sie mithilfe der letzten Aufgabe, dass die vervollstindigte L-Funktion
Ap,(s) = (2m)"°I'(s) L, (s)

eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einfachen Polen bei s = 0 und s = k besitzt.
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