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Aufgabe 1. Essei f =) >, ay(n) € Si. Zeigen Sie die Darstellung

As(s) = i ay(n) (s, 2mn) 4 i* i L(n)l“(k — 8,2mn),

— (27n)s — (2mn ks

wobei I'(s,z) = fxoo e~ 't*"1dz die unvollstindige Gammafunktion ist. Zeigen Sie, dass die
rechte Seite fiir alle s € C absolut und lokal gleichméflig konvergiert, und somit eine holomor-
phe Fortsetzung fiir Ay (s) darstellt.

Aufgabe 2. Ein Dirichlet-Charakter mod N ist ein Homomorphismus
X:(Z/NZ)* - {z€C:|z| =1}

Wir fassen x als Funktion auf Z auf mittels x(n) = 0 fiir (n, N) > 1. Der triviale Dirichlet-
Charakter mod N ist definiert durch

(n) = 1, falls (n,N) =1,
Xotm) = 0, falls (n,N)>1,

fiir n € Z. Der Fiihrer von Y ist die kleinste natiirliche Zahl N’ so dass man y = xoX’ schreiben
kann, wobei x¢ der triviale Charakter mod N und x’ ein Dirichlet-Charakter mod N’ ist. Ein
Dirichlet-Charakter x heifit primitiv, falls der Modulus NV von x gleich dem Fiihrer von y ist.
Wir nehmen in der ganzen Aufgabe an, dass x primitiv mit Fihrer N ist!

(1) Fiir einen Dirichlet-Charakter x mod N und n € Z sei
Gx,n) =Y x(a)e*mma/N

a(N)
die n-te Gauss-Summe von x. Wir setzen G(x) = G(x,1). Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:
(a) Es gilt

G(x,n) = X(n)G(x)-
Hinweis: Machen Sie eine Fallunterscheidung nach (n, N) = 1 und (n, N) > 1.
Fiir (n,N) > 1 zeigen Sie G(x,n) = 0 mithilfe der folgenden Aussage (die sie
ohne Beweis verwenden konnen): Fiir jeden Teiler d | N mit d < N gibt es ein
a=1 (mod d) mit (o, N) =1 und x(«a) # 1.
(b) Es gilt
IG(X)I? = N.
(2) Wir nehmen nun an, dass x gerade ist, das heifit x(—1) = 1. Zeigen Sie mithilfe
der Poissonschen Summenformel, dass die Thetareihe ¥, (7) = >, 5 x(n)e™’T die
Transformationsformel

P5(i/N%y) = Z(fgﬂx(iy)

fiir y > 0 erfiillt.



(3) Wir nehmen wieder an, dass x gerade ist. Wir betrachten die Dirichlet-L-Funktion

L(x.s) =Y _x(n)n*,
n=1

die fiir Re(s) > 1 holomorph ist. Zeigen Sie, dass die vervollstdndigte Dirichlet-L-

Funktion
T

Ao = (&) ris/2)L009)

eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzt und die Funktionalgleichung

VN
@A(X, s)

erfiillt. Zeigen Sie insbesondere, dass A(y,s) holomorph auf ganz C ist, falls y nicht
trivial ist.
Hinweis: Schreiben Sie A(x, s) als Integral {iber ¥, und benutzen Sie die Transforma-
tionsformel aus der letzten Teilaufgabe.

(4) Zeigen Sie

A(le - 5) =

L(x,s) = [J(1 = xw)p~)"

p
fiir Re(s) > 1.

Aufgabe 3. (Sage) Schreiben Sie ein Programm, dass die vervollstandigte L-Reihe Ay(s)
einer Spitzenform bei beliebigem s € C auswertet. Benutzen Sie dafiir die Darstellung aus
Aufgabe 1.
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