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Einleitung

Eine logarithmische Differentialform w auf einer offenen Teilmenge U eines
logarithmisch glatten Paares (X, A) ist eine Form, die man lokal schreiben
kann als w = Y25, ;j—zdxz + > k1 9idx;. Man erhélt die lokal freie Garbe
der logarithmischen Differentialformen Q% (log A). In dem Paper [KK07] von
S. Kebekus und J. Kovacs stellt sich die Frage ob es moglich ist symmetri-
sche Potenzen von logarithmischen Differentialformen die ausserhalb eines
kontrahierbaren Divisors F definiert sind iiber diesen fortzusetzen. Im allge-
meinen ist diese Frage nicht geklédrt. Doch wenn E der ezeptionelle Ort einer
Logarithmischen Auflosung 7 : (Y,I') — (Z,A) eines, von glatten analyti-
schen Paaren dominierten, reduzierten Paares (Z, A) ist existiert immer eine
Fortsetzung. Die folgende Arbeit beschéftigt sich mit dem folgenden Fort-
setzbarkeitstheorem, welches von (Kebekus Kovaés) in ihrem Paper [KK07]
2007 bewiesen wurde:

Satz (Fortsetzbarkeits-Theorem). Sei (Z,A) ein reduziertes Paar, mit loga-
rithmischer Auflosung ©: (Y,I') — (Z,A) und exzeptionellem Ort E. Wird
(Z,A) von glatten analytischen Paaren dominiert, so gilt fiir jede offene Men-

ge U C Z mit Urbild V := 7= Y(U), dass fiir jedes
we HY (V \ £, Sym" Q%/\E(logf‘)) ,

also fiir jede pluri-log-Form die auferhalb des w-exzeptionellen Ortes E defi-
niert ist, eine Fortsetzung

@ e H° (V,Sym™ 4, (log(I" + Er)))

auf ganz V existiert. Dabei ist Er der Teil des exzeptionellen Ortes, der nicht
in I liegt.

Im Speziellen wollen wir das Ergebniss des Satzes fiir den Spezialfall der Quo-
tientensingularitdt nochmals beweisen und fiir diesen Fall auch verbesseren.



In Kapitel 1 geben wir eine kurze Einfiihrung in den Bergiff der logarith-
mischen Differentialformen und ein paar weitere Lemmata, die wir fiir die
Fortsetzbarkeit benttigen werden.

In Kapitel 2 werden wir einen ausfiihrlichen Beweis fiir das oben angespro-
chene Fortsetzbarkeits Theorem angeben.

In den letzten drei Kapiteln geht es dann um den Spezialfall der Quotienten-
singularitaten.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns zunéchst mit dem Fall, dass A = () ist. Wir
beweisen, dass 1-Formen als logarithmische Differentialform mindestens eine
einfache Nullstelle entlang von E haben miissen. Der Beweis benutzt den
Begriff des arithmetischen Geschlechts, fiir den wir am Anfang des Kapitels
eine kurze Einfithrung geben.

In Kapitel 4 wird dann eine Verbesserung der Aussage des Fortsetzbarkeits-
Theorems fiir den Fall der Quotientensingularitit ohne Randdivisor bewie-
sen. Ferner geben wir Beispiele an, die belegen, dass diese nicht weiter ver-
bessert werden kann.

Im letzten Kapitel betrachten wir dann eine einzelne (—a)-Kurve mit Rand-
divisor.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Zweiter Riemannscher Hebbarkeitssatz

In dieser Arbeit werden wir 6fter den zweiten Riemannschen Hebbarkeitssatz
und seine Anwendung fiir lokal freie Garben brauchen. Deshalb méchte ich
hier kurz darauf eingehen. Fiir ndhere Informationen siehe [KK83].

Fakt 1.1.1. (Zweiter Riemannsche Hebbarkeitssatz) Sei X ein normaler
Raum und A C X eine analytische Teilmenge mit codim(A) > 2. Dann hat
jede holomorphe Funktion auf X \ A eine eindeutige holomorphe Fortsetzung

auf ganz X. Das heifit die Inklusion X \ A — X liefert einen Isomorphismus
Ohl(X) = Ohl(X \ A).

Nach einigen GAGA-style Theoremen gelten folgende Fakten, fiir weiterfithrende
Verweise siehe [GH94]:

Fakt 1.1.2. Jede normale Varietdt im Algebraisch Geometrischen Sinne ist
auch ein normaler Raum wie er in [KK83] definiert wird.

Fakt 1.1.3. Sei X eine Varietdt, E C X eine Untervaritdt mit Kodimension
mindestens 1 und f eine requlire Funktion auf X\E, also f € H° (X, Ox(xE)).
Dann ist jede holomorphe Funktion f auf X, mat f|X\E = f, bereits requldr.
Anders gesagt fiir jede holomorphe Fortsetzung f von f gilt f € H°(X,Ox)

Bemerkung. In Fakt 1.1.3 ist mit Ox die Garbe der reguldren Funktionen
und nich die Garbe der holomorphen Funktionen auf X gemeint.

Bemerkung 1.1.4. Eine Zariski abgeschlossene Teilmenge F einer normalen
Varietédt X ist eine analytische Teilmenge wie sie in [KK83] definiert wird.



Beweis. Sei ' C X eine abgeschlossene Untervarietdt dann existiert eine
offene Uberdeckung U; von X, so dass ENU; = V(fo,...fn) mit fo,..., fa
O

regulére Funktionen auf X.

Wir konnen also den zweiten Riemannschen Hebbarkeitssatz auf lokal freie
Garben auf normalen Varietdten anwenden:

Lemma 1.1.5. Sei A eine lokal freie Garbe auf einer glatten Varietdt X .
Dann gilt fir jede offene Menge U C X wund jede Zariski-abgeschlossene
Teilmenge E mit codim(E) > 2, dass jeder Schnitt der ausserhalb von E

definiert ist, also
w € HY (U, A(xE))

sich auf ganz U fortsetzt, also
w € HY(U,A)

Beweis. Sei w € H° (U, A(xE)) beliebig. Da A lokal frei ist existiert eine
offene Uberdeckung U; von U, so dass

wly, =Y aij- e

mit {e;;} ist lokales Erzeugendensystem von A und a;; reguldre Funktion
auf Uz \ E.

Da X eine glatte Varietét ist sind alle U; normal. Mit Fakt 1.1.2 und Bemer-
kung 1.1.4 sind also die Bedingungen fiir den zweiten Riemannschen Heb-
barkeitssatz erfiillt. Wir kénnen also jedes a; ; eindeutig zu einer reguléren
Funktion a;; auf ganz U; fortsetzen. Somit muss die Einschrénkung von w
auf jedes U; bereits auf ganz U; regulér sein.

w|Ui € H0<UZ‘, .A)
Also muss auch fiir w gelten:

w e H'(U,A)

1.2 Reduzierte Paare

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff des reduzierten Paares einfiihren,
der notwendig fiir die Definition von logarithmischen Differentialformen ist.
Fiir ndhere Informationen sei auf [[it82] verwiesen.
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Definition 1.2.1. Einen Divisor D = ) ;I'; nennen wir reduziert, wenn
alle a; € {0,1} sind. Wir sagen, dass ein reduzierter Divisor D = >0 T
auf einer glatten Varietit V nur einfache normale Kreuzungspunkte in
einem abgeschlossenen Punkt p hat, wenn es eine Koordinatenumgebung
U von p mit lokalen Koordinaten (z1, .., z,) gibt, so dass DNU = > T, =
> imizi =0}

D hat auf Z nur einfache normale Kreuzungspunkte, falls D nur ein-
fache normale Kreuzungspunkte in allen p € Z hat.

Fiir einen Divisor D = Zf:o a;D; bezeichne red D, den reduzierten Divisor

Zf:o D;.

Lemma 1.2.2. Sei Z eine glatte Varietit und 2 O E = Zle E; ein re-
duzierter Divisor. Hat E nur einfache normale Kreuzungspunkte, so gilt fir
jedes J C {1,...k}, dass D; = (\;c; E; die disjunkte Vereinigungen von
glatten Varietiten mit codim(D ;) = #J oder Dy = ist.

Beweis. Ist D; # (). Dann existiert fiir jeden Punkt P € D eine Koordi-
natenumgebung Up mit Koordinaten (21, ..., z,) und E; = {z; = 0} fiir alle
j € J.In Up ist dann D, gegeben durch {z; = 0};c;.

Damit existiert fiir jeden Punkt P € D; eine Umgebung in der D; glatt ist
und codimy, (D;) = #J. O

Definition 1.2.3. Ein reduziertes Paar, ist ein Paar (Z, A) bestehend aus
einer normalen Varietét Z und einem reduzierten, aber nicht zwingend irre-
duziblen, Weil-Divisor A C Z.

Ein reduziertes Paar (Z, A) ist logarithmisch glatt, falls Z glatt ist und A
nur einfache normale Kreuzungspunkte hat.

Ein Morphismus v : (Z,A) — (Z,A) von reduzierten Paaren ist ein
Morphismus 7 : Z — Z mit der Eigenschaft red(y~1(A)) = A.

Fiir ein reduziertes Paar (Z, A) bezeichne mit (Z, A),., die maximale offene
Menge von Z, fiir die (Z, A) logarithmisch glatt ist. Mit (Z, A)gny bezeich-
nen wir das Komplent von (Z, A),,.

Eine logarithmische Auflolsung eines reduzierten Paares (7, A) ist ein Paar
bestehend aus einem logartihmisch glatten Paar (Z , A) und einem biratio-
nalen Morphismus 7 : (Z,A) — (Z,A) mit den Eigenschaften, dass der v
exzeptionelle Ort F nur einfache normale Kreuzungspunkte hat und
ist ein Isomorphismus.

’y|(Z¢A)'reg

Lemma 1.2.4. Seien (Z,A), (Y,T), (Z,A) und (Y,T') reduzierte Paare.



Ist
.

G

% Y
A Z
ein kommutatives Diagramm mit m und v Morphismen von reduzierten Paa-

ren. Dann ist 7 genau dann ein Morphismus von reduzierten Paaren, wenn
7 ein solcher ist.

_—
~y

Beweis. Sei 7 ein Morphismus von reduzierten Paaren. Dann gilt nach De-
finition red 771 (A) = T. )
Zu zeigen ist nun, dass red 3y 1(T) =T

red 5 1(T") = red 4! (red 71 (A)) = red 7~} (red y 1 (A)) = red 7 }(A) =T.

Die Umkehrung wird analog gezeigt.
O

Lemma 1.2.5. Seien Z, Z normale algebraische Flichen und (Z, A), (Z,A)
reduzierte Paare mit birationalem Morphismus reduzierter Paaren:

v (Z,A) — (Z,A).

Der einen Divisor E zu endlich vielen Punkten kontrahiert und Ex der Teil
von E, der keine gemeinsame Komponente mit A hat. Dann gilt:

EAQA:Q).

Beweis. Angenommen Ez N A # (). Dann ist v(A) Ny(E3) # 0. Sei

P e~(A)NA(En).

Dann ist nach der Definition von Morphismen reduzierter Paare P € A.
Desweiteren ist v~ '(P) eine Komponente von Ex. Somit ist v~ 1(P) eine
Komponente von A, und eine Komponente von Ex.

Dies ist ein Wiederspruch zur Annahme, dass Ez und A keine gemeinsamen
Komponenten haben.

Somit ist AN Ex = 0. O

Lemma 1.2.6. Sei vy : (Z,A) — (Z,A) ein endlich surjektiver Morphismus
von logarithmisch glatten Paaren, welcher nur iiber A verzweigt und A =



Dann konnen wir fir jede Komponente D; von A mit

k
= E nilD
=0

und jeden Punkt p; € D; eine Umgebung U, von p;, mit Koordinaten (=, ..., 22¢),
finden, sodass D; NU,, = {2 = 0} und es fiir jeden Punkt p, € v~ *(p;) eine
Umgebung U, von pg, mit Koordinaten (Z*, ..., ZP%), gibt in denen

Tpk

|Upk Z nlzm {Z - O}

und

i — (3PK\M P\ i

Zi O’Y|Up,c = (%Z) 0 (Zil}:pk> Pk
Beweis. Da A nur einfache normale Kreuzungspunkte hat, existiert fiir jeden
Punkt p; Umgebung U,, mit lokalen Koordinaten (z{, ..., 2k, so dass D;
gegeben ist durch {z" = 0}.
v~ 1(U,,) =: U, ist dann eine Umgebung von vy~ *(p;) und

Z n” Up

Da auch A nur einfache normale Kreuzungspunkte hat existiert fiir jeden
Punkt pp € 7_1(]92) eine koordinaten Umgebung U, mit Koordinaten
(5%, ..., 2b%) sodass D; N U, = {Zf* = 0} oder D; N U, = 0.

Nun ist U}, = Uy, NU,, eine Umgebung von p;, und U, :==~(U,,) C Uy, eine
Umgebung von p; fiir die gilt:

UP i 7

Ty
und .
~ ; ~ 1.,
Zzlh o /V|Upk — (ZZZ>sz C (zzljpk> lrpy,

]

Fakt 1.2.7. Fir jedes reduzierte Paar existiert eine logarithmische Auflosung.



1.3 logarithmische Differentialformen

Jetzt konnen wir den zentralen Begriff dieser Arbeit definieren und schon mal
ein paar grundlegende Eigenschaften beweisen. Fiir weitere Informationen
siche [lit82].

Definition 1.3.1. Sei (Z, A) ein logarithmisch glattes Paar. Fiir jeden Punkt
p € A seien I'1, ...,y die irreduziblen Komponenten von A, die p enthal-
ten. Dann gibt es eine Koordinatenumgebung U, von p mit Koordinaten
(2p, .-y 2p), sodass U, NT; = (2}, = 0). Dieses Koordinatensystem nennt man
auch logarithmisches Koordinatensystem entlang A an p.

Definiere den Oz-Modul der logarithmischen 1-Formen, 2} (log A), von
Z entlang A als den eindeutigen Oz-Untermodul von QL(A) = Q) ®p,
Oz(A), der folgende Eigenschaften erfiillt:

L Qy(log A)|zna = Q2.

2. Fiir jeden abgeschlossenen Punkt p von A gilt

wy € Qy(log A)], & wy € Qz(A),
und

s dZZ, n 1
— ) Azi
Wy =D i 10 —> + > st bjdz]

P

mit (z;, ...zJ}) ist ein logarithmisches Koordinatensystem entlang A an

pund a;,b; € Og,.

Bemerkung 1.3.2. Sei (Z,A) ein logarithmisch glattes Paar. Dann ist die
Garbe der logarithmischen 1-Formen Q},(log A) nach Konstruktion lokal frei.

Notation. Schreibe fiir Schnitte in Q7 (log A) log-Formen und fiir Schnitte
in Sym™(Q}(log A)) pluri-log-Formen.

Beispiel 1.3.3. Sei Z = P! und A = [0 : 1]. Betrachtet die Standardiiber-
deckung Uy := P"\ [0 : 1], Uy := P'\ [1 : 0] mit lokalen Koordinaten (;)
und Ubergansfunktion 41 : o = 5= = 21. Da Qp (log A)[, = Qg |, wird
H® (Up, Qi (log A)) erzeugt von dzg. H° (U, ), (log A)) wird erzeugt von
ldl’l.

1

Insbesondere ist Qf, (log A) eine invertierbare Garbe.



Fakt 1.3.4. Sei v : (Z,A) — (Z,A) ein Morphismus von logarithmisch
glatten reduzierten Paaren, U C Z eine offene Menge und U = ~~1(U).
Dann ezistiert ein natirlicher Riickzug von log-Formen

v H (U, Q(logA)) — H° (U, Q%(logﬁ))
und ein dazu assoziierter Garbenmorphismus
dy: 7 (Qlogh))  — Q(logA).
028,-1(0,,)7 Q3 (log A))
Falls vy nicht verzweigt iber Z \ A, so ist dy ein Isomorphismus.

Bemerkung 1.3.5. Der Pullbackmorphismus induziert auch einen Pullback
von pluri-log-Formen

v H° (U, Sym”" le(logA)) — H° (f], Sym"(Q%(logA)))
und den dazu assoziierten Garbenmorphismus
dy" sy (Sym™(Qy(logA))) — Sym™(Q(logA)).
Wieder gilt verzweigt v iiber Z \ A nicht, so ist dy™ ein Isomorphismus.

Beweis. Zuzeigen ist nur, dass dy" ein isomorphismus ist, falls v hochstens
iiber A verzweigt.

Verzweige also « iiber Z \ A nicht. Nach Fakt 1.3.4 ist dann dv' ein Isomor-
phismus. Wir haben somit eine kurze exakte Sequenz

0 — 7*(QL (logA)) 2 QL (logA) — 0 — 0.

Nach [[Har77], Seite 127 Aufgabe 5.16.c] existiert fiir Sym"(le(logA)) eine
Filtrierung

Sym”(le(logA)) — Y D F! > .. DF"D g

mit F/F™* 2~ Sym'(7*(Q}(logA))) @ Sym™ *(0). Insbesondere ist F' = (
firi =0,...,n — 1. Es gilt also

Sym™(Q% (logA)) = Sym™(v*(Q(logA))).

Und der Isomorphismus ist gegeben durch d~". O



Satz 1.3.6. Seiv : (Z,A) — (Z,A) ein birationaler Morphismus von loga-
rithmischen glatten reduzierten Paaren mit exzeptionellem Ort E C A der
von 7y zu einer kodimension 2 Menge kontrahiert wird. Dann ist fir jede

offene Menge V. C Z mit Urbild v~ (V) =V
VS (g A)) — 1P (V. Sy (@ log A)))

etn Isomorphismus.
Bemerkung. Beachte ’y]‘./ ist surjectiv.

Beweis. Zur Surjektivitét:
Sei w € H° (‘7, Sym" (€2} (log A))) beliebig. Da [, surjectiver birationaler

Morphismus, mit exzeptionellem Ort FE, ist, existiert auf 1% \ E ein Umkehr-
morphismus ¢ := (7], ,)7". Nun betrachte

W = () € H (VA 7(E), Sym™( Qs (log A))) -

Da Sym"(Q}(log A)) lokal frei und codimy(y(F)) > 2 ist, kénnen wir mit
dem zweiten Riemannschen Hebbarkeitssatz w’ zu einer Form

@' € H® (V,Sym"(Q(log A)))

fortsetzen. B N
Nun ist & := v* (&) € H° (V, Sym" (2 (log A))) und

(’D|\7\E - w|\7\E

Da codim(E) > 1 und Sym" (2}, (log A)) lokal frei ist, gilt v*(&') = & = w.
Zur Injektivitat: .
Seien o/, w € H® (V,Sym"(Q}(log A))) mit v*(w') = v*(w). Auf V' \ F kann

das Bild von «’ und w wieder zuriick gezogen werden und erhélt
wllvw(E) = w*(’y*("‘/”‘;w) = ¢*(7*(w>|v\E) = w|V\7(E)‘

Da codim{y(F)} > 2 ist muss bereits w’ = w sein.
[

Lemma 1.3.7. Sei P ein Punkt in P'. Dann hat Q. (log P) keine globalen
Schnitte.
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Beweis. Sei ohne Einschrankung P = [0 : 1] und Uy, U; wie in Beispiel
1.3.3. Angenommen Q}, (log P) hitte einen globalen Schnitt w. Dann kénnen
wir w auf U; schreiben als

wly, = —c- . day,
mit ¢ € C konstant. Dann aber ist

Wy, = 100 (Wly, = ¢ 20 d(;o) =< x_odxo

Dies ist ein Wiederspruch, da Q, auf U, erzeugt wird von dzg und ¢ - xio
offensichtlich nicht regulér ist.

11



Kapitel 2

Fortsetzbarkeit von log-Formen

2.1 Aufblasungen Glatter Flachen

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel:

Beispiel 2.1.1. Sei Z = {((x1,22),[v1 : y2]) € A? x PYzyys = zoy1} die
Aufblasung des A% im Nullpunkt mit exzeptionellem Ort E. Betrachte die
Standardiiberdeckung von Z mit affinen Karten Uy und U, und Koordinaten
(zi,7:), und der Koordinaten-Ubergangsfunktion

1

gbO,oo : (x()ayO) - ($—07$0y0) = (xooayoo)

Dann ist £, = {y; = 0}.
Wihlen ein w € H® (Z,QL(xE)).
Nun koénnen wir w eingeschr'a’mkt auf Uy, wie folgt schreiben:

W|UOO = Zaw ooyoo )dyoo + Zbklxoo?/oo)dxoo

mit a;;, by; € C und nur endlich viele ungleich Null.
Betrachten wir andererseits die Einschrankung auf Uy, so gilt:

Wl = poe@lo) = (Cagah ™"y ) dzoyo + (3 buay " yb)d 5
— (E a/ijxéfifnJrl ]fn)dy +
(X agag "y — 30 b < Pyh)dig

Wir sehen, dass j —n > 0 gelten muss, da sonst w bei {zq = 0} einen Pol
haben wiirde. Das heifit es existiert keine Differentialform

w € Hy(Z,Q5(+E)) \ Ho(Z, Q).

12



Wir konnen also jede Differentialform w € Hy(Z \ E, le\ ) zu einer Form
@ € Hy(Z,) fortsetzen.

Wir werden nun zeigen, dass man Differentialformen, die entlang eines Divi-
sors E beliebige Pole haben darf, zu einer reguliren Differentialform fortset-

zen kann, falls F zu einer Kodimension 2 Menge auf einer glatten Varietét
kontrahierbar ist.

Satz 2.1.2. Seien Z, Z glatte Varietiten und v Z — Z ein birationaler
Morphismus mit exzeptionellem Ort E der zu einer kodimension mindestens
2 Menge kontrahiert wird.

Dann gilt fiir jede offene Menge V C Z mit Urbild V := =YV, dass jedes

w € HY <‘~/ \ E,Sym" Q%:/_\E> zu einer Form

©ec H° <‘~/, Sym" Q%/)
fortgesetzt werden kann.

]?;eweis. Sei \% C A mit Urbild

Vi=y"YV)und w € H° (‘7 \ E,Sym" Q%/\E> beliebig.

Da v auf V \ E ein Isomorphismus algebraischer Varietiten ist, existiert ein
Umkehrmorphismus (7|‘_/\E)_l =: 1. Mit diesem kann w zu einer Form
W =y*(w) € H* (V \y(E), Sym" Q%/\'y(E)) ;

die ausserhalb von v(FE) definiert ist, zuriickgezogen werden.
Nach Vorraussetzung gilt fiir £:

codimy (y(E)) > 2

Desweiteren ist 2}, eine lokal freie Oy-Garbe. Nach Lemma 1.1.5 existiert
eine Fortsetzung

w € H° (V,Q)

von w’ auf ganz V. Diese kénnen wir mit v* zu einer Form
@ =~"(w) e H (V,Q})
zuriickziehen, welche auf V \ £ mit w iibereinstimmt, das heifit

Bl =7 0 V') = w.

13



Dieses Ergebniss lédsst sich fiir birationale Morphismen von reduzierten Paa-
ren verallgemeinern.

Satz 2.1.3. Seien (Z,A), (Z,A) logarithmisch glatte reduzierte Paare und
v:(Z,A) = (Z,A) ein birationaler Morphismus von reduzierten Paaren mit
exzeptionellen Ort E der von 7y zu einer kodimension 2 Menge kontrahiert
wird.

Sind Z, Z glatte Varietiten, dann gilt fiir jede offene Menge U C Z mit
Urbild U :== ~~Y(U), dass jedes

we H° (U \ B, symn(Qg\E(zOgA)))
auf ganz U fortgesetzt werden kann, das heifit es existiert
o€ H (U, symn(gg(zogﬁ))>

mit &;|g\E = w.

Beweis. Setze 1) = (v ~1. Dann ist

g
U\E
W = (w) € H® (U \7(E), Sym" (., (logA)))

Nach Satz 1.3.6 geniigt es eine Fortsetzung &’ von w’ auf ganz U zu finden.
Da Sym”(2;(logA)) lokal frei und codimy (y(E)) > 2 ist, finden wir wie im
Beweis zu Satz 2.1.2 mit Lemma 1.1.5 eine Fortsetzung @ von ' auf ganz
U. O

2.2 Fortsetzbarkeits-Theorem
(Kebekus, Kovacés)

Das folgende Beispiel wird zeigen, dass wir die Bedingung an Z glatt zu sein
nicht ohne weiteres weglassen konnen.

Beispiel 2.2.1. Sei Z = Opi(—2) und E der Nullschitt. Dann gib es einen
birationalen Morphismus v und eine singuldre Fliche Z mit v~ (Zgn,) = F.
Sei Uy, U, die Standardiiberdeckung von Z mit U; ~ A2, Koordinaten (i, yi)
und Koordinateniibergang

1
¢0,oo : (!l‘o,yo) — (m_07x3y0) = (!Eoo,yoo)
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Die Biindelabbildung ist dann gegeben durch (x;,y;) — x; und der Null-
schnitt hat lokal die Form {y; = 0}. Betrachten wir

1
Woo = —(alyoo)2 e H° (UOO, Sym2Q1UOO(*E)) \HO (UOO, SmeQlljoo)
Yoo
Diese Form setzt sich zu einer Form
we H° (Z, SmeQIZ(*E)> \ H° (Z, SmeQIZ~>
fort, da
fz 2 2 201 2001
wly, = y—(dyo) + 4zoyo(dyodzo) + 4yo(dro)” € (Sym Q5 \ Sym™ Q)
0

Satz 2.1.2 ist also ohne die Bedingung, dass Z glatt ist falsch. Wir konnen
aber eine obere Schranke fiir die Polstellenordnung angeben, die eine Diffe-
rentialform w entlang eines kontrahierbaren Divisors £ haben kann.

Lemma 2.2.2. Sei v : (Z,A) — (Z,A) ein endlich surjektiver Morphis-
mus der nur iber A verzweigt. Sei E C Z ein effektiver Divisor und w €
H° (Z,Sym"(Q}(logA))(*E)) eine pluri-log-Form, die entlang E mehr als
logarithmische Pole haben darf.

Fordert wir zusdtzlich, dass v iber Z\ A nicht verzweigt, so hat w keine Pole
als pluri-log-Form, das heifst

w € H° (Z,Sym"(Q5(logA)))
genau dann, wenn v*(w) keine Pole als pluri-log-Form hat, also wenn
v (w) € H <Z symn(le(zogA))) .

Beweis. Sei w € H° (Z,Sym"(Q2(logA))). Wir kénnen w auch als Schnitt
in v*(Sym™(2})(log A)) auffassen, also:

we H° (2,7 (Sym" (2 (logA))) ) .
Da ~ hochstens tiber A verzweigt gilt nach Fakt 1.3.4 und Bemerkung 1.3.5.
7' H (2,7 (Sym" (@ (logA))) ) — H® (Z,Sym™ (@4 (logA)) )
ist ein Isomorphismus. Damit ist:
V() € HO (2, Sym" (2} (logA)))
=

weH° (Z,y*(Sym”(le(logA)))) .
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Sei nun w € HY (Z,Sym"(Q}(logA)(xE))) mit
7'(w) € H (Z,8ym™ (% (logA))

Dann ist w € H° (Z,’y*(Sym”(Q%(logA)))). Das heifit w kann als pluri-log-
Form keine Pole entlang E haben, also

w € H° (Z,Sym"™(Q(logA))) .
[

Definition 2.2.3. Ein reduziertes Paar (Z, A) heifit endlich dominiert von
glatten analytischen Paaren wenn folgendes gilt:

Fiir jeden Punkt 2z € Z gibt es eine analytisch Umgebung U, und ein lo-
garithmisch glattes Paar (U , A), mit einem endlich surjektiven Morphismus
v:(U,A) — (U,,ANU,) von reduzierten Paaren.

Beispiel 2.2.4. Sei Z, eine Varietéit die hochstens Quotientensingularitédten
hat. Dann ist (Z, () endlich dominiert von glatten analytischen Paaren. Denn
sei z € Z beleliebig. Ist z € (Z,0),¢, so ist die Aussage klar. Also sei ohne
Einschrinkung z € (Z,0)ny, dann existiert eine Umgebung U von z, eine
glatte Varietit Z und eine endliche Gruppe G die auf Z operiert, sodass
U ~ Z/G. Das heit es existiert ein endlich surjektiver Morphismus (Z, §)) —
(U, 0).

Definition 2.2.5. Sei v : Z — Z ein endlicher surjektiver Morphismus.
Dann heifit die maximale Kodimension-1-Menge B C Z, mit v verzweigt
iiber B, der Verzweigungsdivisor von .

Der folgende Satz wurde 2007 von Kebekus und Kovacés bewiesen:

Satz 2.2.6 (Fortsetzbarkeits-Theorem). Sei (Z,A) ein reduziertes Paar, mit
logarithmischer Auflosung © @ (Y,I') — (Z,A) und exzeptionellem Ort E.

Wird (Z, A) von glatten analytischen Paaren dominiert, so gilt fiir jede offene
Menge U C Z mit Urbild V := w1 (U), dass fiir jedes

we H° (V\ B, Sym" Qy p(logl)) ,

also fiir jede pluri-log-Form die auferhalb des w-exzeptionellen Ortes E defi-
niert ist, eine Fortsetzung

@ € H° (V,Sym" 4, (log(T" + Er)))

auf ganz V' existiert. Dabei ist Er der Teil des exzeptionellen Ortes, der nicht
in T liegt.
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Beweis. Da Sym" (i, (logl")) eine lokal freie Garbe ist, ist das Problem der
Fortsetzbarkeit von pluri-log-Formen analytisch lokal.(1)

Nach Vorraussetzung gibt es eine analytisch offene Uberdeckung U; von
(Z,A) mit logarithmisch glatten Paaren (Z;, A;) und endlichen surjektiven

Morphismen o
vi o (Ui, ;) — (U, AN U;).

Sei U € Z und w € H° (v \ B, Sym" Q%/\E(logl“)) beliebig.
Wegen (1) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass es einen endli-
chen surjektiven Morphismus

v (Z,A) — (Z,A)

eines logarithmisch glatten Paares (Z~7 f) gibt. Sei Y die Normalisierung des
Faserproduktes Y Xz Z und I' C Y das reduzierte Urbild von I'. Dann
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

(V,[) ————=(¥.T)

(Z.A) (2,4).

Dabei sind v und 4 endlich surjektive Morphismen und 7 birational mit
exzeptionellen Ort E. Setze

=

>

B = red(5(E)) = red(((y o)~ o n(B))) = red(((1 0 1) (7, A) ing)

Sei B der Verzweigungsdivisor von  und 7, *(B) seine strikte Transformierte.
Setze V' := V' \ (7, /(B) U EUA((Y,T)sing)). Dann gilt fiir w]

3 (wl,,) € H (7*1(\/’), Sym” Q;,l(v,)(logf)> .

Es gilt o
V) = red( VA7 (B))NE = T\ B

=V

und V ist offene Menge in Y. Nach Konstruktion wird E durch 7 zu glatten
Punkten auf Z kontrahiert. Nach Satz 2.1.3 existiert daher eine Fortsetzung

weH° (\7, Sym" Q%;(logf)) :
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von ¥*(w|,,,) auf ganz V. Insbesondere ist @ in H° (\N/, Sym" Q (log(

+ Ep))).
Da 4 nach Konstruktion nicht verzweigt iiber V \ (77 1(B) UF((Y, A)sing)),
existiert nach Lemma 2.2.2 eine Fortsetzung

@ e H° (V,Sym™(QL(log(T + Er))))

mit

V =V \ (7'('*_1(3) U ’?((Y/u A)sing)

von wl,.
Damit haben wir eine Fortsetzung von w auf

VA (E0 (1,1 (B) UA((Y, A)sing)))

(. /

TV
=:Fy

gefunden.

Kénnen wir jetzt noch zeigen, dass codimy (EY) > 2 ist erhalten wir mit
Lemma 1.1.5 eine Fortsetzung auf ganz V. Das heifit es muss noch folgendes
gezeigt:

2 < codimy (E N (7, *(B) U 7((377 A)smg)))
H

= min{codimy (F N7 (B)), codimy (E N F((Y, A)ging))}.

Da Y eine normale Varietét ist, ist codimg (Y, T)sing) < 2. Insbesondere ist
codimy (ENF((Y, A)sing)) < 2,

da 4 ein endlicher Morphismus ist.
FE und 7, !(B) sind Divisoren, also ist:

codimy (F) 1
codimy (m;}(B)) > 1

Y

Da F und 7, !(B) nach Konstruktion keine gemeinsame Komponente haben
muss
codimy (E N7, Y (B)) > 2,

sein.
Damit gibt es eine Fortsetzung von w auf ganz V.
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Kapitel 3

Fortsetzbarkeit von 1-Formen
auf Auflésungen von
Quotientensingularititen

3.1 Das Arithmetische Geschlecht

Fiir das Folgende Kapitel brauchen wir den Begriff des arithmetischen Ge-
schlechts und einige Eigenschaften dieses. Fiir die Beweise, die hier nicht
aufgefithrt werden und fiir weitere Eigenschaften wird der Leser auf [Rei97]
verwiesen.

Definition 3.1.1. Sei D ein effektiver Divisor auf einer glatten Fliche X
dann definiere das arithmetische Geschlecht p,(D) von D durch die fol-
gende Gleichung:

QpG(D) —2= (KX + D)D
Bemerkung 3.1.2. Ist D eine glatte Kurve auf einer glatten Fldche X, dann
ist po(D) = g(D). Wobei g(D) das Geschlecht von D ist.

Beweis. Nach [Har77] gilt fiir glatte Kurven D auf glatten Flachen X die
Adjunktionsformel:
29— 2 = (KX +D).D.

Insbesondere ist p,(D) = g(D). O
Definition 3.1.3. Nenne eine Menge verschiedener Kurven Dy, ...Dj, einen
Ring, wenn fiir ¢ # j gilt:

DZD] > 0, falls j=1+%1

D;.D; >0, falls (i,j) = (1,k); (k, 1)

D;.D; =0, sonst .
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Satz 3.1.4. Fiir das arithmetische Geschlecht eines Ringes D aus k glatten
rationalen (—n;)-Kurven D; auf einer glatten Fliche X gilt

PoD >0
Beweis. Nach Bemerkung 3.1.2 gilt p,D; = g(D;) = 0 daraus folgt, dass
-2 = (Kx+D;).D;

Mit der Tatsache, dass D ein Ring von Kurven ist, konnen wir nun das
arithmetische Geschlecht wie folgt abschétzen:

2p.D — 2= (Kx + D).D

= p,D >0 O

Fakt 3.1.5 (siche [Rei97], Bemerkung, Seite 90). Sei Z eine Fliche mit einer
Singularitit P, und sei Y eine Aufliésung von Z mit birationalem Morphis-
mus T und exzeptionellen Ort E =" | a;E;. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. P ist rationale Singularitdt und
2. fiir alle effektiven Divisoren D =" a;F; mit a;E; C 7 *(P) gilt

pa(D) < 0.

3.2 Desingularisierungen von Quotientensin-
gularititen

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit Auflésungen von Quotienten-
singularitdten und den Eigenschaften ihrer exzeptionellen Orten. Das zentrale

20



Hilfsmittel in diesem Abschnitt wird das Auflésungsdiagramm fiir Quotien-
tensingularitédten sein.

Sei Z eine Fliache mit einer Quotientensingularitéit p und Y eine Auflésung,
mit exzeptionellen Ort der nur einfache normale Kreuzungspunkte hat. Dann
existiert fiir p eine analytische Umgebung U, eine glatte Fléche Z und ein
kommutatives Diagramm

~h
N
N
L
S

=1
<
-~
3

N\

5

Mit Y ist die normalisierung des Faserprodukts Z x v, ™ H(U,), und 7 ist
endlich surjektiver Morphismus der durch eine Gruppen Operation auf Z ge-
geben ist.

Da das Problem der Fortsetzbarkeit von Differentialformen ein lokales Pro-
blem ist kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass das obige Dia-
gramm fiir ganz Z gilt also:

3

Y

-

Z

~

Desweiteren brauchen wir noch einige Fakten iiber birationale Morphismen
zwischen normalen Flachen diese kénnen in ([Har77], Kapitel 5) nachgelesen
werden.

Lemma 3.2.1. Seien Z, Y, Z und Y wie im Auflisungsdiagramm und E

der exzeptionelle Ort von . Dann ist E = 3~Y(E) C Z x3Y eine Menge
von rationalen Kurven.

Beweis. Da 7 ein birationaler Morphismus zwischen einer glatten Fliche Z
und einer normalen Fliche Y ist, faktorisiert 7 iiber endlich viele monoidale
Transformationen (siehe [Har77] Kapitel V).

Damit folgt, dass der exzeptionelle Ort E von 7 eine endliche Vereinigung
Rationaler Kurven ist.

Lemma 3.2.2. E ist endliche Vereinigung glatter rationaler Kurven.

Fakt 3.2.3 ([Rei97]). Quotientensingularititen sind ratinale Singularititen.
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Beweis (Lemma 3.2.2). Zunéchst besteht £ nur aus glatten Kurven, da es
der exzeptionelle Ort einer logarithmischen Auflésung ist, und daher nur ein-
fache normale Kreuzungspunkte hat.
Die Aussage das E nur aus rationalen Kurven besteht ist dquivalent dazu,
dass das Geschlecht g(E;) fiir jede Komponente E; von E Null ist.
Nach Fakt 3.2.3 wird E durch 7 zu einer rationalen Singularitdt auf Z kon-
trahiert. Nach Fakt 3.1.5 gilt dann fiir jede reduzierte Komponente E; von
E, dass

pa(E;) < 0.

Wir haben schon gezeigt, dass £ nur aus glatten Kurven besteht also muss
g(Ez) = pa(Ei) >0
sein, und somit g(F;) =0 O

Satz 3.2.4. Ist Y eine Auflosung einer Quotientensingularitit Z mit exzep-
tionellen Ort E, der nur einfache normale Kreuzungspunkte hat. Dann ist E
ein Ring-freier zusammenhdngender Divisor glatter rationaler Kurven.

Beweis. Mit Korrolar 3.2.2 wissen wir bereits, dass E eine endliche Verei-
nigung glatter rationaler Kurven ist. Da 7 die Aufblasung einer einzelnen
Quotietensingularitat ist, ist £ zusammenhéngend.

Bleibt also zu zeigen, dass E keine Ringe enthélt:

Angenommen E wire nicht Ring-frei, dass heifit es existieren £j,, ..., I;, die
einen Ring bilden. Betrachte den Divisor:

Da E nur aus glatten rationalen Kurven mit negativem Selbstschnitt besteht,
gilt nach Satz 3.1.4
pa(D) > 0.

Andererseits wird £ mit 7 zu einer rationalen Singularitéit kontrahiert. Nach
Fakt 3.1.5 gilt aber, dass
Pa(D) <0

Somit kann F keine Ringe enthalten. O]

Notation. Einen Ring freien zusammenhéngenden reduzierten Divisor auf
einer glatten Flidche bezeichnen wir mit Baum.
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Lemma 3.2.5. Sei E = )" | E; ein Baum aus glatten rationalen Kurven
und n > 1, der nur einfache normale Kreuzungspunkte hat. Dann ezistiert
eine irreduzible Komponente E; von E, die E — F; genau einmal transversal
schneidet.

Beweis. Da F nur einfache normale Kreuzungspunkte hat schneidet jede
Komponente E; von E ihr Komplement £ — F; transversal. Daher geniigt es
zu zeigen, dass es eine Komponente E; gibt, die £ — F; nur einmal schneidet.
Dazu gehen wir wie folgt vor:

Betrachte F;. Ist der Schnitt von F; mit E — E; nur ein Punkt, so sind wir
fertig. Enthélt £y N (E — E;) mehr als nur einen Punkt, so kénnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dass £, N Ey # ()

Betrachte nun FEs. Ist der Schnitt von Fy mit £ — E5 wieder nur ein Punkt,
so sind wir fertig. Angenommen FE, N E — E5 enthélt mehr als nur einen
Punkt. Da E keine Ringe enthélt kann Fy nur einen Schnittpunkt mit E
haben. Also kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass F, und FEj
einen Schnittpunkt haben.

Induktiv und mit der Tatsache, dass E keine Ringe enthélt folgt dann:
Enthélt E; N E — E; mehr als nur einen Punkt, so schneiden sich E; und
E;+1 in einem Punkt. Da n < oo ist muss das Verfahren nach endlich vielen
Schritten abbrechen. O

Lemma 3.2.6. Sei £/ wie oben. Durch Umnummerierung kdnnen wir errei-
chen, dass fiir allei =1,...,n—1 der Schnitt von E; mit E — 23:1 E; genau
ein Punkt ist.

Beweis. Da F ein Baum glatter rationaler Kurven mit nur einfachen norma-
len Kreuzungspunkten ist existiert nach Lemma 3.2.5 eine irreduzible Kom-
ponente E; von E, welche F — E; in genau einem Punkt schneidet. Durch
umnummerieren kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass diese irre-
duzible Komponente Fj ist.

Setze E' = E— E;. Da E keine Ringe enthiilt, ist auch E! ringfrei. AuBerdem
ist £' immernoch ein zusammenhiingender Baum glatter rationaler Kurven.
Ohne Einschrinkung kann also wieder Angenommen werden, dass Fy mit
E' — Ey = E — (Ey + E5) genau einen Schnittpunkt hat.

Die Behauptung folgt dann induktiv mit £~! wieder ein Baum und E; schnei-
det ' — E, = F — 22:1 E; in genau einem Punkt.

3.3 Fortsetzbarkeit von 1-Formen

Seien Z, Y, Z und Y wie in Abschnitt 3.1. In diesem Abschnitt wollen wir
1-Formen auf Y betrachten, die mehr als Logarithmische Pole entlang des m
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exzeptionellen Ortes E haben diirfen. Insbesondere soll es um die Fortsetz-
barkeit solcher Formen gehen.

Lemma 3.3.1. Sei (Y, E) ein logarithmisch glattes Paar, mit E = E; und
7 El — Y
die Einbettung von Ey in'Y . Dann existiert exzakte Sequenz:

0 — T, @ Qb (log E) 2 QL (log(E — E1)) 23 i.(Qk, ((log(E — E))|, ) — 0.

|5,
Beweis (siche [EV92]). ¢ ist die Inklusion, da
Tg, @ Qy(log E) C Q3 (log(E — Ey))

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv mit Kern(¢y) = Zp, ® Q- (log E) ist.
Da ¢9 genau dann surjektiv ist, wenn es auf den Keimen surjektiv ist, geniigt
es ¢ auf Keimen anzugeben.

Dazu seien p € Y beliebig und w, € Qf (log E — Ey)|, dann ist:

Wwp = Z aleldmz + Z bzdym

mit logarithmischen Koordinatensystem (z1, ..., z,), A;, b0 € Oy, und a1 =
0 auf {z1 = 0}. Dann definiere

balion) = (s o)l + Y (g,

i>2
Es ist ersichtlich, dass ¢y surjektiv ist und
Kern(¢s) = Ip, @ Oy (log E).
O
Korollar 3.3.2. Sei (Y, E) wie in Lemma 3.3.1 und sei B/ = Y")_| E; und
1By Y
die Fionbettung. Dann ist folgende Sequenz exakt

T ®Qy (log E) — Tpi-1®Qy (log(E—Ej)) — ixIpi-1©Qg, ((log(E—Ej))l,,)-
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Lemma 3.3.3. Seien Y, Y glatte Varietiten und v : Y — Y ein endlicher
surjektiver Morphismus, der nur tber einem reduzierten Diwvisor E C V mit
einfachen normalen Kreuzungspunkten verzweigt. Dann gilt fiir jede offene
Menge

V CY mit Urbild V .= ~~(V)

w € HY(V,Qb(log B))\ HO(V,0})
= w) € HO (V, QL (log 7—1(E>)> \ HO (ff, Q;> .
Beweis. Da E' = Zle E; nur einfache normale Kreuzungspunkte hat, finden

wir eine offene Uberdeckung U; mit logarithmischen Koordinaten (z¢, ..., z!)
von V. Auf jeder dieser offenen Mengen ist

W—Zal dx + Z bldac

Z j=m+1

mit al, b; regulére Funktionen auf V. Sei ohne Beschrankung der Allgemein-

heit all|zl FU,daw e H° (V,Q% (log E)) \ H° (V, Q). Dann gilt auf v~1(0;)

k

Y (w) = (aio) d%+Z Loy)dy;

i=1 j=k+1
mit 7} = 2! o, und
!
(@} o), 0.
Somit hat v*(w) einen Pol. O

Lemma 3.3.4. Sei m:Y — Z eine Auflosung einer Quotientensingularitdt
mit exzeptionellen Ort E der nur einfache normale Kreuzungspunkte hat.
Dann gilt fir jede offene Menge V- C Z mit Urbild U = ©=Y(V), dass fir
jedes w € H° (U \ F, Q%]\E> eine Fortsetzung

we H (U,Q)
auf ganz U existiert.
Beweis. Fiir den Beweis betrachte nochmals das Auflésungsdiagramm von

Z:

5

e

1
-
<

3

A\l
2
N



mit 7 endlicher surjektiver Morphismus.

Sei £ das reduzierte Urbild von E, B C Z der Verzweigungsdivisor von 7y mit

strikter Transformierter B = 7, '(B) und U = 4~ !(U). Dann ist ﬂ?\TI(E)

ein endlicher Morphismus der héchstens iiber E verzweigt. Auflerdem ist
:Y’g\ﬁ—ug)uygmg) : U \ (:7_1(55) U Y/sing) —» U \ (B U :Y(Y/smg))

surjektiver Morphismus. Sei nun w € H° (U \ E, Q}J\E), mit Satz 2.1.2

konnen wir dann

~ % —
w - - = W
’Y|U\(rl(1§)u?5mg) ( |U\<BU“‘/<Ysmg))>

zu einer Differentialform @' fortsetzen, die keine Pole bei E hat. Da 7'0\@—1@)@ -
sing

hochstens iiber E verzweigt konnen wir mit Lemma 2.2.2 w zu einer Form

& € H (U (B0 (BUTang)): U s gy (108 E))

fortgesetzten. Nach Lemma 3.3.3 muss bereits

&€ B (U (BN (BUTaing)) U i)

sein.
Da Q; lokal frei ist, geniigt es nach Lemma 1.1.5 zu zeigen, dass codimy (E N
(BUA(Yiing))) > 2 ist, um eine Fortsetzung auf ganz U zu finden. Dies ist der
Fall da Y normal ist und B und E keine gemeinsame Komponente haben.
Somit ist

5eHO(U.9)).

[]

Korollar 3.3.5. Fiir U und E wie oben, mit £ = Zle E; gilt fir alle
1<i1<k

we H (U,Qy(logE)) < we H (U,Q(log(E — E))) .
Satz 3.3.6. In Lemma 3.5.4 ist @ bereits in H® (U, I ® Q;(log E)).

Bemerkung. Irp @ Qf;(log E) ist eine Untergarbe von Q};

Beweis. Sei £ =" | E;.

Nach Lemma 3.2.6 konnen wir ohne Einschréankung annehmen, dass fiir alle j
der Schnitt E;N(E—Y"7_, E;) nur aus einem Punkt besteht. Da U das Urbild
einer offenen Menge aus Z ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen,
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dass F C U. Sonst wire E N U = (), also nichts zu zeigen.
Sei w € HY(U,Q)) beliebig. Nach Lemma 3.3.1 ist die folgende Sequenz
exakt:

0 — H(U, T, ® QL (log E)) — HO (U, Q% (log(E — E1)))
— H° (U, 0.2, (log(E — Ey)|,))
Da sich E) und (E — E;) transversal in genau einem Punkt schneiden ist
i.Qp, (log(E — E1)] ;) = i.Qp, (log P),

wobei P = EyN(E — Ey) nur ein Punkt ist. Somit hat i,Q5, (log(E — E1)|,, )
keine globalen Schnitte, das heift

H° (U, .05, (log(E — E1)],,)) =0
Mit Lemma 3.3.4 folgt hieraus

we H H (U,QF) & we H(U,QL(log(E — Ey)))
& we HY (U, Zp, @ Q(log B)) .
Sei B/ =3 Eund w € H* (U, I+ @ Q' (log E)). Betrachte die folgende

Sequenz:
0— H°(U,A) — H°(U,B) — H°(U,C),

mit
= IEJ'*1 X QlU(log(E — EJ))
C = Z'*IEJ'%’EJ' & QlEj (log(E — E])‘EJ>

Nach Korollar 3.3.2 ist diese Sequenz exakt.
Angenommen H®(U,C) = 0 fiir alle j = 1, ..., k. Dann folgt induktiv

weHY(U,Q) & we H (U, Ip @ Q(logE))

und damit die Behauptung. Es bleibt nun zuzeigen, dass fiir alle j = 1,...,n
die Garbe i,Zg;1| ; ® Q}Ej(log(E — Ej)\Ej) keine globalen Schnitte hat.

Da E nur einfache normale Kreuzungspunkte hat und nach der Sortierung
der F; gilt:

LT, © Qb (0(E — )],.) = 1.0k (log(E — )], ).

J
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Nach Wahl der E; ist der Schnitt von E; mit (£ — E7) nur ein einziger Punkt.
Daher hat i*Q}Ej(log(E — E7)| Ej) mit der gleichen Argumentation wie oben
keine globalen Schnitte und somit ist

H (U,iZpr ], © QU (lo8(E = E))) ) = 0
fiir alle 7. O

in Lemma 3.3.4 brauchten wir fiir den Beweis, dass E nur einfache normale
Kreuzungspunkte hat. Wir wollen nun beweisen, dass die Aussage des Lem-
mas fiir beliebige Auflésungen von Quotientensingularitaten gilt.

Satz 3.3.7. Seiw:Y — Z eine beliebige Auflosung einer Quotientensingu-
laritdat mit exzeptionellen Ort E. Dann gilt fiir jede offene Menge V- C Z mit
Urbild U := =YV, dass fiir alle

we H (U\ E,Qp p)

eine Fortsetzung
we H(U,Qp)

existiert.
Beweis. Da wir uns fiir die Fortsetzbarkeit iiber E interessieren kénnen wir
ohne Einschrénkung annehmen, dass E ein reduzierter Divisor ist. Mit Fakt
1.2.7 existiert daher eine logarithmische Auflésung von (Y, F)

v (}77 E) — (Y, E),
mit exzeptionellen Ort A Wir kénnen also jede beliebige Differentialform w
aus HY <U \ E, Q}]\E) zu einer Form

W =7 w) € B (YU B,y 5)

zuriick ziehen.
Nach Lemma 3.3.4 existiert eine Fortsetzung

& € H (v (U), v
von w.

Mit ¢ := (7|ﬁ/_1(U)\A)_1 erhalten wir eine Form

(I) = w*(a)l) - HO (U \ (Z’ E)SianllJ\(Z,E)smg) .

Da Q, lokal frei und codimy ((Z, E)gng) > 2 ist erhalten wir mit Lemma
1.1.5, dass bereits
we H° (U,Qy)
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Kapitel 4

Fortsetzbarkeit von
pluri-log-Formen auf
Desingularisierungen von
Quotientensingularititen ohne
Randdivisoren

4.1 (—a)-Kurven I

Beispiel 4.1.1. In Beispiel 2.1.1 war w € Sym2(QIZ(log FE)) mit einem ein-

fachen Pol bei E. Dabei war Z = Opi(—2) und E der Nullschnitt. Be-
trachten wir die Standard-Uberdeckung aus Beispiel 2.1.1 und versuchen
wir ein w € Sme(le(log E)) mit doppeltem Pol bei £ zu finden so stellen
wir fest, dass dies nicht mdoglich ist. Denn angenommen es gédbe ein solches

we HY <Z, Sme(QIZ(log E))) mit

1 1
Wy = A0ol(Too)? + boo—d(To0)d(Yoo) + cooyT(dyoo)Q.

[e.e]

wobel (s, bs und co Einschrinkungen regulirer Funktionen auf 7 sind
und coof, _,#0, dann hat w einen echten Pol zweiter Ordnung bei Ef, .
Betrachten wir nun die Einschrénkung von w auf U

Wy, = Pooo(w) = (=52 — 222 +4%8)(dzo)*+

o

(=2 + 42-) (dwo) (dyo) + 2 (dyo)?,

ToYo Y0
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wir sehen, dass w auch bei {zy = 0} Pole hat. Mit anderen Worten w ist nicht
auf ganz Z definiert. Mit der selben Argumentation erhalten wir auch dass
die Einschrankung von w auf Uj keine Pole zweiter Ordnung haben kannn.

Es gibt also kein w € H° (Z ) Sym2(912(10g E))) welches einen doppelten Pol

entlang F hat. . .
Die gleiche Aussage gilt auch fiir offene Mengen U C Z in denen E ganz
enthalten sind, also £ C U.

Das obige Beispiel der (—2)-Kurve E, legt die Uberlegung nahe ob wir pluri-
Formen w die aulerhalb von E definiert sind zu Formen @ fortsetzen kénnen
die in einer Untergarbe von le(log E) liegen.

Fakt 4.1.2. Sei Z = Opi(—a) und E der Nullschnitt mit E.E = —a. Sei
Z eine glatte Varietit mit dim(Z) = 2. Ist E C Z ein irreduzibler Divisor
mit E* = —a dann existiert eine analytische Umgebung Up von E und eine
analytische Umgebung Ug von E, so dass Ug analytisch isomorph zu U 1st.

Definition 4.1.3. Sei (Z, A) ein logarithmisch glattes reduziertes Paar und
U eine analytische Umgebung von A, O bezeichne die Menge der holomor-
phen Funktionen auf U und mit ()" die Op'-Modul der holomorphen
Differentialformen.

Analog zu Abschnitt 1.3 definiere (2},)"(log A) als den OF'-Untermodul
von (QF)H(A) = (Q))het Dot O (A) mit den Eigenschaften:

L ()" (log A)|y 5 = (Qpa)™

2. Fiir Punkt p aus A gilt,

wp € (Qllj)hd(log A>|p g wp € (Q%J)hOl(Aﬂp
und

s dZ;, n ;
W, = i SR 2

mit (z;, ...z;) logarithmisches Koordinatensystem entlang A an p und
b € (O )hol
Qi j Up) -

Lemma 4.1.4. Sei Z = Opi(—a) mit Nullschnitt E. Ist U eine analytische
Umgebung von E, dann gibt es fir alle w € H° (U \ E, Sym”((Qllj\E)h"l)>

eine Fortsetzung

oeH (U, T @ oyyret Sym™ ()" (10g(E)))> .
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Beweis. Betrachte die Standard—@berdeckung Uy und Uy, von Z mit Koor-
dinaten (z;,%;), und koordinaten Ubergang

Yo,00 - (l’O;yO) - (1/%795890) = (xomyinfty)-

Dann ist E; := ENU; = {y; = 0} und die Biindel-Projektion ist in diesen
Koordinaten gegeben durch (z;,y;) — (x;). Setze U/ = U; N U.

Es geniigt zu zeigen, dass jedes w, welches beliebige Pole entlang von E ha-
ben darf, als pluri-log-Form reguldr, mit Nullstelle mindestens der Ordnung

2 bei E, ist.
Dazu betrachte die Einschrankung von w auf U]. Da Sym”((Q}J\ )" lokal
frei konnen wir nach der Wahl von

U! jedes w € H <U \ E, Sym”((QlU\E)h"l)> auf U/_ schreiben als:

E : Lo i n—i
i=0 I _

mit b; € N, ¢; € Z, fi(Too, Yoo) Einschrankungen auf U holomorpher Funktio-
nen mit f;(Zs,0)Z0 und f(0, Yoo ) ZO0.

Es ist ersichtlich , dass die einzelnen Summanden wy,, von ws linear un-
abhéngig sind. Daher geniigt es die Behauptung fiir alle w; zu zeigen, die auf
U’ aussehen wie

;pbi . .
Woo; = y%fi(xooayoo)<dx00)z(dy00)n_z'

o)

Zeige zunichst, dass w., auf UL als pluri-log-Form regulér, mit Nullstelle
mindestens der Ordnung 2 bei E, ist. Wir miissen also zeigen, dass ¢; <
n—i—n/aist. Um dies zuzeigen betrachten wir den Riickzug 75 ., (weo,;) und
nutzen aus, dass w;, und somit auch 75, (Weo,), hochstens Pole bei E' haben
darf

(Vo) (Wee,) = filgs: 28y0) 57+ o= (A0 ) (d(@6yo))"
x, 0
- fi(é, $Syﬂ)—wczibiycz‘ (—x—%dxo)i(a . xg—lyodxo + Igdyo)n—i
Lo 0
_ 1 a 1 7 1 i
= fi(g,%yo)—zg,cﬁbiygi (—1) por (dxo)"

Yin (nyﬂ) (a- 2§ yodmo)? (xidyo)" 7
= X ki 10 ik wdyo) (dao) ~ (dyo)" T
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mit
ai,j = —acz—bz—j—(a—i-l)z—i-an
Bij = —Cci+j—1
kij = (=)' (@)~ (2.
Da fi(i,:cgyo)?é() auf {zo = 0} und w;
haben darf, muss fiir alle j gelten, dass

nur Pole entlang Ey = {yo = 0}

’UO

(4.1) 0<—-a-¢g—bj—j—(a+1)-i4+a-n.
Fiir j = n folgt damit
(4.2) ¢ <n—nja—i—i/a—biJa<n-—n/a—i.

Somit kénnen wir jedes w welches mehr als logarithmische Pole entlang E
haben darf auf U/ zu einer Form

G, € H° (U;O,zﬁ @ Sym"((Qk, )" (log E)))

U

fortsetzen. Mit der gleichen Argumentation erhalten wir, dass sich w]U, zZu
0

einer Form .
3, € H° (U4, T @ Sym"((04)" (10g E)) )
fortsetzt. Also konnen wir w global wie gefordert fortsetzen. m

Mit Formel (4.2) folt

Korollar 4.1.5. Jedesw € H° <U, TL2] ®0, o Sym"((Q}])’wl(log(E)))> ist
auf U/ sogar eine O['}?l Linearkombination von:
1 n 1 n— 2% n
—= (dys)", —————= (dys)" (dy), ., " (day)
e iR

Mit Fakt 4.1.2 und obigem Lemma konnen wir an dieser Stelle das Ergebniss
aus Abschnitt 2.2 fiir beliebige (—a)-Kurven verbessern.

Satz 4.1.6. Sei Z eine glatte Varietit und E eine (—a)-Kurve, dann gilt,
dass fiir alle w € H® (Z \ E, Sym”(le\E)) eine pluri-log-Form

oeH° (Z, T @ symn(le(log(E))))
mit Ol g = w existiert.

Jede Form mit beliebigen Polen entlang E setzt sich also zu einer pluri-log-
Form mit Nullstelle der Ordnung [2] fort.
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Bemerkung 4.1.7. Hier ist nun wieder die Rede von pluri-log-Formen im
algebraischen geometrischen Sinne.

Beweis. Da das Problem analytisch lokal ist, reicht es eine analytische Um-
gebung von E zu finden, auf der jede beliebige Differentialform fortsetzbar
ist.

Nach Fakt 4.1.2 existiert ein [somorphismus 7 einer analytischen Umgebung

Ug von E in eine analytische Umgebung Uz vom Nullschnitt (E) in Op:1 (—a)
mit y(£) = E. (Achtung: 7 ist im analytischen und nicht im algebraisch
geometrischen Sinne ein Isomorphismus)

Sei nun w € H° (Z \ E, Sym"(QIZ\E)) beliebig. Schrianken wir die Differen-

tialform w auf Ug ein und ziehen sie mit (y~!)* zuriick, so erhalen wir:
W = (771 () € HO (Up \ B, Sym" (2, 5)")).
Nach Lemma 4.1.4 konnen wir w’ zu einer pluri-log-Form
€ B (U, T @0,y Sym™ ()" (log(E)))

fortsetzen.
Da ~ ein Isomorphismus ist, &ndert v* nichts an der Pol- und Nullstellenord-
nung von pluri-log-Formen, das heif3t wir erhalten:

n
a

5 =7"(&) € B (Up. T @0,y Sym™ ()" (log(E))))

@ stimmt auf Ug \ F mit w tiberein. Also ist insbesondere @ eine pluri-log-
Form im algebraisch geometrischen Sinne, und es gilt

oe H (UE,IE1 ® sym"(Q}]E(log(E)))>
Wir kénnen also jedes w € H(Z\ E, Sym"(Qy, ;;)) wie gewiinscht fortsetzen.
0
Da jede Zariski offene Menge U auch analytisch offen ist folgt

Korollar 4.1.8. Die Aussage des Satzes gilt fiir alle offenen Mengen U C Z
mit B €U

Mit Korollar 4.1.5 folgt

1
Korollar 4.1.9. 7,7 ® Sym"(Q}(log(E))) wird lokal erzeugt von
1

n n— 221 n
n—TZ] (dy;)", m(d%) Hdwi), vy ()"

Y; Y;
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Bemerkung 4.1.10. Dieses Egebnis ist fiir beliebige (—a)-Kurven das best
mogliche.

Beweis. Betrachte O(—a) mit Nullschnitt E, offener Uberdeckung Uy, Us
und Koordinateniibergang 7y o, wie oben.

Die Form w € HY <Uoo,SymC‘(I]§W ® Sym“(Qy;_ (log E)))), die gegeben ist

durch )
w = F (dyoo>a,

setzt sich zu einer Form @ € HY ((’)(—a),IE ® Sym“(Q}Q(_a)(log E))) fort,
Da
ToooW) = 3o ()0’ e (25 yo(dwo)) (w§ (dyo))*

To Yo
a—1

a a T . )
= 3 (4ot
< t Yo

[\ J/
-~

€HO(Up Ip@Sym® (@b, _,, (log E)))

]

4.2 Desingularisierung von Quotientensingu-
larititen I

In Kapitel 3 hatten wir schon ein &hnliches Ergebnis fiir 1-Formen und
Auflésungen von Quotientensingularititen. Um die Aussage jetzt auch fiir
pluri-log-Formen zu erhalten miissen wir das Auflésungsdiagramm aus Ka-
pitel 3 erweitern:

R
2

(4.3) %
| \ .

Y Y

77,

Dabei ist 7 : (?,E) — (Y,E) eine Logarithmische Auflésung, E das
reduzierte Urbild vom 7 exzeptionellen Ort E.
Bereiten wir nun die Verallgemeinerung der Aussage vor.
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Lemma 4.2.1. Seien ):/ und Z wie 1m Diagramm 4.3. Dann gilt fir jede
offene Menge V .C Z mit Urbild U = 7! <I7>, dass fiir alle
0 2 = n 1
weH (U \ B, Sym (Q&\é)>
eine Fortsetzung

©eH° ((:] ; ® Sym"(Q(I}(log é))) nH° ((},Sym” Q(lj)

mit B = > E; und a = max; {ai = |EZEZ|} existiert.

Beweis. Zunichst gilt, dass das Bild von é unter 7 Vereinigung endlich
vieler Punkte ist. Nach Satz 2.1.2 existiert damit fiir jedes
we H (U\E Sym"(Q} :)>
eine Fortsetzung:
(4.4) o€ HO <U Sym”(Qlﬁ )) .
Bleibt zu zeigen, dass @ € H° (U 7 @ Sym" (Ql (log E) )

Mit Gleichung (4.4) gilt offensichtlich, dass @ € H° ([} \ él, Sym” (QU\ ))
ist. Dann gilt aber mit Satz 4.1.4

n

©eH° (U I[“11 ® Sym" (9 (logf’h))) :
Sei nun

oeH (ﬁ,z[?1 © Sym™ (2 (log éj))) N H (U, Sym"(2}))
E U U

. zJ . x
mit ¢/ = max;—;_;{a;} und £ = Zgzl E;. Nach Satz 4.1.4 gilt wieder

also ist
oeH <ﬁ,z[;ﬁ” © Sym” (L (log B ))) N HO (0, 8ym" (@)
E U U

Induktiv folgt
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Lemma 4.2.2. Sei vy : (Z,A) — (Z,A) ein endlich surjektiver Morphismus
logarithmisch glatter reduzierter Paare und U C Z offen mit Urbild U :=
v HU). Ist D; eine Komponente von A mit v*(D;) = 22:0 nzkf)zk Dann
liefert der Pullback einen Morphismus

1 HO (U, A) — H (0, B>
mit
A:=1TIp, @ Sym" (2} (log A))
T, N, j n(Ol A
B:= IDLZ ® ... ®IDM ® Sym™ (€2 (log A))
und den assoziierten Morphismus von Garben

dyz : 7" (Ip, @ Sym"(Q(log A))) — I @ ... @ Tp” @ Sym™(Q2(log A))

Ist v unverzweigt tiber Z \ A, so ist dyz ein Isomorphismus.

Beweis. Mit Fakt 1.3.4 und Lemma 1.2.6 folgt direkt, dass v* ein Morphis-
mus fiir jedes U ist.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass dvyz ein Isomorphismus ist, wenn + nur
iitber A verzweigt.

Sei also v unverzweigt iiber Z\ A, dann ist mit Fakt 1.3.4 der zu v* assoziierte
Morphismus

dy - 7" (Sym™(Q(log A))) — Sym™ (2} (log A))

ein Isomorphismus. Tensorieren mit 75 Y ®.0T 5 =7"(Ip,) liefert dann
i,0 i.j

dyr : v (Ip, ® Sym™ (2, (log A))) — Ig(; ®..® Ig”J ® Sym" (9 (log A))

Wir miissen nur noch priifen ob dvyz injektiv ist. Dazu betrachte dvz auf den
Keimen:

Sei p € Z beliebig und w, € v*(Zp, ® Sym"(Q4(log A)))|, mit v*(w,) =
0. Nach Lemma 1.2.6 konnen wir Koordinatenumgebungen Up von p mit
logarithmischen Koordinaten (z§, ..., 22) und U, von v(p) mit logarithmischen
Koordinaten (zf, ..., 2P) wihlen sodass z! o 7y = 7; gegeben ist durch

. — (3P \Nihg . . (3P \ngn
Vi = (Zho) g (Zhl) g
Zunéchst konnen wir also w, wie folgt schreiben:

l

1 n

i=0 j=i+1
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Damit ist dann

d(zF o)+ Zboydz o))
j=l+1

l
. o . 1
Yo (wp) = (Zp) ot (B0 (D a0V o
i=0 i

Dies ist aber genau dann Null wenn

l n
1
Q : dzp—i- E bjdz}) E a0y Oyd(zf-’ o)+ E bj o yd(z} o) = 0.

i= j=141 i=0 g j=1+1
Da aber dvy ein Isomorphismus ist muss dann bereits

l

Z dz—i—Zbdz—O

=0 j=l+1
sein. Es folgt, dass bereits w, Null sein musste. O

Korollar 4.2.3. Sei~y : (Z,A) — (Z,A) ein endlich surjektiver Morphismus
logarithmisch glatter Paare der hochstens tber A verzweigt. Sei weiter D;
eine Komponente von A mit v*(D;) = S niiD;. Istw eine pluri-log-Form
auf Z die mehr als logarithmische Pole entlang von A haben darf, dann gilt
folgende Aquivalenz

w e H(Z,Ip, ® Sym™(Q(log A)))
=

v*(w) € HY (Z,Igzo R ... ®Ig:j ® Sym" (92 (log A))) .

Beweis. Sei w € H®(Z,Zp, ® Sym"(Q24(logA))), da v surjektiv ist kann
man v auch als Element von H° (Z, v*(Zp, ® Sym™ (92, (log A)))) auffassen.
Mit Lemma 4.2.2 gilt dann

v*(w) € H? <Z,Igil‘l R ... ®Ig:j ® Sym"(Q (log A)))
: * 0 (7 71 N, j n/Ol A
Ist andereseits v*(w) € H (Z,I]j1 ® ... ®IDj ® Sym” (€2 (log A))) dann

1st

we H (Z v (Ip, ® Sym™(Q (log A)))) .
Insbesondere ist dann w € H° (Z,Zp, ® Sym"(Q}(log A))). O
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Satz 4.2.4. Sei (Z,0) ein reduziertes Paar mit Quotientensingularitit und
7 (Y, 0) — (Z,0) eine logarithmische Auflésung mit exzeptionellen Ort E.
Dann gilt fiir jede offene Menge V. C Z mit Urbild U := 7= Y(V), dass jede
pluri Differentialform w die beliebige Pole entlang von E haben kann, also

we H(U\E, symn(Q}]\E))

zu einer Form
©eH° (U, I];ﬁ] ® Sym™ (2, (log E)))

fortgesetzt werden kann. o

Mit der Notation aus Diagramm 4.3 ist a = maz{|E;. Ey|} und g = ord(G),
und die E; die Komponenten von red(;yfl(E)) und G die Gruppe, die auf Z
wirkt.

Beweis. Fiir den Beweis betrachte nochmals das erweiterte Auflésungsdia-

gramm
~ ;5/
Y
[N
v Y
7————7
Sei w € HO (U \ B, Sym"(Q}]\E)> beliebig und

~ n 1
UY:sing)a Sym QU\(EU?sing)

Dann existiert nach Lemma 2.1.2 eine Fortsetzung

= HO <U \ ?singa Symn(Q%]\f/smg)> ’

Desweiteren konnen wir

n 1



betrachten. Fiir w” existiert nach Lemma 4.2.1 eine Fortsetzung
o' e HO (ﬁ,z? ® QL (log E)) N HO (U Sym™ Qg)

mit a :~maa:i(]Ei.E’i\). Da 7 birational ist existiert eine pluri-log-Form &’
auf U \ Yy, fir die gilt:

= TNy [ n %

o € H° (U \ Yoing: Ip" ® Sym (Qzlﬁ\ffsmg(bg E)))
mit a wie Obe~I/1, also das Maximum tiber die selbst Schnitte der E%l o
Nun stimmt @ mit @ auf U\ (E'UY;,,) tiberein. Also gilt auf ganz U \ Yy,
dass @ = &'. Damit gilt, dass @’ in

ANy [ n » T\ TV n

HO (0 Voing, Ty @ Sym™ QL o (10g B))NH° (0 Vaing, Sym” Qb ).
liegt.
Sei nun B C Z der Verzweigungsdivisor von v und B’ := 7, 1(B) C Y seine
strikte Transformierte. Da 7\?\&_1(3,) hochstens iiber E verzweigt, existiert
nach Korollar 4.2.3 ein

N [z
©eH° (U \ (B'UAYaing)), Ly 7 @€ (log E)) :

U\(B"UY(Ysing))

das auf U \ (E' U B’ N 7(Yjing)) mit w tibereinstimmt, wobei ns die Verzwei-
gungsordnung von 7 ist.
Somit existiert eine Fortsetzung

) - a1
weH" <U \ (BN (B UFYaing)): Ie " @ Qi (s vy (108 E)) :

Wie in Satz 2.2.6 gilt wieder dass codimy (E N (B'U(Ysing))) < 2.

[z |

Da Z, 7 ® Q}(log E) lokal frei ist, ist nach dem zweiten Riemannschen
Hebbarkeitssatz w bereits auf ganz U definiert:

N [T
oeH (U,IE T @ Qp(log E)) :

Es bleibt noch zu zeigen, dass ny > g ist.

Beachte, dass v durch die Gruppenoperation von G auf Z gegeben ist. Fiir je-
des z € Z gilt damit, dass die Méchtigkeit des Urbildes gleich der Méachtigkeit
seiner Bahn ist. Also

#(17(2) = #(G.2) < #G = g.

Desweiteren gilt fiir jedes y € Y, dass #(7 ' (y)) = #(v (v (y))) also insbe-
sondere auch n, = ns. O
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Kapitel 5

Fortsetzbarkeit von
pluri-log-Formen iiber
(—a)-Kurven mit Randdivisoren

5.1 Randdivisoren die mit der (—a)-Kurve héchstens

einen transversalen Schnittpunkt haben

Bisher sind wir immer davon ausgegangen, dass fiir den Randdivisor A von
Z gilt, dass A = () ist. Es ist noch nicht geklirt, ob das Ergebniss aus Satz
2.2.6 auch fiir solche Fille verbessert werden kann, in denen A # () ist.
Betrachte wieder den Fall der (—a)-Kurve.

Lemma 5.1.1. Sei Z = Opi(—a) mit Nullschnitt E und Standard- Uberdeckung
Uy, Us, lokalen Koordinaten (x;,y;) und Koordinateniibergangsfunktion

1
70,00 - (Io,yo) - (x—[],yo : 908) = (xooayoo)

wie in Kapitel 4.1.

Sei A = E + E' mit ', ={z;=0}. Ist U C Z eine offene Umgebung von
E, so kann jede pluri-log-Form

we H° (U \ E,Sym?]\E(log A))
welche mehr als logarithmische Pole entlang von E haben darf, zu einer Form
o e H (U, symg(log(A)))

fortgesetzt werden.
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Beweis. Setzte U] = U; N U. Zeige zunichst, dass die Einschrinkung von
w auf Ul hochstens logarithmische Pole bei £ haben kann. Analog zum
Beweis von Lemma 4.1.4 geniigt es pluri-log-Formen w zu betrachten, die auf
Ul gegeben sind durch

b;

o Fl (e Yoo (dne) (dyoe)™™, mit fi € O4(U)
| —

w =
e Yool
=:fi

und £;(0, Yoo )Z0, fi(Ze0,0)Z0, und b; €N, ¢; € Z und i € {0, ...n} beliebig.
Betrachtet man nun die Einschrankung von w auf U, so ist:

i Qi 1 7 n—j+1i
Oy = Aol ) = 3 g s a5 i o) (o )
’ Jj=t+1 Lo
mit
o = —a-c—bj—j—a-i+a-n
Bij = —Cci+j—1

kij = (=)' (@)~ (22)).
Da wl,, hochstens logarithmische Pole bei {xq = 0} haben darf, gilt wie in
Glelchung 4.1 fiir alle j =7+ 1, ..., n folgende Ungleichung;:

—n< —a-¢—j—b—a-i+a-n

Stellen wir die obige Ungleichung nach ¢; um und betrachten den Fall j = n,
so erhalten wir unter der Beriicksichtigung, dass b; € N ist:

G <n—i—bla<n-—i

Also ist die Einschrinkung einer Form w, mit beliebigen Polen entlang F,
auf U/ eine regulére pluri-log-Form.
Analog erhalten wir auch, dass w auf U] als pluri-log-Form keine Pole haben
kann. Das heiBt, dass jedes w, mit beliebigen Polen entlang E, auf ganz U
zu einer glatten pluri-log-Form fortsetzbar ist.

O
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Bemerkung 5.1.2. Lemma 5.1.1 bleibt wahr, wenn man A durch einen
Divisor A’ ersetzt, welcher nur einfache normale Kreuzungspunkte hat und
fiir den gilt, (A’ — E) N E ist ein einzelner Punkt.

Bemerkung 5.1.3. Die selbe Aussage gilt auch fiir holomorphe pluri-log-
Formen auf analytischen Umgebungen von E.

Satz 5.1.4. Sei (Z,A) ein reduziertes Paar und v : (Z,A) — (Z,A) eine
logarithmische Auflosung mit exzeptionellen Ort E.

Sei E eine einzige (—a)-Kurve die A — E hichstens eimal schneidet, U C Z
eine offene Mene mit Urbild U := v (U) und

we H (U \ B, Sym™(Q}, , (log A))) .

Ist E C A so existiert eine Fortsetzung
o€ H° (U, Sym" (95 (log A)))
von w auf ganz U. Ist ENA =), so existiert eine Fortsetzung
oe HO (U,I,Lﬁ] ® Sym™(Q% (log(A + E))))

auf ganz U.

Bemerkung. Nach Lemma 1.2.5 gilt entweder ENA = @) oder E C A. Satz
5.1.4 deckt also alle moglichen Félle ab.

Beweis. Zunéchst zur zweiten Behauptung:
Da AN E = 0, reicht es wl|, 5 zu betrachten. Dann sind wir aber in der
Situation von Satz 4.1.6 und erhalten somit eine Fortsetzung

oe H (U VA2 @ Sym™(Q), s (log A + E))) .
Da w entlang von A regulir war ist @ eine Fortsetzung auf ganz U. Kommen
wir nun zur ersten Behauptung:
Mit Fakt 4.1.2 existiert ein Isomorphismus von einer analytisch offenen Um-
gebung von F in eine analytische Umgebung vom Nullschnitt £’ in Opi(—a).
Angenommen es gibe ein w, welches man nicht fortsetzen kénnte, das heifit
w hat mehr als logarithmische Pole entlang E. Dann hétte (f~1)*(w) mehr

als logarithmische Pole entlang £, was im Widerspruch zu Bemerkung 5.1.3
steht. Somit existiert eine Fortsetzung von w auf ganz U.
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Bemerkung 5.1.5. Ist der Randdivisor nicht die leere Menge, so ist das
obige Ergebnis fiir beliebige (—a)-Kurven optimal.

Beweis. Betrachten wir nochmals Op: (—a) mit Standard-Uberdeckung Uy, Us.,
lokalen Koordinaten (z;,y;) und A wie in Lemma 5.1.1. Dann setzt sich

1

Woo —

(dyoo)" € H° (Um, Sym™(Q2},_(log A)))

zu einer Form w € H° (O(—a), Sym"(Qp_y (log A))) fort, da

i) = (7)ol o™

1 ToYo

-~

€HO (Uo ,Sym™ (Q%JO (log A)))

1=0
N S

ist.
Beachte w hat die maximale Polstellenordnung. O]

5.2 Randdivisoren, welche die (—a)-Kurve in
mehr als einem Punkt schneiden

In diesem letzten Abschnitt méchte wir zeigen, dass man den Randdivisor A
auf Op:(—a) nicht beliebig wihlen kann:

Lemma 5.2.1. Sei Z = Opi(—a) mit Nullschnitt E Standard-Uberdeckung
Uy, U und  Koordinaten (x;,y;) und  Koordinateniibergang

Yoo : (Zo,Y0) — (m—lo,yg ca). Ist A = E4+ 2B, mit B N Uy =
= {2o — i =0} so exstiert ein
w € H(Z,Sym"(Q}(log(A))) (xE)) \ H°(Z,Sym™(Q}(log(A))))

das heisst es existieren Differentialformen die mehr als logarithmische Pole
entlang E haben.

Beweis. Betrachte

=1 . .____1 n
Y= e T ()

w|U \& ist eine regulédre Differential Form und fiir jeden Punkt p; € F; kann
wauf U = Uy \ (A\ (E + E;)) wie folgt geschrieben werden
1
Wl = fpi(:coo,yoo)ﬁ(d(%o —1))" mit f* € Oyri (+E)
Too — 1
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somit gilt also
w € H(Uss, Sym" (2} (log(A))) (+E)) \ H®(Uss, Sym" (22 (log(A)))).
Zuzeigen ist nun, dass sich w zu einer Form
w € HY(Z,Sym"(Q}(log(A)))(+E)) \ H*(Z, Sym" (2} (log(A))))

fortsetzt. Dazu betrachte w auf Uy N Uy in den Koordinaten von U

Voo @) = oz * TEm o (a)"
1= IO
— n_1 gatin 1 n
B <_ ) Yoz§ H?;Lf(of’ionrl)" z2n (dxo)
= (—1)"3 * Fars e (d%0)"

vo  [[E2 2 (—izo+1)

Da E;NUy = {1 —izg = 0} ist setzt sich v (w) auf ganz Uy fort, dass heifit:
Yooo (W) € HO(Uo, Sym™(Q (log(A))) (xE)) \ H°(Uy, Sym™ (2 (log(A))))

w setzt sich also auf ganz Z zu einer Form der gewiinschten Gestalt fort. [

Offen sind noch folgende Fragen:

1. Wie viele Schnittpunkte darf ein Divisor, mit einfachen normalen Kreu-
zungspunkten, maximal mit einer (—a)-Kurve F haben, sodass pluri-
log-Formen iiber E fortsetzbar sind?

2. Existiert eine andere obere Schranke fiir die Polstellenordnung von
pluri-log-Formen w € H°(Z,Sym™ (2 (log A)(xE)) wobei E eine ein-
zelne (—a)-Kurve ist, A nur einfache normale Kreuzungspunkte hat
und A N E aus k-Punkten besteht?
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Notation

Ox
OAi)L(ol
(Z,A)

0%

()"
O (log A)
(%) (log A)

Opi(—a)

Ig
[0]

Garbe der reguldren Funktionen auf X

Garbe der holomorphen Funktionen auf X
reduziertes Paar

Garbe der regulédren 1-Formen auf X

Garbe der holomorphen 1-Formen auf X

Garbe der logarithmischen 1-Formen

Garbe der holomorphen logarithmischen 1-Formen auf X
Aufblasung des Kegels iiber einer rationalen Kurve
vom Grad a

Idealgarbe des Divisors F

Minimum aller n € N mit n > b

Tensorprodukt iiber Ox
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