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摘要

摘 要

本文的研究对象是特征不等于 2的代数封闭域 K 上典型群的 Schur代数

SX(n, r)，其中 X 代表 A、B、C 或 D 为典型群 G的类型，n为 G中矩阵的

阶，r > 0为非负整数。本文感兴趣的是 SX(n, r)的代数结构以及与 G的超代

数（hyperalgebra）之间的关系，主要有如下三个方面的结果。

设 E 是 G 的标准表示。对 r > 1，张量积 E⊗r 有一个以 Weyl 模为截面

的滤，记 πX(n, r) 为其中 Weyl 模的最高权的集合，这是 G 的支配权集的子

集且不依赖于域 K 的选取。本文的第一个结果是：通过在 K 取复数域时利

用 Littelmann 的道路模型进行张量积分解而大大简化了集合 πX(n, r)的计算

（比较Weyl [1]）。这对于研究 Schur代数 SX(n, r)的结构至关重要。在复数域

上，SX(n, r)是半单的，集合 πX(n, r)描述了它的分块情况。一般地，我们证

明了 A、C、D 型时集合 πX(n, r)是饱和的（而 B 型不是），且此时 Schur代

数是典型群 G的相应于 πX(n, r)的广义 Schur代数，从而是拟遗传代数。这样

我们拓展并重新证明了 J. A. Green [2]对于 A型和 Donkin [3]对于 C 型的结果。同

时我们对 G的相似群证明了类似的结论。

第二，通过用余代数的途径构造 Schur 代数之间的满射 SX(n, n + r) ³
SX(n, r)，我们把固定某个典型群 G 的 Schur 代数 SX(n, r)（r > 0）纳入

了一个逆系统，并且把 G 的超代数实现为其逆极限的子代数。这推广了

Beilinson，Lusztig和 MacPherson [4]关于 A型 Schur代数的结论。在 B、C、D

型，我们还构造了满射 SX(n, r + 2) ³ SX(n, r)，从而得到了与上面相容的新的

逆系统。我们证明了 A、C、D型时这些满射与 Schur代数的拟遗传结构相容。

特别地，当域 K 为复数域时，利用 Schur代数的半单性我们显示地给出了其逆

极限。

第三，通过利用Weyl特征标公式和 Schur代数的余代数实现，我们具体地

计算和比较了若干当参数 n或 r 较小时的 Schur代数。我们还证明了一种特殊

情况（即参数 r = 2）下关于正交群、辛群和 Brauer代数之间的双中心性质。

关键词: Schur代数； 典型群； 广义 Schur代数； 典型群的超代数
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Abstract

Abstract

We consider the Schur algebra SX(n, r) of the classical group G over the alge-

braically closed field K of characteristic not 2, where X stands for A,B,C,D the type

of G, n the size of matrices in G, and r > 0 a non-negative integer. We are interested

in the algebra structure of SX(n, r) and the relation with the hyperalgebra of G. The

main results we obtained are as followed.

Let E be the standard representation of G. For r > 1, the tensor product E⊗r has a

filtration with sections being Weyl modules. Let πX(n, r) be the set of highest weights

of those Weyl modules appeared in E⊗r. It is a set of dominant weights independent

of the base field. The first part of our work is — to compute the set πX(n, r) explic-

itly by using Littelmann’s path model over the complex number field. This greatly

reduces the calculation of Weyl [1]. The set πX(n, r) is crucial for understanding the

structure of SX(n, r). Over the complex number field, Schur algebras are semisimple

and πX(n, r)’s describe their block decomposition. In general, we show that in types

A,C,D the sets πX(n, r) are saturated (while NOT in type B), and the Schur algebras

are generalized Schur algebras of G associated with πX(n, r). In particular, they are

quasi-hereditary. This extends and reproves in a uniform way results of Green [2] in

type A and of Donkin [3] in type C. At the same time, we prove the similar results for

the group of similitudes of G.

Secondly, by constructing surjections between Schur algebras SX(n, n + r) ³
SX(n, r) using the coalgebra approach, we form an inverse system from the Schur

algebras of a certain fixed classical group G and realize the hyperalgebra of G as

a subalgebra of the inverse limit. This generalizes the work of Beilinson, Lusztig

and MacPherson [4] in type A. Moreover, in types B, C, D, we construct surjections

SX(n, r + 2) ³ SX(n, r) and hence form a new inverse system which is compatible

with the previous one. In types A,C,D, these surjections are proved to be compatible

with the quasi-hereditary structure of the Schur algebras. When K = C is the com-

plex number field, we obtain the inverse limit explicitly by the semi-simplicity of Schur

algebras.
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Abstract

Thirdly we calculate some Schur algebras when the parameter n or r is small, by

using Weyl’s character formula and the coalgebra approach. We also prove the Schur–

Weyl duality for the orthogonal and symplectic groups in the special case r = 2.

Keywords: Schur algebra; classical group; generalized Schur algebra; hyperal-

gebra
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 选题背景与国内外研究现状

Schur代数是1980年 J. A. Green引入的 [2]，该名著推广了1901年 Schur的博

士论文 [5]的工作（其中仅考虑了复数域的情形），研究了任意无限域 K 上一

般线性群 GLn(K)的多项式表示。对任意非负整数 r，GLn(K)的 r次齐次多项

式表示范畴等价于 Schur代数 SK(n, r)（有限维结合代数）的模范畴。当 r 取

遍所有的非负整数时，我们就得到了 GLn(K)的所有多项式表示。这样无限群

GLn(K)的表示问题就转化为了（无限多个）有限维代数的表示问题。

Schur–Weyl对偶是 Schur代数最优美的性质之一：记 E 为 GLn(K)的标准

表示，则对任意正整数 r，GLn(K)在张量积空间 E⊗r 上的对角作用与对称群

Σr 在 E⊗r 上通过位置交换定义的右作用可交换，并且二者的群代数在表示映射

下的像互为中心化子（Schur代数 SK(n, r)就是群代数 KGLn(K)的像，从而可

以定义为 E⊗r 在对称群上的自同态代数）。复数域 C上的情形是 Schur于 1927

年发现的 [6]，通过这种方法他极其经济地重新证明了 1901年的结果。后来被

Weyl加以推广 [1]，并称为“双中心性质”。在任意特征情形下的推广见文献

[7]。

通过 Schur–Weyl对偶，Schur代数成为联系一般线性群GLn(K)（无限群）

和对称群 Σr（有限群）的纽带。尽管在复数域上二者的表示已尽为人知，但

是当基域特征大于零时这一领域仍充满了未知情况。根据 James [8]和 Erdmann
[9]，GLn(K)的分解数与 Σr（所有 r）的分解数彼此相互决定。

当把一般线性群 GLn(C)换成其子群正交群 On(C)、辛群 SPn(C)（C 型典

型群，此时 n为偶数）和特殊正交群 SOn(C)（n奇数时为 B 型典型群，偶数

时为 D型）时，通过把对称群的群代数换成更大的代数，相应的双中心性质依

然成立 [10, 11]。任意无限域上辛群的双中心性质直到最近才由 Dipper，Doty和胡

峻证明 [12]，而任意域上正交群的双中心性质还是一个公开的难题。本文的结果

之一将证明参数 r = 2时（特殊）正交群和辛群的 Schur–Weyl对偶。

类 比 于 一 般 线 性 群 GLn(K)（ 即 A 型 典 型 群 SLn(K) 的 相 似

群），B、C、D型典型群（或者其相似群）的群代数在张量积空间 E⊗r（其中

1



第 1章 引言

E 为标准表示）的表示映射下的像被称为相应典型群的 Schur代数，Doty证明

它们刻划了相应典型群和相似群的多项式表示 [13]。

上个世纪八、九十年代是数学史上“量子化”的年代，Schur 代数也不

例外，量子 Schur 代数可以被用于刻划有限域上典型群的模表示（A 型如

[14, 15]，B 型如 [16–18]，C 型如 [19]）。有关 Schur–Weyl 对偶的量子化可见文献
[14, 21–25]。

把 Schur代数推广到一般的代数群，并用以研究代数群的表示是 Donkin率

先提出的 [26–30]。设 G是任意约化代数群，对 G的一个有限、饱和的支配权集

π，Donkin定义广义 Schur代数 S(π)为坐标环 K[G]的某个由 π 决定的余子代

数的线性对偶。这是一个有限维的结合代数，Donkin发现其模范畴是 G上有理

表示范畴的对扩张封闭的满子范畴，并且是高权范畴 [26]，这本质上证明了广义

Schur代数的拟遗传性。事实上拟遗传代数的概念是稍晚些才由 Cline，Parshall

和 Scott 正式引入的 [31, 32]。这类代数具有很好的性质，如具有有限整体维数

[27, 31]，有倾斜（tilting）模 [33]（从而可以考虑其 Kazhdan-Lusztig理论 [34]）等。

根据 Donkin的定义，A型 Schur代数 SK(n, r)自然是 SLn(K)和 GLn(K)

的广义 Schur代数，相应的权集由 r分成最多 n份的剖分给出。Donkin随后证

明了 C 型 Schur代数是辛群的广义 Schur代数，并计算了相应的权集 [3, pp. 77]。

人们自然的猜测 B、D 型的 Schur代数也是相应典型群的广义 Schur代数，而

本文将给出一个出人意料的回答：B型 Schur代数不是广义 Schur代数，并统一

地证明 A、C、D型的 Schur代数是广义 Schur代数。

近来，Schur代数自身的结构和表示性质日益引起数学家们浓厚的兴趣。

如 A 型 Schur 代数的拟遗传结构 [35]、表示型 [36]、块理论 [29, 30]和整体维数

[37]等，C 型 Schur代数的拟遗传结构 [38]，典型群的 Schur代数（和广义 Schur

代数）生成元和生成关系的实现 [39–41]等。

Schur代数是为了研究一般线性群（典型群）的表示而引入的，一个自然的

问题就是如何（或者能否）从 Schur代数中直接恢复一般线性群（典型群）的

信息？为此方明、Henke和 König比较了不同次（即参数 r）的 Schur代数之间

的关系 [42–44]。Beilinson，Lusztig和MacPherson构造了 A型 q-Schur代数之间次

数相差 n的满射 Sq(n, n + r) ³ Sq(n, r)，从而把 Sq(n, r)（r > 0）纳入了一个

逆系统，并且证明了 sln(C)的量子包络代数包含在其逆极限中 [4] （取量子参数

q = 1可知 sln(C)的泛包络代数包含在复数域上 Schur代数的逆极限中），也见

2



第 1章 引言

于 [45–47]。Oehms构造了 C 型 q-Schur代数之间次数相差 2的满射，并猜测类似

的结论成立 [19, pp. 37]。本文将对所有典型群的 Schur代数考虑这一问题。

如上所述，典型群的 Schur代数有机地联系了典型群、典型李代数、对称

群和 Brauer代数，是当前代数表示论中非常活跃的研究领域。

1.2 论文的研究方法与主要工作

本文研究了特征不等于 2 的代数封闭域 K 上典型群（主要是 B、C、D

型，A型的结果是已知的）的 Schur代数。设 G是域 K 上的典型群，n是 G

在标准形式下矩阵元素的阶，E 是 G的标准表示（即 E 是 K 上 n维列向量空

间，G通过矩阵左乘自然的作用在 E 上）。对正整数 r > 1，G对角作用在张

量积空间 E⊗r 上，相应的 Schur代数 SX(n, r)定义为表示映射

ρr : KG −→ EndK(E⊗r)

的像，其中 X = A、B、C 或 D为 G的类型。约定 SX(n, 0) = K。

本文的主要工作分为如下三个方面：

1.2.1 Schur代数 SX(n, r)的代数结构

注意到 E 是一个单Weyl模，而代数群的Weyl模的张量积有一个以Weyl

模为截面的滤。记 πX(n, r)为张量积 E⊗r 的截面Weyl模的最高权的集合，这

是G的支配权集的子集且不依赖于基域的选取。当K = C为复数域时，通过微
分，G的李代数 g作用在 E = Cn和 E⊗r = (Cn)⊗r上，Schur代数等于表示映射

U(g) −→ EndC((Cn)⊗r)

的像，其中 U(g) 为 g 的泛包络代数。此时张量积 (Cn)⊗r 是半单表示，集合

πX(n, r)为其单直和项的最高权的集合。于是如何做张量积的直和分解成为计

算 πX(n, r)的关键，Littelmann的道路模型 [48]为我们提供了解决的方法。

设 λ、µ是任一可对称化的Kac-Moody李代数 g的支配权，V (λ)、V (µ)分

别是最高权为 λ、µ的既约表示。道路模型刻画了张量积 V (λ)⊗ V (µ)的直和分

解。取 g为典型李代数，注意到标准表示 Cn 是 g的最高权为 ε1 的既约表示，

3



第 1章 引言

于是张量积 (Cn)⊗r 的分解可通过归纳地运用道路模型法得到（见定理 3.1）。

权集 πX(n, r) 对于理解 Schur 代数的结构至关重要。在复数域 C
上，SX(n, r)是半单的且

SX(n, r) ∼=
⊕

λ∈πX(n,r)

Mdλ
(C)，

其中 dλ 是既约表示 V (λ) 的维数（见推论 3.4）。一般地，我们证明了

A、C、D 型的集合 πX(n, r) 是饱和的（即对取在支配序下更小的支配权封

闭），而 B 型不是（见引理 3.3）；并且 A、C、D型的 Schur代数 SX(n, r)是

相应典型群的由 πX(n, r)决定的广义 Schur代数（见定理 3.2），从而是拟遗传

代数，集合 πX(n, r)提供了单模的同构类，且偏序为支配序。

一般线性群 GLn(K)是 A型典型群 SLn(K)的相似群，二者在 E⊗r 的表示

映射下的像定义了相同的 Schur代数。类似地，我们也考虑了B、C、D型的典

型群 G的相似群 G0，并给出了 E⊗r 在 G0 上的权集 πX
0 (n, r)，我们发现 Schur

代数 SX(n, r)也是 G0上的由 πX
0 (n, r)决定的广义 Schur代数（见定理 3.2）。

Schur 代数 SX(n, r) 有另一种等价定义，即余代数的线性对偶（见推论

3.1）。该余代数就是 G（和 G0）的多项式表示 E⊗r 的系数空间，同时也是

G（和 G0）的坐标环的“齐次部分”K[G]0r（和 K〈G0〉r），即 r次齐次多项式

集合 (K[cij]i,j=1,...,n)r 到 G（和 G0）上的限制，其中 cij 为把 n 阶矩阵映为其

(i, j)-位置分量的坐标函数。因为余代数有整基，故 Schur代数也有整基。

1.2.2 Schur代数 SX(n, r)与超代数（hyperalgebra）之间的关系

考虑 n 次齐次多项式 det =
∑

σ∈Σr
sgn(σ)

∏n
i=1 ci,σ(i) ∈ K[cij]r，它把一

个 n 阶矩阵映为其行列式。我们证明了乘以 det 诱导了余代数之间的单射

(·det) : K〈G0〉r ↪→ K〈G0〉n+r，取其对偶可得 Schur代数之间的满射

(·det)∗ : SX(n, n + r) ³ SX(n, r)。

这样 ∀ i = 0, 1, . . . , n − 1，集合 {SX(n, kn + i) : k > 0}成为以非负整数（自然
序）为指标集的逆系统。

事实上，任给 G0上的一维多项式表示，其系数函数均可以像 det一样用来
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构造逆系统。在类型非 A时，受 Oehms [19]和 Hayashi [20]的启发，我们考虑了一

个 2次齐次多项式 c0 （见 2.2节定义）：类型为 B、D时，它把 G0 = SO0
n(K)

中的矩阵M 映为M trJM 的第 (1, n)-分量，其中 J 是所有 (i, n + 1− i)位置取

1、其余位置取零的对阵矩阵；类型为 C 时，它把 G0 = SP 0
n=2m(K)中的矩阵

M 映为M trJ ′M 的第 (1, n)-分量，其中 J ′所有 (i, n+1− i)位置取 ε(i)、其余位

置取零的反对阵矩阵（当 1 6 i 6 n
2
时 ε(i) = 1，当 n

2
< i 6 n时 ε(i) = −1）。

多项式 c0诱导了 Schur代数之间的满射

(·c0)
∗ : SX(n, r + 2) ³ SX(n, r)，

从而对 i = 0, 1，集合 {SX(n, 2k + i) : k > 0}是以非负整数为指标集的逆系统。
不难发现，类型为 B、C、D 时，Schur 代数之间的满射 (·det)∗ 和 (·c0)

∗

相容，从而上面两种逆系统相容（见命题 4.3）。并且类型为 A、C、D

时，(·det)∗ 和 (·c0)
∗ 与 Schur代数的拟遗传结构相容，即满射的核恰为 Schur代

数遗传链中的理想（见推论 4.4）。

我们证明了典型群 G的超代数作为子代数被包含在 Schur代数的逆极限中

（见定理 4.2）。特别地，在复数域上，Schur 代数的满射 (·det)∗ 由权集的包

含关系 πX(n, r) ⊆ πX(n, n + r)诱导，满射 (·c0)
∗ 由 πX(n, r) ⊆ πX(n, r + 2)诱

导（类型为 B、C、D），并且此时 Schur代数的逆极限有着显示的形式（见

4.1节）。

1.2.3 关于若干 Schur代数的计算

在复数域 C 上，利用 Weyl 特征标公式我们计算了线性代数群

SL2(C)、SO3(C)、SP2(C)、SO2(C) 和 O2(C) 的 Schur 代数，以及 r = 2 时

的 Schur代数 SX(n, 2)（对任意类型 X）。其中正交群 O2(C)不是典型群，但

是可以类似地用标准表示的张量积来定义其 Schur代数。

一般的基域 K 上，通过分析对偶余代数我们计算了 SO2(K)和 O2(K)的

Schur代数，比较了 SO3(K)、SP2(K)和 SL2(K)的 Schur代数。并通过计算证

明了参数 r = 2时关于正交群、辛群和 Brauer代数之间的双中心性质，作为副

产品还得到了 B、C、D 型 Schur代数 SX(n, 2)的结构，以及相应典型群和相

似群的分解数的一些信息。

5



第 1章 引言

1.3 论文的结构安排

本文的结构安排如下：

第 2章回顾典型李代数、典型群的正根和支配权，以及典型群及其相似群

（作为代数群）的坐标环、有理表示和多项式表示的概念和基本性质。除了几

个注之外，所有的结果均可见于相应的参考文献。

第 3、4、5章分别对应于 1.2节中三个部分的工作。第 3章先回顾 Schur代

数的定义、Littelmann的道路模型，然后计算权集 πX(n, r)和 πX
0 (n, r)，并证明

Schur代数与广义 Schur代数的关系。

第 4章构造 Schur代数的逆系统，并证明相应典型群的超代数包含在其逆极

限中。

第 5章具体计算若干 Schur 代数，并证明参数 r = 2 时正交群和辛群的

Schur–Weyl对偶。

第 6章总结本文的主要结果，并指出进一步可以展开的工作。

需要声明的是：鉴于复数域 C上结果的简洁和优美性，我们将单独表述此
时的结论。因此在不同的章节中，基域有时为 C，有时为特征不等于 2的代数

封闭域 K（此时包括复数域的情形），详见各章节标题附注。
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第 2章 准备知识

本章主要回顾典型李代数的正根和支配权，典型群及其相似群的坐标环、

正根、支配权和它们作为代数群的有理表示，除了几个注之外，所有的结果均

可见于相应的参考文献中。

2.1 典型李代数的正根和支配权（基域 C）

本节旨在回顾复数域 C上典型李代数的正根和支配权，可参见 Humphreys
[49]，关于剖分的概念可参见 J. A. Green [2]。

一般线性李代数 gln(C)是 n阶全矩阵代数，它的 Cartan子代数 h0 是由所

有 n阶对角矩阵组成的 n维复线性空间。对于 i = 1, 2, . . . , n，记 εi ∈ h∗0 为 h0

上的线性函数，它把一个对角矩阵

X = Diag[x1, x2, . . . , xn]

映为 xi。我们记 N 为正整数集合，记 N0 为非负整数集合，对于 m ∈ N 和
r ∈ N0，记

Λ+(m, r) = {(a1, a2, . . . , am) :
m∑

i=1

ai = r, a1 > a2 > · · · > am, ai ∈ N0}

为 r的最多分成 m份的剖分的集合。我们将一个剖分 (a1, a2, . . . , am)与一个线

性函数 a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm等同起来。

对于复数域 C上的一个典型李代数 g，记 n为 g中矩阵（在标准形式下）

的阶。则典型李代数 g是一般线性李代数 gln(C)的李子代数，并且 g的 Cartan

子代数 h是 h0的线性子空间。对于典型李代数 g的一个单根 α，记 α̌为 h中满

足 〈α, α̌〉 = 2的元素，称为 α的余单根。一个线性函数 λ ∈ h∗ 被称为是李代数

g的一个支配权，如果对所有的单根 α，配对 〈λ, α̌〉都是非负整数。记 Λ+(Xm)

为李代数 g的支配权集，其中 Xm为 g的类型（见下文）。

任意给定两个支配权 λ、µ ∈ Λ+(Xm)，定义 λ D µ当且仅当 λ−µ可以表达

成李代数正根的非负系数的线性组合。这样就定义了支配权上的一个偏序，通
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常称为支配序。在如上定义的支配序下，支配权集 Λ+(Xm)分成了几个子集的

不交并，使得来自不同子集的支配权之间没有序关系，并且任给一个支配权，

在同一个子集中总存在在支配序下比它更大的支配权。我们称这样的子集为

Λ+(Xm)的连通分支。

类型为 Am（m > 1）的典型李代数 g为特殊线性李代数

slm+1(C) = {M ∈Mm+1(C) : tr(M) = 0}，

按照上面的记号该李代数中矩阵的阶为 n = m + 1。此时 Cartan子代数 h是 h0

的满足

(ε1 + ε2 + · · ·+ εn)(h) = 0

的线性子空间。李代数slm+1(C)的单根有m个，为

αi = εi − εi+1 : i = 1, 2, . . . , m；

正根有 m(m+1)
2
个，正根集为

Φ+(Am) = {εi − εj : 1 6 i < j 6 n}；

支配权集为

Λ+(Am) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : a1 > a2 > · · · > am, ai ∈ N0}

'
⋃

r>0

Λ+(m, r)，

其中的同构是因为我们将支配权a1ε1 +a2ε2 + · · ·+amεm与剖分(a1, a2, . . . , am) ∈
Λ+(m,

∑n
i=1 ai)等 同 了 起 来 。 在 支 配 序 下 Λ+(Am) 分 成 n 个 连 通 分

支：
⋃

k>0 Λ+(m, kn + i)，i = 0, 1, . . . , m。

对于正整数 i = 1, 2, . . . , n，记 i′ = n + 1 − i。当类型不为 Am 时，典型李

代数的 Cartan子代数 h是 h0的满足条件

(ε1 + ε2 + · · ·+ εn)(h) = 0

8
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和

(εi + εi′)(h) = 0, i = 1, 2, . . . , n

的线性子空间。特殊正交李代数是

son(C) = {M ∈Mn(C) : M trJ + JM = 0}，

其中 J 是任意的 n阶对称、可逆矩阵。我们将取 J 为所有 (i, i′)位置为 1（i =

1, 2, . . . , n）并且其他位置为 0的矩阵。

类型为 Bm（m > 2）的典型李代数是奇数阶的特殊正交李代数

so2m+1(C)，该李代数中矩阵的阶是 n = 2m + 1。此时典型李代数的单根

为

αi = εi − εi+1 (i = 1, . . . , m− 1), αm = εm；

正根集为

Φ+(Bm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m} ∪ {εi : i = 1, . . . , m}；

支配权集为

Λ+(Bm) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : ai ∈ 1

2
N0, ai − aj ∈ N0, ∀i < j}。

在支配序下 Λ+(Bm)分解成两个连通分支：整数系数的支配权
⋃

r>0 Λ+(m, r)和

分数系数的支配权 (1/2, 1/2, . . . , 1/2) +
⋃

r>0 Λ+(m, r)。

类型为 Cm（m > 2）的典型李代数是偶数阶辛李代数

sp2m(C) = {M ∈M2m(C) : M trJ ′ + J ′M = 0}，

其中 J ′ 是任意的 2m阶反对称、可逆矩阵，我们将取 J ′ 为在所有 (i, i′)位置取

1（i = 1, 2, . . . , m），在所有 (i′, i)位置取 −1（i = 1, 2, . . . , m），在其他位置

取 0的矩阵。此时李代数中矩阵的阶是 n = 2m，所有的单根为

αi = εi − εi+1 (i = 1, 2, . . . , m− 1), αm = 2εm；
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正根集为

Φ+(Cm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m} ∪ {2εi : i = 1, 2, . . . , m}；

支配权集为

Λ+(Cm) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : a1 > a2 > · · · > am, ai ∈ N0}

'
⋃

r>0

Λ+(m, r)。

在 支 配 序 下 Λ+(Cm) 分 解 成 两 个 连 通 分 支 ： 奇 数 次 的 支 配

权
⋃

r>0，奇数 Λ+(m, r) =
⋃

k>0 Λ+(m, 2k + 1) 和 偶 数 次 的 支 配 权
⋃

r>0，偶数 Λ+(m, r) =
⋃

k>0 Λ+(m, 2k)。

类型为 Dm（m > 4）的典型李代数为偶数阶的特殊正交李代数 so2m(C)。

此时李代数中矩阵的阶是 n = 2m，所有的单根为

αi = εi − εi+1 (i = 1, 2, . . . , m− 2), αm−1 = εm−1 + εm,

αm = εm−1 − εm；

正根集为

Φ+(Dm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m}；

支配权集为

Λ+(Dm) = {(a1 + · · ·+ am−2 +
am−1

2
+

am

2
)ε1 + · · ·+ (

am−1

2
+

am

2
)εm−1

+(
am−1

2
− am

2
)εm : ai ∈ N0}。

我们定义

Λ−(m, r) = {(λ1, . . . , λm−1,−λm) : (λ1, . . . , λm−1, λm) ∈ Λ+(m, r)}，

Λ±(m, r) = Λ+(m, r) ∪ Λ−(m, r)。
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则李代数so2m(C)的整数系数的支配权为
⋃

r>0 Λ±(m, r)。在支配序下
⋃

r>0 Λ±(m, r) 分成两个连通分支：奇数次的权
⋃

r>0 Λ±(m, 2k + 1) 和偶数次

的权
⋃

k>0 Λ±(m, 2k)。

2.2 典型群及其相似群的坐标环、正根和支配权（基域 K）

本节中基域是特征不等于 2的代数封闭域 K。有关余代数、余理想和双代

数、双理想的概念可参见 Abe [50]，有关仿射代数簇、坐标函数和仿射坐标环

的概念可参见 Hartshorne [51]，有关相似群（group of similitudes）的概念可参见

Doty [13]（注意其中关于相似群采用了不同的记号）。

对于一个固定的正整数 n > 1，全矩阵代数Mn(K)是域 K 上的一个 n2维

的仿射代数簇。我们沿用文献 [2]中的记号，对1 6 i, j 6 n，记

cij : Mn(K) −→ K

为把一个 n × n矩阵映到它的 (i, j)位置的坐标函数。代数簇Mn(K)的仿射坐

标环是带 n2 个变量的多项式代数 K[cij]，这是一个双代数，它的余乘和余单位

由下式给出

∆(cij) = Σn
k=1cik ⊗ ckj, ε(cij) = δij, ∀ i, j = 1, . . . , n。

这个双代数自然的可由多项式的次数进行分次，每一个齐次部分 K[cij]r（r ≥
0）包含所有的 r次齐次多项式，并且是一个余子代数。我们称 K[cij]的一个理

想 I 是齐次理想，如果它可以分解成齐次部分的直和，即

I =
⊕

r>0

(I ∩K[cij]r)。

我们令

det =
∑
σ∈Σn

sgn(σ)
n∏

i=1

ci,σ(i)，

其中 Σn 为 n 阶对称群，这是一个 n 次齐次多项式，它把一个矩阵M ∈
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Mn(K)映到其行列式det(M)。对于 i, j = 1, 2, . . . , n，令

c1(i, j) =
n∑

k=1

ckick′j， c2(i, j) =
n∑

k=1

cikcjk′，

和

c′1(i, j) =
n∑

k=1

ε(k)ckick′j， c′2(i, j) =
n∑

k=1

ε(k)cikcjk′，

其中 k′ = n + 1 − k，当 n是奇数时 ε(k) = 1，当 n是偶数并且 1 6 k 6 n
2
时

ε(k) = 1，当 n是偶数并且 n
2

< k 6 n时 ε(k) = −1。这些都是 2次齐次多项

式。

类型为 Am（m > 1）的典型群是特殊线性群

SLm+1(K) = {M ∈Mm+1(K) : det(M) = 1}，

类型为 Bm（m ≥ 2）的典型群是奇数阶的特殊正交群

SO2m+1(K) = {M ∈M2m+1(K) : det(M) = 1, M trJM = J = MJM tr}，

类型为 Cm的典型群是偶数阶的辛群

SP2m(K) = {M ∈M2m(K) : M trJ ′M = J ′ = MJ ′M tr}，

类型为 Dm的典型群是偶数阶的特殊正交群

SO2m(K) = {M ∈M2m(K) : det(M) = 1, M trJM = J = MJM tr}，

其中对称矩阵 J 和反对称矩阵 J ′均依照上节中的取法。按照上节的约定，我们

记类型为 Xm的典型群中矩阵的阶为 n。

注记 2.1: 事实上，在基域K 的特征不等于 2的前提下，特殊正交群（和辛群）

不依赖于矩阵 J （和矩阵 J ′）的选取。也就是说，不同的对称、可逆矩阵 J 定

义出的特殊正交群是彼此同构的，不同的反对称、可逆矩阵 J ′ 定义出的辛群

也是彼此同构的。整篇论文中，除了 5.3节之外，所有的矩阵 J 和 J ′ 都如上选
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取。 ¥

对于一个 n阶矩阵M = (mij)，条件

M trJM = J = MJM tr

等价于 ∀ i, j = 1, 2, . . . , n，

δj,i′ = cij(M
trJM) = c1(i, j)(M) =

n∑

k=1

mkimk′j

δj,i′ = cij(MJM tr) = c2(i, j)(M) =
n∑

k=1

mikmjk′

其中 δi,j 是通常的符号，即当 i = j 时取值为 1，当 i 6= j 时取值为 0。条件

M trJ ′M = J ′ = MJ ′M tr

等价于 ∀ i, j = 1, 2, . . . , n，

δj,i′ = cij(M
trJ ′M) = c′1(i, j)(M) =

n∑

k=1

ε(k)mkimk′j

δj,i′ = cij(MJ ′M tr) = c′2(i, j)(M) =
n∑

k=1

ε(k)mikmjk′。

由定义知，典型群 G是全矩阵代数Mn(K)的一个仿射子代数簇，故而其

仿射坐标环 K[G]为多项式代数 K[cij]到 G上的限制。换言之，记 I(G)为由 G

的定义关系生成的 K[cij]的理想，则 K[G]是 K[cij]模去 I(G)得到的商环。

类型 Am时，理想 I(SLn(K))由 det− 1生成，类型为 Bm和 Dm时，理想

I(SOn(K))由

{det− 1} ∪ {c1(i, i
′)− 1, c2(i, i

′)− 1 : 1 6 i 6 n}

∪{c1(i, j), c2(i, j) : 1 6 j 6= i′ 6 n}

13



第 2章 准备知识

生成。类型为 Cm时，理想 I(SPn(K))由

{c′1(i, i′)− 1, c′2(i, i
′)− 1 : 1 6 i 6 n} ∪ {c′1(i, j), c′2(i, j) : 1 6 j 6= i′ 6 n}

生成。

注意到 I(G)实际上是双代数 K[cij]的双理想，故而 K[G]继承了 K[cij]的

余乘 ∆和余单位 ε也成为双代数。但是 I(G)并非齐次理想，而

I(G)0 ,
⊕

r>0

(I(G) ∩K[cij]r)

是齐次理想，并且对非负整数r > 0，齐次部分

I(G)0
r , I(G) ∩K[cij]r

是余理想。所以商环 K[cij]r/I(G)0
r 是一个余代数，记为 K[G]0r。

注记 2.2: 作为典型群 G上的有理函数，K[G]0r1
和 K[G]0r2

（r1 6= r2）中的多项

式可能相等。比如，K[G]0n中的行列式多项式 det等于 K[G]00中的 1；在类型为

Bm和Dm时，K[SOn(K)]02中的 2次齐次多项式 c1(i, i
′)和 c2(i, i

′)都等于 1；在

类型为 Cm时，K[SPn(K)]02中的 2次齐次多项式 c′1(i, i
′)和 c′2(i, i

′)都等于 1。¥

我们记典型群 G的相似群为 G0。在类型为 Am（m > 1）时，相似群为

SL0
m+1(K) = {M ∈Mm+1(K) : det(M) 6= 0} = GLm+1(K)。

类型为 Bm（m > 2）时，相似群为

SO0
2m+1(K) = {M ∈M2m+1(K) : M trJM = MJM tr = sJ，

det(M) = t, 0 6= t、s ∈ K}。

类型为 Cm（m > 2）时，相似群为

SP 0
2m(K) = {M ∈M2m(K) : M trJ ′M = MJ ′M tr = sJ ′, 0 6= s ∈ K}。

14
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类型为 Dm（m > 4）时，相似群为

SO0
2m(K) = {M ∈M2m(K) : M trJM = MJM tr = sJ，

det(M) = t, t = sm, 0 6= t、s ∈ K}。

其中对称矩阵J和反对称J ′如相应典型群中定义。

对于一个矩阵M = (mij)，条件

M trJM = MJM tr = sJ

等价于 ∀ i, j = 1, 2, . . . , n，

sδj,i′ = cij(M
trJM) = c1(i, j)(M) =

n∑

k=1

mkimk′j，

sδj,i′ = cij(MJM tr) = c2(i, j)(M) =
n∑

k=1

mikmjk′。

条件

M trJ ′M = MJ ′M tr = sJ ′

等价于 ∀ i, j = 1, 2, . . . , n，

sδj,i′ = cij(M
trJ ′M) = c′1(i, j)(M) =

n∑

k=1

ε(k)mkimk′j，

sδj,i′ = cij(MJ ′M tr) = c′2(i, j)(M) =
n∑

k=1

ε(k)mikmjk′。

作为相似群 G0 上的 2 次齐次多项式，在类型 Bm 和 Dm 时，我们有

c1(i, i
′) = c2(i, i

′)（∀ i = 1, 2, . . . , n），记为 c0；在类型Cm时，我们有 c′1(i, i
′) =

c′2(i, i
′)（∀ i = 1, 2, . . . , n），也记为 c0。

注记 2.3: 作为典型群 G及其相似群 G0上的多项式，在类型为 Bm时，(det)2 =

(c0)
n；在类型为 Cm和 Dm时，det = (c0)

m。 ¥
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我们记K[G0]为相似群G0的仿射坐标环，记 K〈G0〉 为 K[G0] 的由 {cij :

∀ i, j}生成的子代数，这是 K[cij]模去理想

I〈G0〉 = {c ∈ K[cij] : c(g) = 0, ∀g ∈ G0}

得到的商环。这里理想 I〈G0〉是一个齐次理想，即 I〈G0〉 =
⊕

r>0 I〈G0〉r，其中
I〈G0〉r = I(G0)

⋂
K[cij]r 是 K[cij]的余理想。所以

K〈G0〉 =
⊕

r>0

K[cij]r/I〈G0〉r

是一个分次代数，并且每个其次分量 K〈G0〉r 都是余代数。
事实上在类型为 Am 时，理想 I〈GLm+1(K)〉 = 0。在类型为 Bm 时，理想

I〈SO0
2m+1(K)〉由

{c1(i, i
′)− c1(1, n), c2(i, i

′)− c1(1, n) : 1 6 i 6 n}

∪{c1(i, j), c2(i, j) : 1 6 j 6= i′ 6 n}

生成。在类型为 Cm时，理想 I〈SP 0
2m(K)〉由

{c′1(i, i′)− c′1(1, n), c′2(i, i
′)− c′1(1, n) : 1 6 i 6 n}

∪{c′1(i, j), c′2(i, j) : 1 6 j 6= i′ 6 n}

生成。在类型为 Dm时，理想 I〈SO0
2m(K)〉由

{det− c1(i, i
′)m, c2(i, i

′)− c1(1, n) : 1 6 i 6 n}

∪{c1(i, j), c2(i, j) : 1 6 j 6= i′ 6 n}

生成。

下面的引理可由 K[cij]的理想 I(G)0
r 和 I〈G0〉r 的定义直接得到。

引理 2.1: （Doty [13]）对任意非负整数 r > 0，多项式代数 K[cij] 的两个理想

16
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I(G)0
r 和 I〈G0〉r 相等，从而余代数 K[G]0r 和 K〈G0〉r 相等。

本节的最后，我们列出典型群及其相似群的正根集和支配权集，它们不依

赖于基域 K 的选取，通过考虑相应李代数的信息计算可得。

我们记 Φ+(Xm)和 Λ+(Xm)分别为类型为 Xm 的典型群的正根集和支配权

集，它们等于相应李代数的正根集和支配权集，已经在前一节中给出。注意到

类型为 Bm 和 Dm 时，支配权的系数可能为分数，但是由于我们后面的计算只

涉及到整数系数的支配权，所以从现在起我们将仅考虑 Λ+(Xm)的包含整数系

数支配权的子集 Λ+(Xm)int。类似地，我们记 Φ+
0 (Xm)和 Λ+

0 (Xm)分别为类型

为 Xm 相似群的正根集和支配权集，记 Λ+
0 (Xm)int 为包含整数系数的支配权构

成的子集。在类型为 Am 和 Cm 时，所有的支配权都是整数系数的，此时我们

有

Λ+(Xm)int = Λ+(Xm)， Λ+
0 (Xm)int = Λ+

0 (Xm)。

我们保留前一节中对 εi的定义。令

λ0 = ε1 + ε2 + · · ·+ εn， ε0 = εi + εi′，

其中 i′ = n + 1− i如前定义。这样在 Cm和 Dm型时，n = 2m是偶数，并且

λ0 = mε0, ε0 = ε1 + εn = · · · = εm + εm+1。

在 Bm型时，n = 2m + 1是奇数，并且

ε0 = ε1 + εn = · · · = εm + εm+2 = 2εm+1, 2λ0 = nε0。

类型为 Am（m > 1）型时，n = m + 1，

Φ+(Am) = Φ+
0 (Am) = {εi − εj : 1 6 i < j 6 n}，

Λ+(Am) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : a1 > a2 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0}，

Λ+
0 (Am) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn : a1 > a2 > · · · > an, a1, . . . , an ∈ Z}

17



第 2章 准备知识

= {a1ε1 + · · ·+ amεm + a0λ0 : a1 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0, a0 ∈ Z}。

类型为 Bm（m > 2）型时，

Φ+(Bm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m; εi : 1 6 i 6 m}，

Φ+
0 (Bm) = {εi − εj, εi + εj − ε0 : 1 6 i < j 6 m; εi − εm+1 : 1 6 i 6 m}。

Λ+(Bm)int = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : a1 > a2 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0}，

Λ+
0 (Bm)int = {a1ε1+· · ·+amεm+a0εm+1 : a1 > a2 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0, a0 ∈ Z}。

类型为 Cm（m > 2）型时，

Φ+(Cm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m; 2εi : 1 6 i 6 m}，

Φ+
0 (Cm) = {εi − εj, εi + εj − ε0 : 1 6 i < j 6 m; εi − εi′ : 1 6 i 6 m}，

Λ+(Cm) = {a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ amεm : a1 > a2 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0}，

Λ+
0 (Cm) = {a1ε1+· · ·+amεm+a0ε0 : a1 > a2 > · · · > am, a1, . . . , am ∈ N0, a0 ∈ Z}。

类型为 Dm（m > 4）型时，

Φ+(Dm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m}，

Φ+
0 (Dm) = {εi − εj, εi + εj − ε0 : 1 6 i < j 6 m}，

Λ+(Dm)int = {a1ε1 + ε2 + · · ·+amεm : a1 > · · · > am−1 > |am|, a1, . . . , am ∈ Z}，

Λ+
0 (Dm)int = {a1ε1+· · ·+amεm+a0ε0 : a1 > . . . > am−1 > |am|, a0, a1, . . . , am ∈ Z}。

注意到这里 am上的绝对值符号表明 a1, . . . , am−1都是非负整数。

2.3 典型群及其相似群的有理表示（基域 K）

本节中的内容主要参见 [13, 2]，其中有关代数群的概念可参见 [52, 53]。这里所

有出现的表示、模和右余模都是有限维的，基域 K 是特征不为 2的代数封闭
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域。

设H为任一群，单位元为 1H。记KH为由所有从H到K的函数构成的K-

线性空间，其加法和数乘均点点定义，即对任意f, f ′ ∈ KH，λ ∈ K和h ∈ H，

(f · f ′)(h) = f(h) · f ′(h), (λ · f)(h) = λ · f(h)。

从 H 上的群结构出发可以得到两个 K-线性映射

∆ : KH −→ KH×H , ∆(f)(g, h) = f(g · h)

ε : KH −→ K, ε(f) = f(1H)

其中 f ∈ KH，g, h ∈ H。记群 H 在域 K 上的群代数为 KH，这是一个以 H 中

元素为基的 K-代数，其乘法由群 H 中元素的乘法线性扩充得到。

给定一个 K-线性空间 V，如果存在群同态

ρ : H −→ GLK(V )，

则称 V 是群 H 的一个线性表示，如果存在 K-代数同态

ρ′ : KH −→ EndK(V )，

则称 V 是一个 KH-模，并且称 ρ和 ρ′为相应的表示映射。注意到 H 上的函数

f ∈ KH 可以自然的线性延拓到群代数 KH 上，成为 KH 上的线性函数，因而

H 在 K 上的线性表示可以自然的与 KH-模等同起来。

设 V 是一个 KH-模，取定 V 的一组 K-基 {v1, v2, . . . , vn}，则存在函数
rij ∈ KH（1 6 i, j 6 n）满足

h · vj =
n∑

i=1

rij(h)vi, ∀ h ∈ H。

按照 J. A. Green [2, pp. 6]的说法，我们称这些函数 rij（1 6 i, j 6 n）为系数函数，
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并且定义 V 的系数空间为 KH 的由系数函数

{rij : i, j = 1, 2, . . . , n}

生成的线性子空间，记为 cf(V )。再记 F (KH)为由所有 KH-模的系数空间生

成的 KH 的线性子空间，则 F (KH)是一个余代数，其余乘和余单位分别由 KH

上的映射 ∆和 ε限制到 F (KH)上得到。

引理 2.2: （J. A. Green [2]）设 V 是一个KH-模，vi和 rij 如上定义。则 V 的系

数空间 cf(V )是 F (KH)的余子代数，其余乘 ∆和余单位 ε由下式给出

∆(rij) =
n∑

k=1

rik ⊗ rkj, ε(rij) = δij, ∀ i, j。

证明: 对任意 h, h′ ∈ H，根据系数函数的定义有

(h · h′) · (vj) =
n∑

i=1

rij(h · h′)vi，

根据表示映射的定义有

(h · h′) · (vj) = h · (h′ · vj) = h · (
n∑

k=1

rkj(h
′)vk)

=
n∑

k=1

rkj(h
′)(h · vj) =

n∑

k=1

rkj(h
′)

n∑
i=1

rik(h)vi

=
n∑

i=1

n∑

k=1

rik(h)rkj(h
′)vi。

由此可得 rij(h · h′) =
∑n

k=1 rik(h)rkj(h
′)，即 ∆(rij) =

∑n
k=1 rik ⊗ rkj。

类似地，对于群 H 的单位元 1H，有

vj = 1H · (vj) =
n∑

i=1

rij(1H)vi。

由此可得 ε(rij) = rij(1H) = δij。 ¥
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下面的观察见于文献 [54]中的引理1.2。

引理 2.3: 设 H 和 V 如上所述，则作为一个 K-代数，表示映射 ρ : KH −→
EndK(V )的像同构于系数空间 cf(V )的线性对偶 cf(V )∗ = HomK(cf(V ), K)。

证明: 根据系数空间 cf(V )的定义，有

Ker(ρ) = {α ∈ KH : ρ(α) = 0}

= {α ∈ KH : c(α) = 0, ∀ c ∈ cf(V )}

= {α ∈ KH : rij(α) = 0, ∀ i, j}。

因为 Im(ρ) ∼= KH/Ker(ρ)，所以系数函数 rij 在 Im(ρ)上是良定的，并且系数空

间 cf(V )是 Im(ρ)的线性对偶 Im(ρ)∗的子空间。另外注意到对任意 β ∈ Im(ρ)，

总存在某个系数函数 c使得 c(β) 6= 0。由此我们得到了有限维 K-线性空间的同

构 cf(V ) → Im(ρ)∗。通过取对偶我们得到K-线性空间的同构 Im(ρ) → cf(V )∗。

因为系数空间 cf(V )上的余代数结构是由群代数 KH 上的代数结构诱导

的，所以从 Im(ρ)到 cf(V )∗的线性同构实际上保持二者的代数结构。 ¥

当群 H 是域 K 上的代数群时，其坐标环 K[H]是余代数 F (KH)的余子代

数。这时称 H 的一个线性表示 V 是有理表示，如果 V 的系数空间 cf(V )被包

含在坐标环 K[H]中，即 cf(V )是 K[H]的余子代数。根据文献 [2, pp. 9]，代数群

H 的每一个有理表示都可以与 K[H]的右余模等同起来。类似地我们可以证明

如下的引理。

引理 2.4: 设 A 是域 K 上的一个有限维结合代数，那么 A 的线性对偶空间

A∗ = HomK(A,K)自然的是一个余代数。记 mod(A)为有限维 A-模构成的范

畴，记 comod(A∗)为有限维右 A∗-余模构成的范畴。则 mod(A)和 comod(A∗)

之间存在范畴等价。

证明: 对偶空间 A∗上的余乘 ∆ : A∗ −→ A∗ ⊗ A∗和余单位 ε : A∗ −→ K 分别由

代数 A的乘法和单位元 1A诱导，即对任意 f ∈ A∗和 a, a′ ∈ A，

∆(f)(a, a′) = f(a · a′), ε(f) = f(1A)。
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设 V 是一个 A-模，以 {vi}n
i=1为基，以 {rij}n

i,j=1为系数函数，即有

a · vj =
n∑

i=1

rij(a)vi, ∀ a ∈ A。

则映射 vj 7→
∑n

i=1 vi ⊗ rij 给出了 V 上的右 A∗-余模结构。反之，设 U 是一个右

A∗-余模，以 {ui}n
i=1为基，并且右余模结构由下式给出

uj 7→
n∑

i=1

ui ⊗ rij, rij ∈ A∗。

则

a · uj =
n∑

i=1

rij(a)ui, ∀ a ∈ A

给出了 U 上的 A-模结构。最后可以验证对于两个 A-模 V 和W，它们作为 A-

模和作为右 A∗-余模的态射空间是同构的，即 HomA(V, W ) ∼= HomA∗(V, W )。¥

对于一个典型群 G或者其相似群 G0（二者均是域 K 上代数群），一个有

理表示 V 被称为是一个多项式表示，如果 V 上的系数函数都是坐标函数 cij 的

多项式。换言之，V 的系数空间 cf(V )被包含于该典型群 G的坐标环 K[G]，

或者 K〈G0〉（对应于其相似群 G0）。显然，典型群的所有有理表示均是多项式

表示。设 r > 0为非负整数，相似群 G0的一个多项式表示 V 被称为是 r次齐次

多项式表示，如果 V 的系数空间 cf(V )被包含在齐次空间 K〈G0〉r 中。前面我
们已经指出过，典型群 G上的不同次数的多项式可能相等，所以 G上的多项式

表示无法谈及齐次与否。

我们记MX(n)为相似群 G0 上的有理表示构成的范畴，其中 X 为群 G0 的

类型，n为群 G0 中矩阵的阶；记 MX(n, r)为由 G0 上 r 次齐次多项式构成的

MX(n, r)的满子范畴，其中 r ∈ N0。根据前面的分析，存在范畴等价

MX(n) ∼= comod(K〈G0〉)

和

MX(n, r) ∼= comod(K〈G0〉r)。
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引理 2.5: 相似群 G0上的多项式表示范畴MX(n)存在直和分解

MX(n) ∼=
⊕

r>0

MX(n, r)，

即 G0 上的任一多项式表示都可以表达成齐次多项式表示的直和，并且 G0 上不

同次数的齐次多项式表示之间没有非平凡的映射或者扩张。

证明: 根据 K〈G0〉的定义有余子代数的直和分解

K〈G0〉 =
⊕

r>0

K〈G0〉r，

根据文献 [55]中的结论(1.6c)可知，相似群 G0上的任一多项式表示都可以表达成

齐次多项式表示的直和。特别的，我们知道 G0 上不可分解的多项式表示一定

是齐次的。

注意到G0上一个齐次多项式表示的子表示依然是齐次多项式表示，并且次

数相同，从而一个齐次多项式表示的商表示也是同一次数的齐次多项式表示。

设 f 是从 r 次齐次多项式表示 V 到 s次齐次多项式表示 W 的一个非零 G0 同

态。由于 f 的像 Im(f)既是 V 的商表示，又是W 的子表示，所以 Im(f)既是 r

次齐次多项式表示，又是 s次齐次多项式表示，特别地 r = s。这就证明了不同

次数的齐次多项式之间没有非平凡的映射。

现在假设 Ext1(V, W ) 6= 0，其中 V 是 r次齐次多项式表示，W 是 s次齐次

多项式表示。这样就有形如

0 W Y V 0- - - -f g

的非分裂的短正合序列。因此一定存在 Y 的非零的不可分解直和项，记为 Y1，

满足 Im(f)
⋂

Y1 6= 0和 g(Y1) 6= 0。从而 Y1 是一个齐次多项式表示。根据上一

段的论述，Im(f)
⋂

Y1 因为是 Im(f)的子表示所以是 s次齐次多项式表示，而

g(Y1)因为是 V 的子表示所以是 r次齐次多项式表示。但是它们又都与 Y1 的次

数相等，所以 r = s。现在因为 Y 的每一个不可分解直和项或者与 Im(f)的交

集非空，或者在映射 g 下的像集非空，因此该不可分解直和项一定是 r次齐次

的。由此可知 Y 是 r次齐次的多项式表示。综上所述我们证明了不同次数的齐
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次多项式表示之间没有非平凡的扩张。 ¥

引理 2.6: 设 V 是相似群 G0上的一个齐次多项式表示。则限制到典型群 G上 V

是一个多项式表示，并且表示映射

ρ0 : KG0 −→ EndK(V )

的像等于表示映射

ρ : KG −→ EndK(V )

的像，其中 ρ是 ρ0到群代数 KG上的限制。

证明: 易见K〈G0〉中的元素到G上的限制落在坐标环K[G]中，因此G0上的多

项式表示限制到 G上依然是多项式表示。由于群代数 KG是群代数 KG0 的子

代数，故而映射 ρ的像集 Im(ρ)是映射 ρ0的像集 Im(ρ0)的子代数。

另一方面，任给G0中的矩阵 g0，记 d (6= 0)为其行列式。因为基域K 是代

数封闭的，所以存在 λ ∈ K 使得 λn = d，其中 n是群 G和 G0中矩阵的阶。我

们令 g = λ−1g0，则因为 det(g) = 1所以 g属于典型群 G。设 V 是 G0 上的 r次

齐次多项式表示，则对于 K[cij]r 中的齐次多项式 f，我们有 f(g0) = λrf(g)。

因此

ρ0(g
0) = ρ0(λ · g) = λrρ0(g) = λrρ(g) ∈ Im(ρ)。

这样 ρ0(G
0)以及 Im(ρ0) = ρ0(KG0)都被包含在 Im(ρ)中。综上所述，我们已经

证明了 Im(ρ0)和 Im(ρ)作为代数相等。 ¥

引理 2.7: 任给 G0 上的 r次齐次多项式表示 V 和 V ′，我们有 HomKG0(V, V ′) ∼=
HomKG(V, V ′)，并且 V 和 V ′ 作为 G0 上的表示同构当且仅当二者限制到 G上

同构。从而范畴MX(n, r)成为 G上有理表示范畴的满子范畴。

证明: 因 为 KG 是 KG0 的 子 代 数 ， 所 以 态 射 空 间 HomKG0(V, V ′) 是

HomKG(V, V ′) 的子空间。另一方面，任给 KG-态射 f : V −→ V ′。对任意

g0 ∈ G0，由引理 2.6的证明过程知存在 λ ∈ K 使得 λ−1g0 ∈ G，故 ∀ v ∈ V，

f(g0 · v) = f(λ(λ−1g0) · v) = λ(λ−1g0)f(v) = g0 · f(v)。
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因此 f 也是一个 KG0-态射，从而 HomKG0(V, V ′) ∼= HomKG(V, V ′)。引理的第

二个断言亦由此可得。 ¥
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第 3章 典型群的 Schur代数的代数结构

在简要回顾典型群的 Schur代数的定义（3.1节）和 Littelmann的道路模型

（3.2节）之后，3.3节将确定复数域上 Schur代数的结构（见推论 3.4），并且

通过利用道路模型进行张量积分解而计算 Schur代数的权集 πX(n, r)（见定理

3.1）。3.4节将描述当基域为特征不等于 2的代数封闭域时，Schur代数在相应

典型群及其相似群上的权集，并判定其何时是饱和的。3.5节将证明 A、C和

D 型的 Schur代数是 Donkin定义下的广义 Schur代数，而 B 型不是（见定理

3.2）。

沿用前一章的记号，Xm 代表典型群及其相似群的类型，即 Am（m >
1），Bm（m > 2），Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）。记 G 为类型为 Xm 的

典型群，记 G0 为相应的相似群；记 n 为它们中矩阵的阶，即类型为 Am 时

n = m + 1，类型为 Bm时 n = 2m + 1，类型为 Cm和 Dm时 n = 2m。

3.1 典型群的 Schur代数的定义（基域 K）

本节中只有命题 3.1是新的，其余部分均见于 [13]。设 E 为 Xm 型的典型群

G和相似群 G0 的标准表示，也就是说 E 是域 K 上的 n-维列向量空间，群 G

和 G0通过矩阵左乘自然的作用在 E上。对任意正整数 r > 1，记 E⊗r 为 E的 r

阶张量积空间，群 G和 G0在 E⊗r 上有自然的对角作用。

定义 3.1: （Doty [13]）对任意的正整数 r > 1，定义类型为 Xm 的 Schur 代数

SX(n, r)是表示映射

ρr : KG −→ EndK(E⊗r)

的像集，或者是表示映射

ρr
0 : KG0 −→ EndK(E⊗r)

的像集。当 r = 0时，约定 SX(n, 0) = K。

根据定义，E⊗r 作为典型群 G 和相似群 G0 上的表示，其系数空间分别

为余代数 K[cij]r 到 G和 G0 上的限制，即分别为余代数 K[G]0r 和 K〈G0〉r（见
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2.2节中的定义）。因此 E⊗r 是典型群 G上的多项式表示，是相似群 G0 上的 r

次齐次多项式表示。由引理 2.6，上述 Schur代数定义中表示映射 ρr 的像集等

于表示映射 ρr
0的像集，故 Schur代数是良定的。

尽管从一开始我们就要求整数 m在 Bm 和 Cm 型时满足 m > 2，在 Dm 型

时满足 m > 4，实际上仅就 Schur代数的定义来讲是无需如此的。对于更小的

正整数 m，相应的典型李代数和典型群依然可以分别视为一般线性李代数和一

般线性群的子对象，因此相应的 Schur代数可以类似地定义，我们将在第 5章中

讨论m = 1的情形。

下面的结论赋予了 Schur代数以余代数实现的方式，可直接由引理 2.1和引

理 2.3得到。在第 4章中我们将通过这种余代数实现的途径，将 Schur代数纳入

逆系统中。

推论 3.1: 对任意非负整数 r > 0，类型为Xm的 Schur代数 SX(n, r)同构于余代

数 K[G]0r 和 K〈G0〉r 的线性对偶。

特别的，类型为 Am 时，余代数K〈GLn(K)〉r = K[cij]r，因此 SA(n, r) ∼=
(K[cij]r)

∗，这与 J. A. Green [2]定义的 Schur代数 SK(n, r)一致。

根据引理 2.4和推论 3.1可知， Schur代数的模范畴mod(SX(n, r))等价于余

代数 K〈G0〉r 的余模范畴 comod(K〈G0〉r)，而且余模范畴 comod(K〈G0〉r)等价
于 G0 上的 r 次齐次多项式表示范畴MX(n, r)。事实上，因为 SX(n, r)是相似

群的群代数 KG0的商，所以任何 SX(n, r)-模自然都是 G0的表示。

推论 3.2: 对任意非负整数 r > 0，范畴mod(SX(n, r))和MX(n, r)等价。

我们称一个表示是忠实的，如果其表示映射是单射。称一个表示 U 是另一

个表示 V 的子商，如果 U 同构于 V 的某个子表示的商。因为G0的表示 E⊗r 在

范畴MX(n, r)中，根据引理 2.5可知，E⊗r 的所有子商都落在MX(n, r)中。

命题 3.1: 相似群 G0 上的任何 r 次齐次多项式表示都是某个表示 (E⊗r)⊕l 的子

商，其中 l ∈ N。

证明: 根据定义 3.1，E⊗r 是 Schur代数的 SX(n, r)上的忠实模，因此 SX(n, r)

作为自己的左正则模是 E⊗r 的有限次直和的子模，从而 SX(n, r)上所有的射影

模都是 E⊗r 的有限次直和的子模。任给相似群 G0 上的一个 r 次齐次多项式表
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示 V，它同时是一个 SX(n, r)-模。这样 V 的射影闭包是表示 (E⊗r)⊕l 的子模，

其中 l ∈ N是某个正整数。而又因为 V 自然是它的射影闭包的商，所以它是

(E⊗r)⊕l的子商。 ¥

3.2 Littelmann的道路模型（基域 C）

本节中旨在回顾 Littelmann的道路模型（path model），参见 [48]，其中讨

论的对象是更广泛的可对称化的 Kac-Moody李代数，而我们这里仅限于有限维

的复半单李代数。

设 g是一个有限维的复半单李代数，h是其 Cartan子代数。我们记 h∗R为 h∗

的由所有单根的实数系数线性组合构成的子空间，这是一个实向量空间，并且

dimRh∗R = dimC h∗，h∗ = h∗R ⊗R C。考虑分段线性并且满足条件 γ(0) = 0的映射

γ : [0, 1] −→ h∗R，这样的映射上存在一个通过参数化定义的等价关系，即两个

这样的映射 γ 和 γ′等价，记作 γ ∼ γ′，当且仅当 γ′可以由 γ 通过重新参数化而

得到。我们沿用文献 [48]的说法，称这样的映射的等价类为道路，记 Π为所有道

路的集合。两条道路 γ1和 γ2的乘积 γ ∗ γ′由下式定义

γ1 ∗ γ2(t) =





γ1(2t) 如果 0 6 t 6 1/2；

γ2(2t− 1) + γ1(1) 如果 1/2 6 t 6 1。

对于李代数 g的一个单根 α，我们令 sα表示 h∗R上由

sα(λ) = λ− 〈α̌, λ〉α, ∀ λ ∈ h∗R

给出的线性函数。对 γ ∈ Π，记 sα(γ)为由 sα(γ)(t) = sα(γ(t))定义的道路。

给定一条道路 γ 和李代数 g 的一个单根 α，来定义道路 γ ∈ Π 上的反射

fα。考虑映射 hα : [0, 1] −→ R，它把 t ∈ [0, 1]映到 〈α̌, γ(t)〉。我们令

Q = min{Im(hα) ∩ Z}，
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不难看出 Q或者是一个负整数或者是零。令

p = max{t ∈ [0, 1] : hα(t) = Q}，

令 P 为实数 hα(1)−Q的整数部分，再令 x > p满足

hα(x) = Q + 1 和 Q < hα(t) < Q + 1, ∀ p < t < x。

按如下的方式定义道路 γ1、γ2和 γ3

γ1(t) = γ(tp), γ2(t) = γ(p + t(x− p))− γ(p),

γ3(t) = γ(x + t(1− x))− γ(x)，

则我们有 γ = γ1 ∗ γ2 ∗ γ3。定义反射 fα如下：如果 P = 0则 fα(γ) = 0，如果

P > 0则 fα(γ) = γ1 ∗ sα(γ2) ∗ γ3。

对任意线性函数 µ ∈ h∗R，我们记 γµ 为把 t ∈ [0, 1]映到 tµ的映射所决定的

道路。下面来看几个在形如 γµ的道路上做反射的例子。

例 3.1: 类型为 A1时，h∗R是一维实向量空间，如下图示。

• • •••
0 ε1 2ε1 · · ·−ε1−2ε1· · ·

γε1 α1γ−ε1

此时李代数 g = sl2(C)有唯一的一个单根 α1 = 2ε1，我们考虑道路 γε1。由

定义，函数 hα1把 t ∈ [0, 1]映到 〈α̌1, γε1(t)〉 = 〈α̌1, tε1〉 = t。因此有Q = 0，P =

1，p = 0，x = 1，并且

fα1(γε1) = sα1(γε1) = γε1−α1 = γ−ε1。

¥
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例 3.2: 类型为 A2 时，h∗R 是一个二维实向量空间，如下图所示，其中 ω1 =

ε1，ω2 = ε1 + ε2为基本权（fundamental weights）。

•0 ε1 = ω1

T
T

T
T
ε2

·
·

·
·
ε3

·
·
·
· ω2

bbbbbbb
α1

α2

对于道路 γε1 和李代数 g = sl3(C)的单根 α1 = ε1− ε2，函数 hα1 把 t ∈ [0, 1]

映到 t。通过与例 3.1类似的计算，可以得到

fα1(γε1) = sα1(γε1) = γε1−α1 = γε2。

对于单根 α2 = ε2 − ε3，函数 hα2 把 t ∈ [0, 1]映到 0。因此 Q = 0 = P，并且

fα2(γε1) = 0。 ¥

例 3.3: 类型为 B2 时，h∗R 是一个二维实向量空间，如下图示，其中 ω1 =

ε1，ω2 = 1
2
(ε1 + ε2)为基本权。

•
0 ε1 = ω1

α2 = ε2

@
@

@
@

@ α1

¡¡¡
ω2

对于道路 γε1 和李代数 g = so5(C)的单根 α1 = ε1−ε2，函数 hα1 把 t ∈ [0, 1]

映到 t并且

fα1(γε1) = sα1(γε1) = γε1−α1 = γε2。
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对于单根 α2 = ε2和道路 γε2，函数 hα2 把 t ∈ [0, 1]映到 2t。因此有Q = 0，P =

2，p = 0，x = 1/2和 γε2 = γ2 ∗ γ3。进而有

fα2(γε2) = sα2(γ2) ∗ γ3 = γ̃0

其中 γ̃0代表由

γ̃0(t) =




−tε2 如果0 6 t 6 1/2

(t− 1)ε2 如果1/2 6 t 6 1

定义的映射决定的道路。进而我们可以验证

fα2(γ̃0(t)) = f 2
α2

(γε2) = γ−ε2。

¥

给定李代数 g的一个支配权 µ，令

Pµ = {fαi1
· · · fαis

(γµ) : αij 是单根, s ∈ N0}。

集合 Pµ 的元素被称为型为 µ的Lakshmibai-Seshadri道路，简记为 LS-道路。任

意给定两个支配权 λ和 µ，我们称一个型为 µ的 LS-道路 γ 是 λ-支配的，当且

仅当对任意的 t ∈ [0, 1]，λ + γ(t)都在基本Weyl房中。记 Pλ
µ 为所有的型为 µ的

λ-支配的LS-道路的全体。在这些记号下，我们有下面的分解定理。

命题 3.2: （Littelmann [48]）任意给定李代数 g的两个支配权 λ和 µ，我们有如

下张量积的分解公式

V (λ)⊗ V (µ) =
⊕

ν∈Pλ
µ

V (λ + ν(1))，

其中 V (λ)是李代数 g的最高权为 λ的既约表示。

值得注意的是，上面分解式右端直和项的重数被隐藏在道路中了，因为 Pλ
µ

中不同的道路可能在 t = 1时取值相等。
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3.3 典型群的Schur代数的代数结构（基域 C）

本节的基域为复数域 C，我们将证明 Schur代数是半单的（见推论 3.4），

并且将利用 3.2节中介绍的道路模型来确定 Schur代数的结构（见定理 3.1）。

我们记 g为 C上类型为 Xm 的典型李代数，G为 C上类型为 Xm 的典型

群，则 g是一般线性李代数 gln(C)的李子代数，G是一般线性群 GLn(C)的李

子群。此时群 G 的标准表示是 n-维复向量空间 Cn，表示映射为 ρ : CG −→
EndC(Cn)。对任意正整数 r ∈ N，群代数 CG 对角作用在张量积空间 (Cn)⊗r

上。同时李代数 g也通过矩阵左乘作用在向量空间 Cn上，并且通过

X(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vr) =
r∑

i=1

v1 ⊗ · · · ⊗ vi−1 ⊗Xvi ⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vr

作用在张量积空间 (Cn)⊗r 上，其中 X ∈ g，vi ∈ Cn（i = 1, 2, . . . , r）。记 U(g)

为李代数 g的泛包络代数，这是一个复数域上的结合代数。我们知道李代数 g

的表示可以自然地等同于包络代数 U(g)上的模。

根据定义，对正整数 r > 1，Schur代数 SX(n, r)是表示映射

ρr : CG −→ EndC((Cn)⊗r)

的像集，同时也是表示映射

U(g) −→ EndC((Cn)⊗r)

的像集。这一李代数的实现方式使得我们可以自由地利用李理论的知识来研究

Schur代数。当整数 n = 0时，根据约定 SX(n, 0) = C。

引理 3.1: 设 V1和 V2是李代数 g的两个有限维既约表示。那么 V1⊕ V2也是李代

数 g的一个表示，记其表示映射为

U(g) −→ EndC(V1 ⊕ V2)。

当 V1不同构于 V2时该表示映射的像集等于 EndC(V1)⊕ EndC(V2)，当 V1同构于
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V2时该表示映射的像集同构于 EndC(V1)。

证明: 对 i = 1, 2，记 ρi : U(g) −→ EndC(Vi)为 Vi 的表示映射。因为 Vi 是李代

数 g的既约表示，所以 Vi是其表示映射 ρi的像集 U(g)/Ker(ρi)上的既约表示。

注意到 Im(ρi)仅有一个忠实的既约表示 Vi，所以它是一个单代数，并且表示映

射 ρi是满射。

根据直和的定义，表示映射

ρ1 ⊕ ρ2 : U(g) −→ EndC(V1 ⊕ V2)

经过 EndC(V1)⊕ EndC(V2)分解。如果 V1同构于 V2，我们可以将表示映射 ρ1和

ρ2等同起来，因此

Im(ρ1 ⊕ ρ2) ∼= Im(ρ1) = EndC(V1)。

如果 V1不同构于 V2，则因为表示映射 ρ1和 ρ2都是满射，故

Im(ρ1 ⊕ ρ2) = Im(ρ1)⊕ Im(ρ2) = EndC(V1)⊕ EndC(V2)。

¥

推论 3.3: 设 Vi（i = 1, 2, . . . , s）是李代数 g 的两两互不同构的有限维既约表

示。则对任意正整数 ni ∈ N（i = 1, 2, . . . , s），表示映射

U(g) −→ EndC(
s⊕

i=1

(V ⊕ni
i ))

的像集是
⊕s

i=1 EndC(Vi)。

我们的李代数 g是一个有限维的单的复李代数，所以 g上所有的有限维表

示都是完全可约的，并且每个不可约直和项都是以某个支配权 λ ∈ Λ+(Xm)为

最高权的高权表示 V (λ)，参见 [49]。特别地，张量积 (Cn)⊗r 也是李代数 g的完
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全可约表示。假定我们有分解

(Cn)⊗r =
⊕

λ∈πX(n,r)

V (λ)⊕lλ

其中 lλ是既约表示 V (λ)的重数，πX(n, r)是支配权集 Λ+(Xm)的子集，包含了

(Cn)⊗r 中所有不可约直和项的最高权。根据推论 3.3，我们有

SX(n, r) = Im(U(g) −→ EndC(
⊕

λ∈πX(n,r)

V (λ)⊕lλ))

∼=
⊕

λ∈πX(n,r)

EndC(V (λ))。

推论 3.4: Schur代数 SX(n, r)是复数域 C上的半单代数，并且有分解

SX(n, r) ∼=
⊕

λ∈πX(n,r)

Mdλ
(C)，

其中 dλ = dimCV (λ)为既约表示 V (λ)的维数。

我们知道 Weyl特征标公式给出了 dλ 的计算公式（见
[49]）。现在为了描

述 Schur代数 SX(n, r)的代数结构，我们必须确定集合 πX(n, r)，等价地说，

我们要给出张量积 (Cn)⊗r 在李代数 g 上的直和分解。注意到标准表示 Cn 是

最高权为 ε1 的既约表示，让我们首先来确定型为 ε1 的所有LS-道路的集合

Pε1（见3.2节中定义）。

引理 3.2: 类型为 Am 时，Pε1 = {γε1 , γε2 , . . . , γεm+1}。类型为 Bm 时，Pε1 =

{γε1 , γε2 , . . . , γεm , γ̃0, γ−εm , . . . , γ−ε1}，其中 γ̃0为由映射

γ̃0(t) =




−tεm 如果 0 6 t 6 1/2

(t− 1)εm 如果 1/2 6 t 6 1

所 决 定 的 道 路 。 类 型 为 Cm 和 Dm 时 ，Pε1 =

{γε1 , γε2 , . . . , γεm , γ−εm , . . . , γ−ε1}。
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证明: 我们将通过在道路上做反射的方法，逐条地证明该结论。

类型为 Am 时：设 i ∈ {1, 2, . . . , m}，j ∈ {1, 2, . . . , m + 1}。对于李代数
g = slm+1(C) 的单根 αi = εi − εi+1和道路 γεj

，函数 fαi
(γεj

) 非零当且仅当

j = i，并且此时函数 hαi
把 t ∈ [0, 1]映到 t，因此有 Q = 0，P = 1，p = 0和

s = 1。由此可得

fαi
(γεi

) = sαi
(γεi

) = γεi+1

和

Pε1 = {fαi1
· · · fαis

(γε1) : αij是单根, s ∈ N0}

= {γε1 , γε2 , . . . , γεm+1}。

类型为 Bm 时：设 i ∈ {1, 2, . . . , m − 1}，j ∈ {1, 2, . . . , m}。对于李代数
g = so2m+1(C) 的单根 αi = εi − εi+1和道路 γεj

，函数 fαi
(γεj

) 非零当且仅当

j = i，并且此时类似于 Am 的情形，我们有 fαi
(γεi

) = γεi+1
。对于单根 αi和道

路 γ−εj
，函数 fαi

(γ−εj
)非零当且仅当 j = i + 1，并且此时有fαi

(γ−εi+1
) = γ−εi

。

当 i = m时，单根为 αm = εm，函数 fαm(εj)非零当且仅当 j = m，此时类似于

前面的例 3.3中可得

fαm(γεm) = γ̃0, fαm(γ̃0) = γ−εm。

再由 fαm(γ−εm) = 0和 i ∈ {1, 2, . . . , m− 1}时 fαi
(γ̃0) = 0，可得结论。

类型为 Cm和 Dm时，设 i, j ∈ {1, 2, . . . , m}。函数 fαi
(±γεj

)非零当且仅当

以下某种情形发生

fαi
(γεi

) = γεi+1
, i = 1, . . . , m− 1，

fαi
(γ−εi+1

) = γ−εi
, i = 1, . . . , m− 1，

fαm(γεm) = γ−εm。

由此可得型为 ε1的LS-道路。 ¥
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回顾集合

Λ+(m, r) = {(a1, a2, . . . , am) :
m∑

i=1

ai = r, a1 > a2 > · · · > am, ai ∈ N0}

为 r的最多分成m份的剖分全体。对于非负整数 0 6 i，我们引入如下的记号：

Λ+
i (m, r) = {λ = (a1, . . . , am) ∈ Λ+(m, r) : a1, . . . , am−i 6= 0}，

它包含了 Λ+(m, r)中的那些前 m − i个位置非零，后 i个位置随意的剖分。特

别地，当 i > m时我们有 Λ+
i (m, r) = Λ+(m, r)。在前面 2.1节中，我们已经对

D型的李代数定义了如下的记号：

Λ−(m, r) = {λ = (a1, . . . , am−1,−am) : (a1, . . . , am−1, am) ∈ Λ+(m, r)}，

Λ±(m, r) = Λ+(m, r) ∪ Λ−(m, r)。

我们约定当 r < 0时，集合 Λ+(m, r)，Λ±(m, r)，Λ−(m, r)和 Λ+
i (m, r)都是空

集。像 2.1节中那样，我们把一个剖分 (a1, a2, . . . , am)与支配权 a1ε1 + a2ε2 +

· · ·+ amεm等同起来。下面的定理完全确定了复数域上 Schur代数的支配权的集

合 πX(n, r)。

定理 3.1: 对任意 r > 0，描述了复数域上典型群的 Schur代数 SX(n, r)的权集为

πA(n, r) =
⋃

i>0

Λ+(m, r − ni)，

πB(n, r) =
⋃

i>0

Λ+(m, r − 2i) ∪
⋃

i>0

Λ+
i (m, r − (2i + 1))，

πC(n, r) =
⋃

i>0

Λ+(m, r − 2i)，

πD(n, r) =
⋃

i>0

Λ±(m, r − 2i)，

其中 πB(n, r)右端的第二项涉及到 Λ+
i ，πD(n, r)的右端涉及到 Λ±。
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证明: 我们将对正整数 r 做归纳。当 r = 1 时，对任意类型 Xm，向量空间

Cn = V (ε1)是相应李代数的最高权为 ε1的既约表示。因此通过将支配权与剖分

等同起来，我们有

πX(n, 1) = {ε1} = {(1, 0, . . . , 0)} = Λ+(m, 1)。

一般地，假设集合 πX(n, r)如定理所述，即我们有张量积空间的分解

(Cn)⊗r = V (ε1)
⊗r =

⊕

λ∈πX(n,r)

V (λ)⊕lλ，

其中 lλ是既约表示 V (λ)在 (Cn)⊗r 中的重数。则由命题 3.2得

(Cn)⊗r+1 =
⊕

λ∈πX(n,r)

(V (λ)⊗ V (ε1))
⊕lλ

=
⊕

λ∈πX(n,r)

⊕

γ∈Pλ
ε1

V (λ + γ(1))⊕l′λ

其中 l′λ是既约表示 V (λ + γ(1))在 (Cn)⊗r+1中的重数。故而根据定义有

πX(n, r + 1) = {λ + γ(1) : λ ∈ πX(n, r), γ ∈ Pλ
ε1
}，

其中

Pλ
ε1

= {γ ∈ Pε1 : γ(t) + λ ∈ Λ+(Xm), ∀ 0 6 t 6 1}。

因此

πX(n, r + 1) = Λ+(Xm) ∩ {λ + γ(1) : λ ∈ πX(n, r), γ ∈ Pε1}。

接下来我们逐一类型地证明该集合有着定理中表述的形式。

类型为 Am 时，n = m + 1，并且 εn = −(ε1 + ε2 + · · · + εm)。由归纳假设

πA(n, r) =
⋃

i>0 Λ+(m, r − ni)。对任意的道路 γεj
∈ Pε1 （j = 1, 2, . . . , n），有
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γεj
(1) = εj 成立。因此由引理 3.2，

πA(n, r + 1) = Λ+(Am) ∩ {λ + εj : λ ∈
⋃

i>0

Λ+(m, r − ni), j = 1, 2, . . . , n}

是集合
⋃

i>0 Λ+(m, r + 1− ni)的子集。另一方面，对非负整数 i > 0，

P++(Am) ∩ {λ + εj : λ ∈ Λ+(m, r − ni), j = 1, 2, . . . , m} = Λ+(m, r + 1− ni)，

P++(Am) ∩ {λ + εn : λ ∈ Λ+(m, r − ni)} = Λ+(m, r + 1− n(i− 1))。

我们已经证明了 πA(n, r + 1) =
⋃

i>0 Λ+(m, r − ni)。

类型为 Bm时，n = 2m + 1。由归纳假设，

πB(n, r) =
⋃

i>0

Λ+(m, r − 2i) ∪
⋃

i>0

Λ+
i (m, r − (2i + 1))。

如果 λ ∈ Λ+(m, r − 2i)，则 Λ+(Bm)
⋂{λ + γ(1) : γ ∈ Pλ

ε1
}是集合

Λ+(m, r + 1− 2i) ∪ Λ+(m, r + 1− 2(i− 1)) ∪ Λ+
0 (m, r − 2i)

的子集。如果 λ ∈ Λ+
i (m, r − (2i + 1))，则 Λ+(Bm)

⋂{λ + γ(1) : γ ∈ Pλ
ε1
}是

Λ+
i+1(m, r + 1− (2(i + 1) + 1)) ∪ Λ+

i (m, r + 1− (2i + 1))

的子集。所以权集 πB(n, r + 1)中的元素都有着定理想要的形式。反过来的包含

关系是因为集合
⋃

i>0 Λ+(m, r+1−2i)中的权都来自
⋃

i>0 Λ+(m, r−2i)，而集合

Λ+
i (m, r +1− (2i+1)中的权都来自 Λ+

i (m, r− (2i+1))
⋃

Λ+
i−1(m, r− (2i− 1))。

类型为 Cm 时，n = 2m。由归纳假设 πC(n, r) =
⋃

i>0 Λ+(m, r − 2i)。注意

到对于非负整数 i > 0，有

P++(Cm) ∩ {λ + εj : λ ∈ Λ+(m, r − 2i), j = 1, 2, . . . , m} = Λ+(m, r + 1− 2i)，

P++(Cm) ∩ {λ− εj : λ ∈ Λ+(m, r − 2i), j = 1, 2, . . . , m} = Λ+(m, r − 1− 2i)
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= Λ+(m, r + 1− 2(i− 1))。

因此由引理 3.2，权集 πC(n, r + 1)有着我们想要的形式。

类型为 Dm 时，n = 2m。由归纳假设 πD(n, r) =
⋃

i>0 Λ±(m, r − 2i)。根据

引理 3.2，Schur代数 SD(n, r + 1)的权集为

πD(n, r + 1) = P++(Dm) ∩ {λ± εj : λ ∈ Λ±(m, r − 2i), j = 1, 2, . . . , m}，

并且是集合
⋃

i>0 Λ±(m, r + 1 − 2i)的子集。反之，集合
⋃

i>0 Λ+(m, r + 1 − 2i)

中的权都来自
⋃

ı>0 Λ±(m, r + 1 − 2i)，而集合 Λ−(m, r + 1 − 2i)中的权都来自

Λ−(m, r − 2i)。所以权集 πD(n, r + 1)恰是定理中描述的形式。定理证毕。 ¥

需要说明的是，定理 3.1中的权集在Weyl的书中有描述 [1]（也见文章 [41]的

附件），我们的工作大大简化了其中的计算。

3.4 典型群的Schur代数的支配权集（基域 K）

本节中基域为特征不等于 2的代数封闭域 K。回顾 3.1节中，E 是类型为

Xm 的典型群 G和相似群 G0 的标准表示，对正整数 r > 1，群 G和 G0 对角作

用在张量积空间 E⊗r 上面。注意到 E 是一个单Weyl模，根据文献 [52]，代数群

的Weyl模的张量积有一个以Weyl模为截面的滤。我们记 πX(n, r)和 πX
0 (n, r)

分别为 E⊗r 在典型群 G及其相似群 G0上的截面Weyl模的最高权的集合。

因为代数群 G和 G0 上的 Weyl模都是以某一个支配权为最高权的高权表

示，故集合 πX(n, r) 和 πX
0 (n, r) 分别是典型群 G 及其相似群 G0 的支配权集

的子集。根据 Weyl 模的整性，这两个集合不依赖于基域 K 的选取。当基域

K = C为复数域时，Weyl模即单模，且 E⊗r = (Cn)⊗r 在典型群 G及其相似群

G0上都是完全可约的，因此集合 πX(n, r)和 πX
0 (n, r)分别是 (Cn)⊗r 在 G和 G0

上的单直和项的最高权的集合。通过利用道路模型以给出 (Cn)⊗r 的直和分解，

我们已经在 3.3节中决定了 πX(n, r)。本节将给出集合 πX
0 (n, r)。

我们将用到在 2.2节中定义过的记号 λ0和 ε0。回顾 λ0 = ε1 + ε2 + · · ·+ εn，

和 ε0 = εi + εi′，其中 i′ = n + 1− i。这样在 Cm和 Dm型时，n = 2m是偶数，

并且 ε0 = ε1 + εn = · · · = εm + εm+1，λ0 = mε0。在 Bm 型时， n = 2m + 1是

奇数，并且 ε0 = ε1 + εn = · · · = εm + εm+2 = 2εm+1，2λ0 = nε0。有关典型群 G
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及其相似群 G0 的正根集 Φ+(Xm)和 Φ+
0 (Xm)、支配权集 Λ+(Xm)和 Λ+

0 (Xm)、

整数系数的支配权集 Λ+(Xm)int和 Λ+
0 (Xm)int也见 2.2节。

我们有如下观察：通过把 λ0 映到零（同时在 B、C 和 D 型时把 ε0 也映

到零），我们得到一个从 Λ+
0 (Xm)int 到 Λ+(Xm)int 的满射，以及两个分别从

Φ+
0 (Xm)到 Φ+(Xm)和从 πX

0 (n, r)到 πX(n, r)的双射，记后者为

θ : πX
0 (n, r) ³ πX(n, r)。

我们定义一个支配权 λ = a1ε1 + · · · + amεm 的次数为 deg(λ) = a1 + · · · + am。

例如，上面定义的支配权 λ0 和 ε0 的次数分别为 deg(λ0) = n，deg(ε0) = 2。则

权集 πX
0 (n, r)等于 Λ+

0 (Xm)int与集合

{λ + a0λ0 : λ ∈ πX(n, r), a0 ∈ Q0, deg(λ) + na0 = r}

的交集，其中 Q0是非负有理数的集合。

推论 3.5: 类型为 Xm的相似群 G0上 Schur代数 SX(n, r)的权集 πX
0 (n, r)为：

πA
0 (n, r) = {

n∑
i=1

aiεi : a1 > a2 > · · · > an, a1, . . . , an ∈ N0,
n∑

i=1

ai = r}，

πB
0 (n, r) =

⋃

i>0

{
m∑

i=1

aiεi + (2i)εm+1 : (a1, . . . , am) ∈ Λ+(m, r − 2i)} ∪

⋃

i>0

{
m∑

i=1

aiεi + (2i + 1)εm+1 : (a1, . . . , am) ∈ Λ+
i (m, r − (2i + 1))}，

πC
0 (n, r) = {

m∑
i=1

aiεi + a0ε0 : a1 > a2 > · · · > am,
m∑

i=1

ai + 2a0 = r,

a0, a1, . . . , am ∈ N0}，

πD
0 (n, r) = {

m∑
i=1

aiεi + a0ε0 : a1 > · · · > am−1 > |am|,
m∑

i=1

ai + 2a0 = r，

a0, a1, . . . , am−1 ∈ N0, am ∈ Z}。

因为基域 K 的特征不等于 2，所以余代数 K[G]0r 和 K〈G0〉r 都有整基，即
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这两个余代数可以定义在在整数集 Z上，并且其 Z-基通过与 K 做张量可以得

到余代数在域 K 上的基。根据推论 3.1，Schur代数 SX(n, r)是这两个余代数

的线性对偶，所以 Schur代数 SX(n, r)也有整基。特别的， Schur代数 SX(n, r)

的维数不依赖于基域 K 的选取。

对于典型群 G或者其相似群 G0 的一个支配权 λ，我们记 dλ 为相应的最高

权为 λ的Weyl模W (λ)的维数，则 dλ不依赖于基域的选取。当 K = C为复数
域时，Weyl模W (λ)实际上是以 λ为最高权的不可约模。比较集合 πX(n, r)和

πX
0 (n, r)，不难发现对任意 λ ∈ πX(n, r)，θ−1(λ)是集合 πX

0 (n, r)中唯一的满足

θ−1(λ)− λ ∈ Q0λ0的支配权，并且相似群 G0上的Weyl模W (θ−1(λ))限制到典

型群 G上恰是 G的Weyl模W (λ)。特别的，W (θ−1(λ))和W (λ)的维数相等，

即 dθ−1(λ) = dλ。由推论 3.4可得如下结论。

推论 3.6: 类 型 为 Xm 的 Schur 代 数 SX(n, r) 在 基 域 K 上 的 维 数 是
∑

λ∈πX(n,r) d2
λ，也等于

∑
µ∈πX

0 (n,r) d2
µ。

回顾在 2.1节中对于支配权定义的支配序：设 λ、µ 是典型群 G（相似群

G0）上的支配权，我们称 λ在支配序下大于 µ，记作 λ D µ，当且仅当二者的差

λ − µ是群 G（群 G0）的正根的非负系数的线性组合；同时也称 µ在支配序下

小于 λ，记作 µ E λ。给定集合 πX(n, r)中的两个支配权 λ和 µ，不难发现在支

配序下，

λ D µ 当且仅当 θ−1(λ) D θ−1(µ)。

我们称支配权集 Λ+(Xm)或者 Λ+
0 (Xm)的子集 π是饱和的，如果对任意 λ ∈ π，

所有在支配序下比 λ小的支配权都在集合 π 中。例如，整数系数的支配权集

Λ+(Xm)int和 Λ+
0 (Xm)int分别是支配权集 Λ+(Xm)和 Λ+

0 (Xm)中的饱和子集。我

们有如下关于集合 πX(n, r)和 πX
0 (n, r)是否为支配权集中的饱和子集的判别法

则。

引理 3.3: 对于正整数 r > 1，以下三条等价：

（1）集合 πX(n, r)是支配权集 Λ+(Xm)中的饱和子集；

（2）集合 πX
0 (n, r)是支配权集 Λ+

0 (Xm)中的饱和子集；

（3）类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）或者 Dm（m > 4）。
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证明: 上面已经说明了（1）和（2）的等价性，下面我们来验证（1）和（3）

的等价性。因为这里的条件都不依赖于基域的选取，我们将考虑复数域 C的情
形，同时视 Λ+(Xm)为典型李代数 g的支配权集。

类型为 Am（m > 1）时：典型李代数 sln(C)的所有正根形如 εi − εj，其中

1 6 i < j 6 n，它们的次数或者等于 0或者等于 n = m + 1。因此根据支配序的

定义，在次数之差不等于 0或者 n的支配权之间不存在支配序关系。由此可得

集合 πA(n, r) =
⋃

i>0 Λ+(m, r − ni)是支配权集 Λ+(Am)的饱和子集。

类型为 Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）时：典型李代数 sp2m(C)和 so2m(C)

的正根的次数均等于 0或者 2，因此在次数之差不等于 0或者 2的支配权之间不

存在支配序关系。由此可得集合 πC(n, r)和 πD(n, r)分别在 Λ+(Cm)和 Λ+(Dm)

中是饱和子集。

类型为 Bm（m > 2）时：典型李代数 so2m+1(C)的正根集为

{εi ± εj : 1 6 i < j 6 m} ∪ {εi : 1 6 i 6 m}，

因此支配权 (r − 1, 0, . . . , 0) 在支配序下小于支配权 (r, 0, . . . , 0)。但是由定理

3.1，(r, 0, . . . , 0)属于 πB(n, r)，而 (r − 1, 0, . . . , 0) /∈ Λ+
0 (m, r − 1)，因此也不属

于 πB(n, r)。这就说明了 πB(n, r)不是 Λ+(Bm)的饱和子集。 ¥

例 3.4: 我们取类型为 Xm = B2（此时 n = 5）和正整数 r = 3 为例说明集合

πB(n, r)和 πB
0 (n, r)不是饱和子集。根据定理 3.1和推论 3.3知：

πB(5, 3) = {(30), (21), (11), (10)} = {3ε1, 2ε1 + ε2, ε1 + ε2, ε1}，

πB
0 (5, 3) = {3ε1, 2ε1 + ε2, ε1 + ε2 + ε3, ε1 + 2ε3}。

对于典型群 SO5(K)，(20) = 2ε1 是支配权并且在支配序下 3ε1 D 2ε1（因为

二者之差 ε1 是一个正根）。但是 (30) ∈ πB(5, 3)，而 (20) /∈ πB(5, 3)，所以

πB(5, 3) 不是 Λ+(B2) 的饱和子集。类似地对于相似群 SO0
5(K)，在支配序下

3ε1 D 2ε1 + ε3，但是 3ε1 ∈ πB
0 (5, 3)，而 2ε1 + ε3 /∈ πB

0 (5, 3)，所以 πB
0 (5, 3)不是

Λ+
0 (B2)的饱和子集。 ¥
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3.5 典型群的 Schur代数与广义 Schur代数（基域 K）

本节首先介绍广义 Schur代数的定义和基本性质（见 Donkin [26]），然后证

明类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）的 Schur代数是相应典

型群及其相似群的广义 Schur代数，而类型为 Bm的 Schur代数不是。这里的基

域是特征不等于 2的代数封闭域 K。

设 H 是域 K 上的一个约化代数群，K[H]为其仿射坐标环，Λ+(H)为其支

配权集。坐标环K[H]是一个余代数（2.3节），上面存在自然的H-模结构，由

(g · c)(h) = c(hg), ∀ g, h ∈ H, ∀ c ∈ K[H]

给出。换言之，若记 c的余乘为∆(c) =
∑

c1⊗c2，则 g ·c =
∑

c2(g)c1 ∈ K[H]。

设 π是支配权集 Λ+(H)中的一个元素个数有限的饱和子集（饱和子集的定义见

3.4节）。给定群代数 KH 的一个有理表示 V（有理表示的定义见 2.3节），如

果表示 V 的每一个单合成因子的最高权都在集合 π中，则称 V 属于集合 π。定

义由集合 π决定的广义 Schur代数 S(π)为余代数 Oπ(K[H])的线性对偶，其中

Oπ(K[H])为 K[H]的属于集合 π的最大的 KH-子表示。

记 rmod(KH)为群代数 KH 的有理表示构成的范畴。对于群 H 的一个支

配权 λ，像上节一样记 dλ为最高权为 λ的Weyl模W (λ)的维数。

命题 3.3: （Donkin [26]）设 π 是支配权集 Λ+(H)的一个有限饱和子集，则以下

结论成立：

（1）广义 Schur 代数 S(π) 是一个有限维的 K-结合代数，其维数为

dimKS(π) =
∑

λ∈π d2
λ；

（2）广义 Schur代数 S(π)的模范畴 mod(S(π))是范畴 rmod(KH)的扩张

封闭的满子范畴，包含所有属于 π的 H-有理表示；

（3）当基域 K = C为复数域时，广义 Schur代数是半单代数，并且同构

于
⊕

λ∈π Mdλ
(C)。

接下来的引理可由 J. A. Green [55]中的（1.2e）和（1.2g）直接得到。

引理 3.4: 设 V 是代数群H 的一个有理表示，同时也是一个KH-模。则 V 的系

数空间 cf(V )是坐标环 K[H]的 KH-子模；并且作为 KH-模， V 和 cf(V )有

着相同的合成因子集。

43



第 3章 典型群的 Schur代数的代数结构

当基域 K = C 为复数域时，由推论 3.4和命题 3.3（3）知对任意正整数

r > 1，类型为Xm的 Schur代数 SX(n, r)是相应典型群的广义 Schur代数当且仅

当集合 πX(n, r)是支配权集 Λ+(Xm)的饱和子集。而由引理 3.3，集合 πX(n, r)

是饱和的当且仅当 Schur代数相应的类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）和

Dm（m > 4）。

事实上当基域为更一般的特征不等于 2的代数封闭域时，该结论也是成立

的。

定理 3.2: 对任意正整数 r > 1，在类型为 Am（m > 1），Cm（m > 2）和

Dm（m > 4）时，典型群 G的 Schur代数 SX(n, r)同构于由集合 πX(n, r)决定

的 G的广义 Schur代数；同时，作为相似群 G0的 Schur代数，SX(n, r)同构于

由集合 πX
0 (n, r)决定的群 G0的广义 Schur代数。

证明: 我们任意固定一个正整数 r > 1和一个满足题意的类型 Xm。为了简化记

号，在该证明过程中我们记 π 为 πX(n, r)。我们将要证明：作为类型为 Xm 的

典型群 G的坐标环 K[G]的余子代数， K[G]0r 和 Oπ(K[G])相等。由此，它们

的线性对偶 Schur代数 SX(n, r)和广义 Schur代数 S(π)作为 K-代数同构。在

相似群 G0情形，证明是类似的，我们将其略去。

根据推论 3.6和命题 3.3，Schur代数 SX(n, r)和广义 Schur代数 S(π)有着

相等的 K-维数，因此余代数 K[G]0r 和 Oπ(K[G])也有着相等的 K-维数。这样

为了证明两个余代数相等，我们只需证明 K[G]0r 是 Oπ(K[G])的余子代数。

按照定义，Oπ(K[G])是坐标环 K[G]的属于集合 π 的最大的 KG-有理子

表示。注意这里的最大是在包含意义下的最大，从而 Oπ(K[G])是 K[G]的所

有的属于集合 π 的 KG-有理子表示的和。由于集合 π = πX(n, r)是饱和的，

故它是 E⊗r 在 G上的单合成因子的最高权的集合。从而作为 KG上的有理表

示，E⊗r是属于 π的。根据引理 3.4，E⊗r的系数空间K[G]0r 作为KG上的有理

表示是属于集合 π 的，所以 K[G]0r 被包含在 Oπ(K[G])中。又因为二者的余代

数结构都来自典型群 G的坐标环 K[G]的余代数结构，所以上面得到的包含映

射 K[G]0r −→ Oπ(K[G])保持二者的余代数结构。 ¥

注记 3.1: 当整数 r > 1时，类型为 Bm（m > 2）的权集 πB(n, r)和 πB
0 (n, r)不

是饱和的（由引理 3.3）。通过比较 Schur代数 SB(n, r)与广义 Schur代数的维

数不难发现，B型 Schur代数不可能成为典型群 SOn(K)或者相似群 (SOn(K))0

上的广义 Schur代数。
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当整数 r = 0时，对任意的类型 Xm，集合 πX(n, 0) = {0}始终是 Λ+(Xm)

的饱和子集，πX
0 (n, 0) = {0}也始终是 Λ+

0 (Xm)的饱和子集，因此 Schur代数

SX(n, 0) = K 是典型群 G的由 {0}决定的广义 Schur代数，也是相似群 G0 的

由 {0}决定的广义 Schur代数。 ¥

需要指出的是，定理 3.2在类型为 A 时由 J. A. Green 给出 [2]，虽然 J. A.

Green没有广义 Schur代数的概念，但是 Donkin正是为了推广 A型 Schur代数

而定义了广义 Schur代数，从而 A型的 Schur代数自然是一般线性群（和特殊

线性群）的广义 Schur代数。在类型为 C 时由 Donkin给出 [3, pp. 77]，我们这里用

了完全不同的方法统一的给出了所有类型的证明。

我们称一个代数是不可分解的，如果它不能表达成两个真理想的直积。

推论 3.7: 在类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，对任意

有限饱和子集 π ⊂ Λ+(Xm)int，典型群 G的由 π决定的广义 Schur代数 S(π)都

是某个 Schur代数 SX(n, r)的商，其中 r > 0为非负整数。

证明: 设 π1和 π2是整数系数的支配权集 Λ+(Xm)int的两个有限饱和子集，并且

π1 ⊆ π2。则由定义 Oπ1(K[G])是 Oπ2(K[G])的余子代数，因此广义 Schur代数

S(π1)是广义 Schur代数 S(π2)的商。

注意到 Λ+(Xm)int =
⋃

r>0 πX(n, r)。在类型为 A 时，我们有 πX(n, r) ⊆
πX(n, r + n)，并且不同次数的支配权之间在支配序下没有序关系。在类型为 C

和 D 时，我们有 πX(n, r) ⊆ πX(n, r + 2)，并且奇数次数的支配权与偶数次数

的支配权之间在支配序下没有序关系。因此在类型为 A，C 和 D时，整数系数

的支配权集 Λ+(Xm)int的有限子集 π若要使得相应的广义 Schur代数 S(π)是不

可分解代数，则集合 π 必须被包含在某个 πX(n, r)中。从而根据上一段落的分

析，广义 Schur代数 S(π)是广义 Schur代数 S(πX(n, r))的商，而后者又同构于

Schur代数 SX(n, r)（由定理 3.2）。 ¥

但是，上面的证明对于相似群 G0是不成立的。因为集合 Λ+
0 (Xm)int中的支

配权比
⋃

r>0 πX
0 (n, r)的要多，所以存在有限的饱和子集 π ⊆ Λ+

0 (Xm)int 不被包

含于任一 πX(n, r)中。
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第 4章 典型群的 Schur代数与超代数

本章将通过 Schur代数的余代数实现方式，把固定某一类型 Xm 的 Schur

代数 SX(n, r)（r > 0）纳入逆系统（在 B、C、D 型时有两种相容的构造方

法），并证明相应典型群的超代数（hyperalgebra）可以自然地作为子代数嵌入

到其逆极限中（见定理 4.2）。特别地在复数域上，Schur代数的逆极限可以显

示的表达出来（4.1节）。最后 4.4节将讨论 Schur代数的拟遗传性。

回顾一下我们的记号：Xm 代表典型李代数、典型群及其相似群的类型，

即 Am（m > 1），Bm（m > 2），Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）；G代表类

型为Xm的典型群，G0代表其相似群；n为G和G0中矩阵的阶，即类型为 Am

时 n = m + 1，类型为 Bm 时 n = 2m + 1，类型为 Cm 和 Dm 时 n = 2m。另外

λ0 = ε1 + ε2 + · · ·+ εn，ε0 = εi + εi′（其中 i′ = n+1− i）。这样在 Cm和Dm型

时 n = 2m是偶数，并且 ε0 = ε1 +εn = · · · = εm +εm+1，λ0 = mε0；在Bm型时

n = 2m + 1是奇数，并且 ε0 = ε1 + εn = · · · = εm + εm+2 = 2εm+1，2λ0 = nε0。

4.1 Schur代数的逆极限与典型李代数的泛包络代数（基域 C）

本节将在复数域 C上构造 Schur代数的逆系统，并且从其逆极限中恢复相

应典型李代数 g的泛包络代数 U(g)。

回顾在 3.3节中，Schur代数 SX(n, r)定义为表示映射

U(g) −→ EndC((Cn)⊗r)

的像集，其中 Cn 是李代数 g的标准表示。根据推论 3.4，Schur代数是同构于
⊕

λ∈πX(n,r)Mdλ
(C)的半单代数，其中 πX(n, r)是 g的支配权集的子集，见定理

3.1。

引理 4.1: （1）对任意类型 Xm，任意非负整数 r ∈ N0和任意正整数 n ∈ N，集
合 πX(n, r)是 πX(n, n + r)的子集，从而诱导了 Schur代数之间的满射

φn : SX(n, n + r) ³ SX(n, r)。
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（2）对任意 i = 0, 1, . . . , n − 1，由 Schur代数构成的集合 {SX(n, kn + i) :

k ≥ 0}是一个逆系统。我们记其逆极限 lim←−k>0S
X(n, kn + i)。

（3）类型为 Am时，Schur代数的逆极限的直和为

n−1⊕
i=0

lim←−k>0S
A(n, kn + i) =

∏

λ∈Λ+(Am)

Mdλ
(C),

在类型为 Bm、Cm和 Dm时，逆极限的直和
⊕n−1

i=0 lim←−k>0S
X(n, kn + i)包含

∏

λ∈Λ+(Xm)int

Mdλ
(C)

作为子代数，其中 Λ+(Xm)是相应李代数的支配权集，Λ+(Xm)int 是其中整数

系数的支配权构成的子集（见 2.2节）。

证明: （1）根据定理 3.1可得 πX(n, r) ⊆ πX(n, n + r)。根据推论 3.4，我们有

C-代数的同构

SX(n, r) ∼=
⊕

λ∈πX(n,r)

Mdλ
(C)

SX(n, n + r) ∼=
⊕

λ∈πX(n,n+r)

Mdλ
(C)

其中 dλ 为相应李代数的最高权为 λ的既约表示 V (λ)的维数。因此Schur代数

SX(n, r)是 Schur代数 SX(n, n + r)的直和项，同时也是它的商，并且商映射

φn : SX(n, n + r) ³ SX(n, r)限制到以 λ ∈ πX(n, r)为指标的单代数Mdλ
(C)上

为恒等映射。

（2）对任意 i = 0, 1, . . . , n− 1，及 0 6 k1 6 k2，由如下的 (k2− k1)个映射

φn

SX(n, k2n + i) ³ SX(n, (k2 − 1)n + i) ³ · · ·

³ SX(n, r(k1 + 1)n + i) ³ SX(n, k1n + i)
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复合可得 Schur代数之间的满射

(φn)k2, k1 : SX(n, k2n + i) ³ SX(n, k1n + i)。

并且对任意 0 6 k1 6 k2 6 k3，总有 (φn)k3, k1 = (φn)k2, k1 ◦ (φn)k3, k2。从而集合

{SX(n, kn + i) : k > 0}成为一个以非负整数 N0（在自然序下）为指标集的逆系

统。

（3）对 i = 1, 2, . . . , n − 1，逆系统 {SX(n, kn + i) : k > 0} 的逆极限
lim←−k>0S

X(n, kn + i)为

lim
k→∞

∏

λ∈πX(n,kn+i)

Mdλ
(C) =

∏

λ∈∪k>0πX(n,kn+i)

Mdλ
(C)。

对这些逆极限取直和，我们得到

n−1⊕
i=0

lim←−k>0S
X(n, kn + i) =

n−1⊕
i=0

∏

λ∈∪k>0πX(n,kn+i)

Mdλ
(C)。

注意在类型为 Am时，我们有

n−1⋃
i=0

⋃

k>0

πA(n, kn + i) = Λ+(Am) = Λ+(Am)int。

在类型为 Bm、Cm 和 Dm 时，同一个支配权 λ ∈ Λ+(Xm)int =
⋃

r>0 πX(n, r)可

以重复地出现在不同的集合
⋃

k>0 πX(n, kn + i)（对于不同的 i = 0, . . . , n − 1）

中，且最多可能出现 n次。因此逆极限的直和包含
∏

λ∈Λ+(Xm)int
Mdλ

(C)作为

子代数。 ¥

根据文献 [4]（其中考虑的是量子情形），一般线性李代数 sln(C)的泛包络

代数 U(sln(C))被包含在 Am型 Schur代数的逆极限的直和之中（另见 [45–47]）。

下面的命题说明这一结论对所有典型李代数都成立。

命题 4.1: 我们有如下的交换图表，其中 g是 B、C、D型的典型李代数，映射

ρX 是从泛包络代数到 Schur代数逆极限的代数单射，并且每个面都交换。
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⊕n−1
i=0 lim←−kSX (n, kn + i)

⊕n−1
i=0 lim←−kSA(n, kn + i)

SX(n, r) SX(n, n + r)

SA(n, r) SA(n, n + r)

U(g)

U(sln)»»»»»»»»»»»»»

ρA ©©©©©©

HHHHHHH

ρX

证明: 注意到 B、C、D 型的典型李代数 g是一般线性李代数 sln(C)的李子代

数，从而泛包络代数 U(g) 是 U(sln(C)) 的子代数。因此根据 Schur 代数的定

义，B、C、D型的 Schur代数 SX(n, r)自然是 A型 Schur代数 SA(n, r)的子代

数，故命题中由泛包络代数和 Schur代数构成的两个四边形都是交换图表。

事实上 Schur 代数的嵌入映射 SX(n, r) ↪→ SA(n, r) 是由集合的包含关系

πX(n, r) ⊆ πA(n, r)诱导的，并且由集合的包含映射构成的图表

πX(n, r) −−−→ πX(n, n + r)y
y

πA(n, r) −−−→ πA(n, n + r)

交换，因此命题中由 Schur代数构成的四边形是交换的。

由文献 [4]，A型 Schur代数之间的满射 SX(n, n + r) ³ SX(n, r)与表示映

射 ρr : U(sln(C)) −→ EndC((Cn)⊗r)相容，故而命题中由 U(sln)与 A型 Schur代

数构成的三角形是交换图表。现在三棱住的最后一个面,即由泛包络代数 U(g)

与 Schur代数构成的三角形，必须也是交换的。由此根据逆系统的性质可知，

存在从泛包络代数 U(g)到 Schur代数逆极限的代数映射，记为

ρX : U(g) −→
n−1⊕
i=0

lim←−kS
X(n, kn + i)。
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根据文献 [4]，在 A型时，该映射

ρA : U(sln(C)) −→
∏

λ∈P++(Am)

Mdλ
(C)

是单射。换言之，对任意泛包络代数 U(sln) 中的元素 u，总存在非负整数

N > 0使得在表示映射

U(sln) −→ EndC((Cn)⊗N)

下，元素 U 的像非零。

一般地，当类型为 B、C、D时，李代数的泛包络代数 U(g)是 U(sln(C))

的子代数。所以对于 U(g)中的任意元素 u′，总存在非负整数 N ′ > 0使得在表

示映射

U(g) −→ EndC((Cn)⊗N ′
)

下，元素 u′ 的像非零。这就是说，元素 u′ 在 SX(n, r′)中的像非零。因此映射

ρX 是单射。 ¥

当类型为 B、C、D时，Schur代数有更强的逆系统，且与上面得到的逆系

统相容。

定理 4.1: 设类型 X 6= A，以下结论成立：

（1）对任意非负整数 r ∈ N0，集合 πX(n, r) 总是集合 πX(n, r + 2) 的子

集；并且对 i = 0, 1，由 Schur代数构成的集合 {SX(n, 2k + i) : k > 0}是逆系
统。

（2）对于 i = 0, 1和 j = 0, 1, . . . , n− 1，当类型为 B 时，

lim←−k>0S
X(n, 2k + i) = lim←−k>0S

X(n, kn + j) =
∏

λ∈Λ+(Bm)int

Mdλ
(C)。

当类型为 C 和 D时，

lim←−k>0S
X(n, 2k + i) = lim←−k>0S

X(n, kn + j), ∀ i ≡ j (mod 2),
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并且
1⊕

i=0

lim←−k>0S
X(n, 2k + i) =

∏

λ∈Λ+(Xm)int

Mdλ
(C)。

（3） 此 时 ， 典 型 李 代 数 的 泛 包 络 代 数 U(g) 被 包 含 在 逆 极 限
∏

λ∈Λ+(Xm)int
Mdλ

(C)中。

证明: （1）类似于引理 4.1（1）的证明可知，集合 {SX(n, 2k) : k > 0} 和
{SX(n, 2k + 1) : k > 0}都是逆系统，并且其逆极限分别为

lim←−k>0S
X(n, 2k) =

∏
πeven

Mdλ
(C)

和

lim←−k>0S
X(n, 2k + 1) =

∏

πodd

Mdλ
(C),

其中 πeven =
⋃

k>0 πX(n, 2k)，πodd =
⋃

k>0 πX(n, 2k + 1)。

（2）我们记 φ2 : SX(n, r + 2) ³ SX(n, r)为由集合的包含关系 πX(n, r) ⊆
πX(n, n + 2)诱导的代数满射，则 φ2 和 φn : SX(n, n + r) −→ SX(n, r)是相容

的。在类型为 Bm时，n = 2m + 1是奇数，因此

(φn)2 = (φ2)
n : SB(n, 2n + r) −→ SB(n, r)

其中乘积代表映射的复合。注意到而权集 πB(n, r) 同时是 πB(n, r + 2) 和

πB(n, n + r)的子集，因此对任意 j = 0, 1, . . . , n− 1，

πodd = πeven =
⋃

k>0

πB(n, kn + j) = Λ+(Bm)int。

在类型为 Cm和 Dm时，n = 2m是偶数，因此

φn = (φ2)
m : SX(n, n + r) ³ SX(n, r),

并且 πodd ⋂
πeven是空集。因此 Schur代数的逆极限有着定理中陈述的形式。

（3）注意到对任意 u ∈ U(g)，若存在非负整数N使得 u 在表示映射
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ρN : U(g) −→ SX(n,N)下的像非零，则 u在表示映射 ρN+2和 ρN+n下的像均非

零。由类似于命题 4.1的论述可以证明，相应李代数的泛包络代数包含在该逆极

限中。 ¥

例 4.1: 考虑类型 B2（n = 5），由定理 3.1可知对任意非负整数 r > 0，

πB(5, r) =
⋃

i>0

Λ+(2, r − 2i) ∪
⋃

i>0

Λ+
i (2, r − (2i + 1))

其中，剖分 (a1, a2) ∈ Λ+(2, a1 + a2)相当于支配权 a1ε1 + a2ε2，并且

Λ+
0 (2, r) = {(a1, a2) ∈ Λ+(2, r) : a1 6= 0, a2 6= 0},

Λ+
1 (2, r) = {(a1, a2) ∈ Λ+(2, r) : a1 6= 0},

Λ+
i (2, r) = Λ+(2, r), ∀ i > 2。

我们有

πB(5, 0) = {0},

πB(5, 1) = {ε1},

πB(5, 2) = {2ε1, ε1 + ε2; 0},

πB(5, 3) = {3ε1, 2ε1 + ε2; ε1 + ε2; ε1},

πB(5, 4) = {4ε1, 3ε1 + ε2, 2ε2 + 2ε2; 2ε1 + ε2; 2ε1, ε1 + ε2; ε1; 0},

πB(5, 5) = {5ε1, 4ε1 + ε2, 3ε1 + 2ε2; 3ε1 + ε2, 2ε2 + 2ε2;

3ε1, 2ε1 + ε2; 2ε1, ε1 + ε2; ε1; 0},

πB(5, 6) = {6ε1, 5ε1 + ε2, 4ε2 + 2ε2, 3ε1 + 3ε2; 4ε1 + ε2, 3ε1 + 2ε2;

4ε1, 3ε1 + ε2, 2ε2 + 2ε2; 3ε1, 2ε1 + ε2; 2ε1, ε1 + ε2; ε1; 0},

· · ·
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事实上对任意 r > 0，

πB(5, r) =
r⋃

i=0

Λ+(2, i)\{(r − 1, 0)}

= {a1ε1 + a2ε2 : a1 > a2, a1 + a2 6 r, a1, a2 ∈ N0}\{(r − 1)ε1},

并且

πB(5, r) ⊆ (πB(5, r + 2) ∩ πB(5, r + 5)),

πodd ,
⋃

k>0

πB(5, 2k + 1) =
⋃

k>0

πB(5, 2k) , πeven

=
⋃

r>0

πB(5, r) =
⋃

i>0

Λ+(2, i) = Λ+(B2)int

=
⋃

k>0

πB(5, 5k + j), ∀ j = 0, 1, 2, 3, 4。

¥

4.2 典型群的 Schur代数的逆系统和逆极限（基域 K）

本节中基域为特征不等于 2的代数封闭域 K，我们将通过余代数的实现方

式把上一节中得到的复数域C上 Schur的逆系统推广到 K 上。

固定一个类型 Xm。设 K 是相似群 G0 的一个一维多项式表示，表示映射

为 ρ : KG0 −→ K。易见这是一个既约表示，因此是一个齐次多项式表示。设

其最高权为 µ，次数为 r0。记其表示空间是 Kµ，有 K-基 {1}。则 Kµ是相似群

G0的最高权为 µ的既约表示，并且是 r0次齐次多项式表示。我们记Kµ的系数

函数为 f0，这是一个 K〈G0〉r0 中的多项式，满足∀ g ∈ G0，

ρ(g) = f0(g) ∈ K ∼= End(Kµ)。

回顾 2.2节中，K〈G0〉r0 = K[cij]r0/I〈G0〉r0 是一个余代数，其余代数结构由
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K[cij]r0 的余代数结构诱导而得，并且

I〈G0〉r0 = {c ∈ K[cij]r0 : c(g) = 0, ∀ g ∈ G0}。

引理 4.2: （1）余代数 K〈G0〉r0 的余乘 ∆把多项式 f0映到 f0 ⊗ f0。

（2）对任意非负整数 r > 0，乘以多项式 f0给出了余代数之间的一个单射

(·f0) : K〈G0〉r ↪→ K〈G0〉r+r0。

证明: （1）由引理 2.2，多项式表示 Kµ 的系数空间 cf(Kµ)是 K〈G0〉r0 的余子

代数。对相似群 G0中的任意群元素 g和 h，我们有

∆(f0)(g ⊗ h) = f0(g · h) = ρ(g · h) = ρ(g) · ρ(h) = f0(g) · f0(h)。

因此，在余代数 K〈G0〉r0 的余乘 ∆下，∆(f0) = f0 ⊗ f0。

（2）根据 (1)，乘以 f0 诱导了从 K[cij]r 到 K[cij]r+r0 的余代数映射，而因

为多项式环没有零因子，所以这是一个单射。注意到 f0 与 I〈G0〉r 的乘积落在
I〈G0〉r+r0 中，因此乘以 f0诱导了一个良定的映射

(·f0) : K〈G0〉r −→ K〈G0〉r+r0。

设 c是 K[cij]r 中满足 c · f0 = 0 ∈ K〈G0〉r+r0的多项式，即 c · f0 ∈ I〈G0〉r+r0，这

样∀ g ∈ G0，

0 = (c · f0)(g) = c(g) · f0(g)。

而因为 ρ : KG0 −→ K 是一个表示映射，所以对任意群元素 g ∈ G0，总有

ρ(g) = f0(g) 6= 0。故而对任意 g ∈ G0，c(g) = 0。也就是说，多项式 c 属于

I〈G0〉r。这就证明了上面定义的余代数映射 (·f0) : K〈G0〉r −→ K〈G0〉r+r0 是单

射。 ¥

由推论 3.1，通过取线性对偶，我们可以得到 Schur代数之间的满射

(·f0)
∗ : SX(n, r + r0) ³ SX(n, r)。
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这个满射提供了由 Schur代数构造逆系统的桥梁。

给定称范畴之间的函子F : C −→ D，如果 F 在 C 的对象上是单射，并且对
任意 A,B ∈ C，F : HomC(A,B) −→ HomD(F (A), F (B))是双射，则称 F 是一

个满子嵌入（full embedding）。

命题 4.2: （1）对非负整数 r = 0, 1, . . . , r0 − 1，由 Schur代数 {SX(n, r + r0k) :

k > 0}构成的集合是一个逆系统。我们记 lim←−k>0S
X(n, r + r0k)为该逆系统的逆

极限。

（2）满射 (·f0)
∗ : SX(n, r + r0) −→ SX(n, r) 诱导了从范畴 MX(n, r) '

mod(SX(n, r))到范畴MX(n, r + r0) ' mod(SX(n, r + r0))的一个满子嵌入，它

把范畴MX(n, r)中的对象 V 映为 V ⊗K Kµ。我们也把该函子记为 (·f0)
∗。

证明: （1）类似于引理 4.1（1）的证明可得。

（2）作为代数之间的满射，(·f0)
∗ : SX(n, r + r0) ³ SX(n, r)自然诱导了模

范畴之间（相反方向）的满子嵌入。任取范畴MX(n, r)中的一个对象 V，我们

来证明它在诱导函子 (·f0)
∗ 下的像是 V ⊗K Kµ。设 V 有 K-基 {vi}和系数函数

{rij} ∈ K〈G0〉r，则 ∀ s ∈ SX(n, r)，

s · vj =
∑

i

rij(s)vi =
∑

i

s(rij)vi。

代数 SX(n, r + r0)中的元素 s′通过 (·f0)
∗(s′)作用在 V 上，即

s′ · vj =
∑

i

(·f0)
∗(s′) · vj =

∑
i

s′(rijfo)vi。

因此 V 在范畴MX(n, r + r0)中的像 (·f0)
∗(V )与 V 有相同的 K-基 {vi}，并且

其系数函数为 rij · f0 ∈ K〈G0〉r+r0。通过将表示 (·f0)
∗(V ) 中的元素 vi 与表示

V ⊗K Kµ中的元素 vi ⊗ 1等同起来，我们不难发现作为范畴MX(n, r + r0)中的

对象 (·f0)
∗(V ) ∼= V ⊗K Kµ。 ¥

对上述构造逆系统的步骤我们有两个例子。首先考虑相似群 G0 的把

群元素映到其行列式的一维表示，这是一个 n 次齐次多项式表示，其系数

函数为 det =
∑

σ∈Σn
sgn(σ)

∏n
i=1 ci,σ(i)（其中 Σn 为 n 阶对称群），最高权为
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λ0 = ε1 + ε2 + · · ·+ εn。对任意非负整数 r > 0，我们有 Schur代数之间的满射

(·det)∗ : SX(n, r + n) ³ SX(n, r),

和范畴之间的满子嵌入

(·det)∗ : MX(n, r) ↪→ MX(n, r + n)。

同时在支配权的水平上，我们有从权集 πX
0 (n, r)到 πX

0 (n, r + n)的一个嵌入，

把 λ ∈ πX
0 (n, r)映为 λ + λ0。因此对于任意非负整数 0 6 r 6 n− 1，Schur代数

的集合 {SX(n, r + nk) : k > 0}构成了一个逆系统。
其次，在类型为 B、C 和 D 时，还可以考虑相似群 G0 上的把群元素 g

映到 c0(g)的一维表示，其中 c0 是一个 2.2节中定义的 2 次多项式（回顾当类

型为 B 和 D 时 c0 =
∑n

k=1 ckick′n，当类型为 C 时 c0 =
∑n

k=1 ε(k)ck1ck′n，其中

k′ = n + 1− k，当 1 6 k 6 n
2
时 ε(k) = 1，当 n

2
≤ k 6 n时 ε(k) = −1）。这是

一个 2次齐次多项式表示，其系数函数为 c0，最高权为 ε0 = ε1 + εn。从而对任

意非负整数 r > 0，我们有 Schur代数之间的满射

(·c0)
∗ : SX(n, r + 2) ³ SX(n, r),

和范畴之间的满子嵌入

(·c0)
∗ : MX(n, r) ↪→ MX(n, r + 2)，

以及从集合 πX
0 (n, r) 到集合 πX

0 (n, r + 2) 的一个嵌入，把 λ ∈ πX
0 (n, r) 映为

λ + ε0。当 r = 0和 r = 1时，Schur代数的集合 {SX(n, r + 2k) : k > 0}构成了
一个逆系统。

注记 4.1: 当K = C时，Schur代数之间的满射 (·det)∗和 (c0)
∗恰分别为上一节中

由权集 πX(n, r)的包含关系所诱导的满射 φn和 φ2。 ¥

引理 4.3: 考虑上面定义的多项式 f0 = det（类型为 A、B、C、D），和多项式

f0 = c0（类型为 B、C、D），记 r0 为其次数，记 µ 为相应一维表示的最高

权。则对任意的支配权 λ ∈ πX
0 (n, r)，函子 (·f0)

∗ : MX(n, r) ↪→ MX(n, r + r0)
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把相似群 G0的Weyl模W (λ)映到Weyl模W (λ + µ)，同时把单模 L(λ)映到单

模 L(λ + µ)。

证明: 来证明 f0 = det的情形（f0 = c0 的情形是类似的），此时 r0 = n，µ =

λ0。以 f0 为系数函数的 G0 上的一维表示既是最高权为 µ的单模，又是最高权

为 µ的Weyl模。

根据文献 [52]，代数群 G0 上 Weyl 模的张量积有一个以 Weyl 模为截面的

滤。因此张量积 W (λ) ⊗K Kλ0 有一个以 Weyl 模为截面的滤。注意到 λ + λ0

是该张量积的最高权，故而 Weyl 模 W (λ + λ0) 是该张量积 W (λ) ⊗K Kλ0 的

商模。相似群 G0 上的 Weyl 模限制到相应的典型群 G 上还是 Weyl 模，并

且维数相等，最高权通过模 λ0 得到（见 3.4节中推论 3.6前的段落）。因

此 G0 上的 Weyl 模 W (λ) 和 W (λ + λ0) 到典型群 G 上的限制相等，特别的

dimW (λ) = dimW (λ + λ0)。但是 dimW (λ) = dim(W (λ)⊗K Kλ0)，所以必须有

W (λ)⊗K Kλ0
∼= W (λ + λ0)。

我们已经证明了函子 (·det)∗ 把 G0 上的Weyl模W (λ) ∈ MX(n, r)映到Weyl模

W (λ + λ0) ∈ MX(n, r + n)。类似地可以证明 (·f0)
∗ 把单模 L(λ) ∈ MX(n, r)映

为 L(λ)⊗K Kλ0
∼= L(λ + λ0) ∈ MX(n, r + n)。 ¥

根据注 2.3我们知道作为相似群 G0 上的多项式，在类型为 Bm（m > 2）

时，(det)2 = (c0)
n，因此有 ((·det)∗)2 = ((·c0)

∗)n，其中映射的乘法为映射的

复合；在类型为 Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，det = (c0)
m，因此有

(·det)∗ = ((·c0)
∗)m。这样在类型为 B、C、D时，上面得到的两种逆系统就可以

联系起来了（比较定理 4.1）。

命题 4.3: 对任意 j = 0, 1, . . . , n − 1和 i = 0, 1，在类型为 Bm（m > 2）时，我

们有

lim←−k>0S
X(n, j + kn) = lim←−k>0S

X(n, i + 2k)；

在类型为 Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）并且当 i ≡ j (mod 2)时我们有

lim←−k>0S
X(n, j + kn) = lim←−k>0S

X(n, i + 2k)。
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在类型为 Am时，令

IL(Am) =
n−1⊕
i=0

lim←−k>0S
A(n, i + kn)。

在类型为 Bm时，令

IL(Bm) = lim←−k>0S
B(n, i + kn),

其中 i为任意非负整数。在类型为 Cm和 Dm时，令

IL(Xm) =
1⊕

i=0

lim←−k>0S
X(n, i + 2k)。

注记 4.2: 因为余代数 K〈G0〉r 以及单射 (·det) : K〈G0〉r −→ K〈G0〉r+n 和 (·c0) :

K〈G0〉 −→ K〈G0〉r+2 均可以在整数环 Z 上整性地定义，所以上面定义的
Schur 代数的逆系统和逆极限也都可以在整数环 Z 上定义，并且 ILK(Xm) =

ILZ(Xm)⊗Z K。 ¥

4.3 从 Schur代数中重建典型群的超代数（基域 K）

本节中基域是特征不等于 2的代数封闭域 K，我们将证明典型群的超代数

可以嵌入到上一节构造的 Schur代数的逆极限 IL(Xm)中。

我们来回顾 Jantzen对代数群的超代数（hyperalgebra）的定义 [53, pp. 116]，其

中称超代数为分布（distributions），且定义在群概型上。设 H 是域 K 上的代

数群，单位元为 1H，仿射坐标环为 K[H]。令

I = {f ∈ K[H] : f(1H) = 0},

这是坐标环 K[H]的一个理想。代数群 H 的超代数 hy(H)就定义为

⋃

k>0

(K[H]/Ik+1)∗,
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这是坐标环的线性对偶 K[H]∗ 的结合子代数，其乘法由 K[H]的余乘诱导，即

∀ u, u′ ∈ K[H]∗和 c ∈ K[H]，(u · u′)(c) = (u⊗ u′)(∆(c))。

注记 4.3: 等价的，代数群 H 的超代数 hyH 也可以通过在基域 K 上张量相应李

代数 h的 Kostant-Z形式定义。因此 hy(H)是整性的，即它可以定义在整数环 Z
上，并且通过在 Z上张量 K 而得到 K 上的超代数。特别的，当基域 K = C为
复数域时，hy(H)同构于 h的泛包络代数 U(h)。 ¥

给定代数群 H 上的一个有理表示 V，它自然是群代数 KH 上的模，记其

表示映射为 ρ : KH −→ EndK(V )。设 V 有 K-基 {vi}，且相应的系数函数为
{rij}，则 ∀ g ∈ G0，ρ(g)(vj) =

∑
i rij(g)vi。在结构映射

ρ∗ : V −→ V ⊗K[H], ρ∗(vj) =
∑

i

vi ⊗ rij

下，V 自然的成为一个右 K[H]-余模。任给超代数 hy(H)中一个元素 u，考虑

复合映射

V -ρ∗ V ⊗K[H] - V ⊗K K1⊗ u - V'

其中第二个映射为 1 ⊗ u 在 V ⊗ K[H] 上的取值。这样 u 就成了 V 的自同

态环 EndK(V ) 中的元素，从而 V 也成为了超代数 hy(H) 上的模（见 Jantzen
[53, pp. 119]）。我们记

ρ̃ : hy(H) −→ EndK(V )

为其表示映射，则对任意u ∈ hyH，

ρ̃(u)(vj) =
∑

i

u(rij)vi。

引理 4.4: 设 V 如上所述，则作为 V 的自同态代数 EndK(V )的子代数，Im(ρ)同

构于 Im(ρ̃)。

证明: 根据定义，

Ker(ρ̃) = {u ∈ hy(H) : rij(u) = 0, ∀ i, j}
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= {u ∈ hy(H) : c(u) = 0, ∀ c ∈ cf(V )}。

因为超代数 hy(H)是坐标环的线性对偶 K[H]∗的子代数，系数空间 cf(V )是坐

标环 K[H]的余子代数，所以 hy(H)中的元素可以视为 cf(V )上的线性函数，

即存在线性映射 hy(H) −→ (cf(V ))∗，记该映射为 ϕ。注意到 ϕ是一个代数映

射，并且

Ker(ϕ) = Ker(ρ̃)。

因此 ϕ诱导了代数之间的单射

ϕ̄ : Im(ρ̃) ↪→ (cf(V ))∗,

对偶地，又诱导了余代数之间的满射

ϕ̄∗ : cf(V ) ³ (Im(ρ̃))∗。

根据坐标环 K[H]的分次结构不难发现超代数 hy(H)在 K[H]∗ 中稠密，即

任意 K[H]中非零元 c，总存在 u ∈ hy(H)使得 c(u) 6= 0。现在设 ϕ̄∗(c) = 0，

即对任意 u ∈ Im(ρ̃)， ϕ̄∗(c)(u) = 0。注意到 c把空间 Ker(ρ̃)化零，由此可得

c = 0。我们证明了映射 ϕ̄∗ 是单射，从而它是余代数双射。等价的，映射 ϕ̄是

代数双射。

另一方面由引理 2.3知，cf(V )∗代数同构于 Im(ρ)。因此作为 V 的自同态代

数 EndK(V )的子代数，Im(ρ) ∼= Im(ρ̃)。 ¥

现在考虑典型群 G及其 r次齐次多项式表示 E⊗r（r > 1），则 E⊗r也是 G

的超代数 hy(G)上的模，其表示映射分别为

ρr : KG −→ EndK(E⊗r)

和

ρ̃r : hy(G) −→ EndK(E⊗r)。

由引理 4.4知，表示映射 ρ̃r 经过 Schur代数 SX(n, r) = Im(ρr) ∼= Im(ρ̃r)分解。
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注记 4.4: 在文献 [26]中，Donkin 考虑了超代数 hy(G) 的零化所有 SX(n, r)-模

（相应于典型群 G 上的一些多项式表示，从而是 hy(G)-模）的元素生成的

理想，并且把 Schur 代数 SX(n, r) 实现为超代数 hy(G) 模掉该理想而得到

的商。由于 E⊗r 是 SX(n, r) 上的忠实模，所以该理想恰为表示映射 ρ̃r 的核

Ker(ρ̃r)。Donkin还证明了该理想是一个整理想，由此可知表示映射 ρ̃r 是整性

的，即它可以定义在整数环 Z上，并且 ρ̃r
Z ⊗Z IdK = ρ̃r

K。 ¥

接下来的引理证明了在 4.2节中构造的 Schur 代数之间的满射 (·det)∗ :

SX(n, r + n) ³ SX(n, r)（所有类型）和 (·c0)
∗ : SX(n, r + 2) ³ SX(n, r)（类型

B、C、D），与表示映射 ρr : KG −→ SX(n, r)和 ρ̃r : hy(G) −→ SX(n, r)是相

容的。

引理 4.5: 我们有如下交换图表，其中映射 (·det)∗ 对所有的类型定义，而映射

(·c0)
∗仅对 B、C、D型定义：

KG

SX(n, r) SX(n, n + r)¾(·det)∗""""ρr

HHHHH ρr+n
KG

SX(n, r) SX(n, r + 2)¾ (·c0)∗""""ρr

HHHHH ρr+2

hy(G)

SX(n, r) SX(n, n + r)¾(·det)∗""""ρ̃r

HHHHH ρ̃r+n
hy(G)

SX(n, r) SX(n, r + 2)¾ (·c0)∗""""ρ̃r

HHHHH ρ̃r+2

证明: 第一个图表：任给群元素 g ∈ G，我们需要证明在 Schur 代数 SX(n, r)

中，等式

ρr(g) = (·det)∗ ◦ ρr+n(g)

成立，即等式两端在余代数 K[G]0r 上的取值相等。根据定义，映射 (·det)∗ 是余

代数的单射

(·det) : K[G]0r = K〈G0〉r ↪→ K〈G0〉r+n = K[G]0r+n

的线性对偶。任取 c ∈ K[G]0r，我们有

((·det)∗ ◦ ρr+n(g))(c) = (ρr+n(g))(c · det) = (c · det)(g)
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= c(g) · det(g) = c(g)

= (ρr(g))(c)

其中的映射 ρr 被 J. A. Green [2, pp. 23]中叫做赋值映射（evaluation map）。

其余的图表可由类似的论述，以及在典型群 G及其超代数 hy(G)上成立的

等式 det = 1和 c0 = 1得到。 ¥

注记 4.5: 我们也可以考虑相似群 G0 的超代数 hy(G0)，并且把 Schur 代数

SX(n, r)实现为 hy(G0)的商。但是因为等式 det = 1和 c0 = 1在 G0 和 hy(G0)

上不再成立，类似于引理 4.5的图表对于 KG0或者 hy(G0)不再是交换的。 ¥

有了这些交换图表，根据逆极限的泛性质，我们知道存在从超代数 hy(G)

到 Schur代数的逆极限 IL(Xm)的代数映射，记为 τK。

定理 4.2: 典型群 G的超代数 hy(G)被包含在 Schur代数的逆极限中，即代数映

射

τK : hyK(G) −→ ILK(Xm)

是单射。

证明: 首先我们来证明
⊕

r>0 E⊗r 是超代数 hy(G)上的忠实表示。注意到作为

典型群 G 上的一些多项式表示的直和，
⊕

r>0 E⊗r 的系数空间恰为 G 的坐标

环 K[G]。因为典型群的超代数 hy(G)被包含在坐标环 K[G]的线性对偶 K[G]∗

中，故超代数中的任意非零元 u ∈ hy(G)在 K[G]∗ 也是非零元，从而存在坐标

环中的元素 c ∈ K[G]使得 c(u) 6= 0。这实际上证明了表示映射

hy(G) −→ EndK(
⊕

r>0

E⊗r)

的核是平凡的，也就是说，表示
⊕

r>0 E⊗r 在超代数 hy(G)上是忠实的。

对每个非负整数 r > 0，超代数 hy(G)把表示
⊕

r>0 E⊗r 的直和项 E⊗r 映到

E⊗r 自身。因此对于超代数中的任意非零元 u ∈ hy(G)，存在非负整数 N 使得

元素 u非平凡的作用在 E⊗N 上。换言之，表示映射

ρ̃N : hy(G) −→ EndK(E⊗N)
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把元素 u映到 Schur代数 SX(n,N)中的非零元。因此在代数映射

τK : hyK(G) −→ ILK(Xm)

下元素 u的像非零，即映射 τK 是一个单射。注意在 Bm 型时 N 既可以取成奇

数，又可以取成偶数（比较定理 4.1（3）的证明）。 ¥

注记 4.6: 注意到表示映射 ρ̃r 可以整性地定义在 Z 上，因此通过逆极限的过
渡，映射 τK 也可以整性地定义在 Z上，并且 τK = τZ ⊗Z IdK。 ¥

4.4 典型群的 Schur代数的拟遗传性（基域 K）

本节先回顾拟遗传代数和整性拟遗传代数的定义，然后证明 A、C、D 型

的 Schur代数是整性拟遗传的，并且 4.2节中定义的映射 (·det)∗ : SX(n, n + r) ³
SX(n, r)和 (·c0)

∗ : SX(n, r + 2) ³ SX(n, r)与其拟遗传结构相容（命题 4.4）。

最后将得到一个关于分解数的结论（推论 4.2）。

拟遗传代数和整性拟遗传代数是由 Cline，Parshall和 Scott为了刻划高权范

畴而引入的 [31, 32]，另见 Klucznik和 König的讲义 [56]，以及 Donkin [57]的附录。

设 S 是一个有限维结合 K-代数，J 是 S 的一个理想。如果存在幂等元 e使得

J = SeS 是射影 S-模，并且 EndS(J)是半单的，则理想 J 被称为 S 的遗传理

想。如果存在有限长度的理想链

0 = J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ · · · ⊂ Jn = S

使得对任意 j，Jj/Jj−1 是代数 S/Jj−1 的遗传理想，则代数 S 被称为拟遗传代

数，该理想链被称为 S 的遗传链。如果遗传链可以整性地定义在整数环 Z上，
则称代数 S 是整性拟遗传的。注意遗传链未必唯一。

给定一个拟遗传代数 S 及一个如上所述的遗传链，设 π = {λ1, λ2, . . . , λn}
为有限维 S-单模同构类的集合，eλi

为相应于 λi 的幂等元，其中 n为 S 的遗传

链的长度。则通过重排 π中元素的次序可以使得对任意1 6 j 6 n，

Jj = S(eλ1 + eλ2 + · · ·+ eλj
)S，
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并且每个 Jj/Jj−1 实际上是对应于 λj 的标准模 ∆(λj)的有限次直和。这样就赋

予集合 π一个序：λ1 < λ2 < · · · < λn，且

Ext1(∆(λi), ∆(λj)) 6= 0 ⇒ i > j。

回顾定理 3.2证明了类型为 A、C、D的 Schur代数是相应典型群和相似群

的广义 Schur代数。由文献 [26, 28]，广义 Schur代数都是整性拟遗传代数。

推论 4.1: 在类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）时， Schur

代数 SX(n, r)（r > 0）是整性拟遗传代数，其单模同构类的指标集为在支配序

下的权集 πX(n, r)或者 πX
0 (n, r)。

视 λ ∈ πX(n, r)时， Schur代数 SX(n, r)的标准模 ∆(λ)是相应典型群 G的

Weyl模W (λ)；视 λ ∈ πX
0 (n, r)时，∆(λ)是相应相似群 G0的Weyl模W (λ)。

命题 4.4: 在类型为 Am（m > 1）、Cm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，对任意

非负整数 r > 0，Schur代数之间的满射

(·det)∗ : SX(n, r + n) −→ SX(n, r)

和

(·c0)
∗ : SX(n, r + 2) −→ SX(n, r)

与 Schur代数的拟遗传结构相容，即映射 (·det)∗和 (·c0)
∗的核是相应 Schur代数

的某个遗传链中的理想。

证明: 任意固定一个如题意要求的类型和任一非负整数 r，我们来证明满射

(·det)∗ : SX(n, r + n) −→ SX(n, r)

的核是 Schur代数 SX(n, r + n)的遗传链中的理想。对于满射 (·c0)
∗的情形可以

类似证得。

根据引理 2.7和推论 3.2，我们可视模范畴mod(SX(n, r))为典型群G上有理

表示范畴的满子范畴。作为自己的正则模，同时作为群代数 KG上的模，Schur

代数 SX(n, r)的单合成因子的最高权恰为权集 πX(n, r)。根据引理 4.5中的第一
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个交换图表，Schur代数 SX(n, r)是KG-有理表示 SX(n, r + n)的属于 πX(n, r)

的商表示。

根据命题 4.2（2），映射 (·det)∗ 诱导了从范畴 mod(SX(n, r)) 到范畴

mod(SX(n, r+n))的满子嵌入，也记为 (·det)∗。注意到相似群的一维表示Kdet限

制到典型群 G上是平凡表示，因此对 λ ∈ πX(n, r)，由引理 4.3知，函子 (·det)∗

把 Schur 代数 SX(n, r) 的标准模 ∆(λ)映为 Schur 代数 SX(n, r + n) 的标准模

∆(λ)；并且把 SX(n, r)的正则模 SX(n, r)映为 SX(n, r) ∈ mod(SX(n, r + n))，

二者都有以标准模 ∆(λ)为截面的滤，其中 λ ∈ πX(n, r)。

注意到权集 πX(n, r)是权集 πX(n, r + n)的饱和子集。我们暂时简记 S ,
SX(n, r+n)，令 e为 S的 λ取遍 πX(n, r+n)\πX(n, r)的本原幂等元 eλ的和。根

据代数 S 的拟遗传结构，由 e生成的理想 SeS 属于映射(·det)∗ : S −→ SX(n, r)

的核。另外当基域 K = C时，Schur代数是半单的（推论 3.4），并且此时拟遗

传链的截面恰为 ∆(λ)⊕dλ，其中 dλ = dim∆(λ)为该标准模（此时也是单模）的

维数。因此

dimC(S/SeS) =
∑

λ∈πX(n,r)

d2
λ。

而因为 Schur代数是整性拟遗传的，商代数的维数 dim(S/SeS)不依赖于基域

K 的选取，并且根据推论 3.6等于 dimSX(n, r)。综上所述我们有 Ker((·det)∗) =

SeS，这是 S 的某一遗传链中的理想。 ¥

设 λ 和 µ 是相似群 G0 的支配权，按通常的记号，我们记 [λ : µ] 为 G0

上单模 L(µ)在 Weyl模 W (λ)中的重数。则我们有如下的列移动定理（James’

Column Removal Theorem），这是推广了 James [58]对一般线性群的结果。其中

λ0 = ε1 + ε2 + · · ·+ εn和 ε0 = ε1 + εn。

推论 4.2: 任给支配权 λ和 µ ∈ πX
0 (n, r)，在类型为 A、C、D时，在相似群 G0

上我们有

[λ : µ] = [λ + λ0 : µ + λ0]。

进而在类型为 C、D时，我们还有

[λ : µ] = [λ + ε0 : µ + ε0]。
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证明: 对于支配权 λ和 µ ∈ πX
0 (n, r)，相似群G0上的单模 L(µ)在Weyl模W (λ)

中的重数等于 Schur代数 SX(n, r)上的单模 L(µ)在标准模 ∆(λ)中的重数。根

据命题 4.4，范畴的嵌入

(·det)∗ : MX(n, r) −→ MX(n, r + n)

和

(·c0)
∗ : MX(n, r) −→ MX(n, r + 2)

保持单模在Weyl模中的重数，结论得证。 ¥

应该指出的是，这一结论是 Donkin [59, pp. 232]中推论2的特殊情形，其中对所

有的约化代数群证明了类似的结论。
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第 5章 关于若干典型群和正交群的 Schur代数的计算

本章旨在计算一些参数 n、r比较小时 Schur代数 SX(n, r)的结构。具体来

说，5.1节将仅限于复数域C计算 SL2(C)、SP2(C)、SO3(C)和 SO2(C)、O2(C)

的 Schur 代数，以及当 r = 2 时的 Schur 代数 SX(n, 2)。5.2节将在特征不

等于 2 的代数封闭域 K 上计算 SO2(K)、O2(K) 的 Schur 代数，并比较

SP2(K)、SO3(K)和 SL2(K)的 Schur代数。5.3节将证明一种特殊情形下（即

参数 r = 2时）正交群 On(K)、辛群 SPn(K)和 Brauer代数之间的 Schur–Weyl

对偶（见定理 5.1），并且作为副产品得到 SX(n, 2)（X = B、C、D）的结构

和一些关于分解数的信息（推论 5.1）。

5.1 若干 Schur代数的结构（基域 C）

本节将计算复数域 C 上的若干 Schur 代数，主要结果为命题 5.1和命题

5.2。回顾当基域为 C时，Schur代数 SX(n, r)定义为表示映射

CG −→ EndC((Cn)⊗r)

或者

U(g) −→ EndC((Cn)⊗r)

的像，其中 G和 g分别为 Xm型的典型群和典型李代数，U(g)为泛包络代数。

由推论 3.4知，此时 Schur代数都是半单的，且

SX(n, r) ∼=
∑

λ∈πX(n,r)

Mdλ
(C)，

其中 πX(n, r)为 (Cn)⊗r 在 G（或者 g）上的单合成因子的最高权的集合，dλ为

最高权为 λ的既约表示的维数。文中关于 εi ∈ h∗的定义见 2.1节。

例 5.1: 在类型为 Am=1 时，典型李代数为 sl2(C)，典型群为 SL2(C)。根据定理
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3.1，对任意非负整数 r > 0，

πA(2, r) =
⋃

i>0

Λ+(1, r − 2i) = {rε1, (r − 2)ε1, . . . , (r − 2br
2
c)ε1}，

其中 b r
2
c是小于等于 r

2
的最大整数。此时 ∀ l > 0，李代数 sl2(C)的最高权为 lε1

的既约表示的维数为 dlε1 = l + 1（见 [49, pp. 33]）。因此Schur代数为

SA(2, r) ∼=
⊕

i>0

Mr+1−2i(C)，

其中我们约定若 l 6 0，则Ml(C) = ∅为空集。 ¥

例 5.2: 设矩阵

J ′ =

(
0 1

−1 0

)
，

辛李代数

sp2(C) = {M ∈M2(C) : M trJ ′ + J ′M = 0}

可以被视为是类型为 Cm=1 的典型李代数。注意对矩阵 M ∈ M2(C)，条件

MJ ′ + J ′M = 0等价与 tr(M) = 0，因此李代数 sp2(C) = sl2(C)，并且对任意非

负整数 r > 0，Schur代数SC(2, r) = SA(2, r)。 ¥

例 5.3: 设矩阵

J =

(
0 1

1 0

)
，

特殊正交李代数

so3(C) = {M ∈M3(C) : M trJ + JM = 0, tr(M) = 0}

可以被视为是类型为 Bm=1 的典型李代数，它只有一个正根 ε1。当 r = 1

时，因为 so3(C) 的标准表示 C3 是一个最高权为 ε1 的不可约表示，故权集

πB(3, 1) = {ε1}。它不是支配权集 Λ+(B1)的饱和子集，因为在支配序下支配权

0比 ε1小，但是 0不属于 πB(3, 1)。当 r > 2时，我们将证明 Schur代数 SB(3, r)

同构于 A1 型 Schur代数 SA(2, 2r)，特别的由定理 3.2知这是一个广义 Schur代
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数。

李代数 so3(C)有唯一的单根 ε1和唯一的支配权
ε1

2
，其标准表示 C3的最高

权为 ε1。当 r > 2时，由与定理 3.1类似的计算可以得到

πB(3, r) = {rε1, (r − 1)ε1, . . . , ε1, 0}。

另一方面，李代数 sl2(C)有唯一的单根 2ε1 和唯一的支配权 ε1，通过李代数的

同构 so3(C) ∼= sl2(C)，so3(C)的标准表示 C3是 sl2(C)的最高权为 2ε1的不可约

表示。当 r > 2时，由定理 3.1知

πA(2, 2r) = {2rε1, 2(r − 1)ε1, . . . , 2ε1, 0}。

由上述分析可得 C-代数同构 SB(3, r) ∼= SA(2, 2r)，∀ r > 2。 ¥

根据定理 3.1，当正整数m > 2（在类型为 D时要求m > 4）时，

πA(n, 2) = {2ε1, ε1 + ε2}，

πX(n, 2) = {2ε1, ε2 + ε2, 0}, X = B, C, D。

下面的引理计算了当 λ ∈ πX(n, 2) 时，典型李代数的最高权为 λ 的既约表示

V (λ)的维数 dλ。

引理 5.1: 当类型为 Am（m > 2）时，

d2ε1 =
n2 + n

2
, dε1+ε2 =

n2 − n

2
。

当类型为 Bm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，

d2ε1 =
n2 + n

2
− 1, dε1+ε2 =

n2 − n

2
, d0 = 1。

当类型为 Cm（m > 2）时，

d2ε1 =
n2 + n

2
, dε1+ε2 =

n2 − n

2
− 1, d0 = 1。
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由该引理和推论 3.4可得：

命题 5.1: 设正整数m如引理 5.1要求，则复数域上的 Schur代数为

SA(n, 2) ∼= Mn2+n
2

(C)⊕Mn2−n
2

(C)，

SX(n, 2) ∼= Mn2+n
2

−1
(C)⊕Mn2−n

2

(C)⊕ C, X = B 和 D，

SC(n, 2) ∼= Mn2+n
2

(C)⊕Mn2−n
2

−1
(C)⊕ C。

特别的，我们有维数公式：

dimSA(n, 2) =
n2(n2 + 1)

2
，

dimSX(n, 2) =
n2(n2 + 1)

2
− (n + 2)(n− 1), X = B 和 D，

dimSC(n, 2) =
n2(n2 + 1)

2
− (n− 2)(n + 1)。

现在我们给出引理 5.1的证明。

证明: （引理 5.1的证明）对于类型为 Xm（其中 m如题意要求）的典型李代数

g的一个支配权 λ，Weyl特征标公式（见） [49, pp. 139]给出

dλ = dimCV (λ) =

∏
α∈Φ+〈α̌, λ + ρ〉∏

α∈Φ+〈α̌, ρ〉 ，

其中 Φ+是李代数 g的的正根集，ρ = 1
2

∑
α∈Φ+ α ∈ h∗是 Cartan子代数 h上的线

性函数，〈h, λ〉是 λ ∈ h∗在 h ∈ h上的取值，并且 α̌ ∈ h是相应于正根 α的余根

（即满足 〈α̌, α〉 = 2的元素）。注意到当 r = 2时张量积 (Cn)⊗2 中的单直和项

的重数始终为 1，因此

n2 =
∑

λ∈πX(n,2)

dλ。

下面我们来逐一地证明引理中的公式。

当类型为 Am（m > 2）时，n = m + 1，李代数 slm+1(C)的正根集为

Φ+(Am) = {εi − εj : 1 6 i < j 6 m + 1}，
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并且

ρ =
1

2
(mε1 + (m− 2)ε2 + · · ·+ (−m)εm+1)。

对任意 i < j，有

〈 ˇ(εi − εj), ρ〉 = j − i。

我们定义正根 εi− εj 的长度为 j − i，则对于1 6 i 6 n− 1，共有 n− i个正根长

度为 i。对任意 1 6 i < j 6 m + 1，〈 ˇ(εi − εj), ε1〉 6= 0当且仅当 i = 1，并且此时

〈 ˇ(ε1 − εj), ε1〉 = 1。因此

d2ε1 =

∏
α∈Φ+〈α̌, 2ε1 + ρ〉∏

α∈Φ+〈α̌, ρ〉

=
3 · 1n−2 · 4 · 2n−3 · 5 · 3n−4 · · ·n · (n− 2)1 · (n + 1)1

1n−1 · 2n−2 · 3n−3 · · · (n− 2)2 · (n− 1)1

=
n(n + 1)

2
。

利用

n2 =
∑

λ∈πA(n,2)

dλ = d2ε1 + dε1+ε2，

可得

dε1+ε2 = n2 − n(n + 1)

2
=

n(n− 1)

2
。

当类型为 Bm（m > 2）时，n = 2m + 1，李代数 so2m+1(C)的正根集为

Φ+(Bm) = {εi ± εj : 1 6 i < j 6 m} ∪ {εi : 1 6 i 6 m}，

并且

ρ =
1

2
((2m− 1)ε1 + (2m− 3)ε2 + · · ·+ 3εm−1 + εm)。

对于一个正根 α，〈α̌, ε1〉 6= 0当且仅当 α = ε1 或者 ε1 ± εj（j = 2, 3, . . . , m），

并且此时 〈α̌, ε1〉 = 1。注意到 〈ε̌1, ρ〉 = (2m − 1)/2，〈 ˇ(ε1 − εj), ρ〉 = j −
1，〈 ˇ(ε1 + εj), ρ〉 = j + m− 2，我们有

d2ε1 =

∏
α∈Φ+〈α̌, 2ε1 + ρ〉∏

α∈Φ+〈α̌, ρ〉
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=
3 · 4 · 5 · · · (2m− 1) · (2m) · (2m + 3)/2

1 · 2 · 3 · · · (2m− 3) · (2m− 2) · (2m− 1)/2

= m(2m + 3) =
n(n + 1)

2
− 1。

因为最高权为 0 的不可约表示是平凡表示 C，故其维数 d0 = 1。再根据

n2 =
∑

λ∈πB(n,2) dλ = d2ε1 + dε1+ε2 + d0，我们有

dε1+ε2 = n2 − 1− (
n(n + 1)

2
− 1) =

n(n− 1)

2
。

当类型为 C 和 D时，维数公式可由类似的计算得到。 ¥

任给一个线性代数群 G（即一般线性群 GLn(C) 的闭子群），我们都可

以按照与典型群类似的方法定义其 Schur代数。此时 G的标准表示为 Cn，且

对任意正整数 r > 1，G对角作用在张量积空间 (Cn)⊗r 上，相应的 Schur代数

SG(n, r)就定义为表示映射

CG −→ EndC((Cn)⊗r)

的像集。当 r = 0时，约定 SG(n, 0) = C。

现在来考虑特殊正交群

SO2(C) = {M ∈M2(C) : M trJM = J = MJM tr, det(M) = 1}

= {Ma ,
(

a 0

0 1
a

)
: a ∈ C∗}

和正交群

O2(C) = {M ∈M2(C) : M trJM = J = MJM tr}，

= {Ma ,
(

a 0

0 1
a

)
, Na ,

(
0 a
1
a

0

)
: a ∈ C∗}，
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其中矩阵

J =

(
0 1

1 0

)
。

它们都是一般线性群 GL2(C)的子群，其中特殊正交群 SO2(C)可以被视为是

类型为 D1 的典型群。对任意正整数 r > 1，分别记 SD(2, r)和 SD′(2, r)为相

应于 SO2(C)和 O2(C)的 Schur 代数。由定义可知，SD(2, r)和 SD′(2, r)都是

SL2(C)的 Schur代数 SA(2, r)的子代数。

按照 J. A. Green [2]的记号，我们令

I(2, r) = {(i1, i2, . . . , ir) : i1, . . . , ir = 1或者 2}，

对称群 Σr 通过位置交换右作用在集合 I(2, r) 和 I(2, r) × I(2, r) 上，即 ∀σ ∈
Σr，i = (i1, i2, . . . , ir)，j = (j1, j2, . . . , jr) ∈ I(2, r)，

iσ = (iσ(1), iσ(2), . . . , iσ(r)), (i, j)σ = (iσ, jσ)。

记 Ω2(2, r)为集合 I(2, r)× I(2, r)在对称群 Σr 作用下的轨道代表元的集合。

例如，当 r = 1时，I(2, 1) = {1, 2}，

Ω2(2, 1) = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}。

当 r = 2时，I(2, 2) = {(11), (12), (21), (22)}，

Ω2(2, 2) = {(11, 11), (11, 12), (11, 22), (12, 11), (12, 12),

(12, 21), (12, 22), (22, 11), (22, 12), (22, 22)}。

对 (i, j) ∈ Ω2(2, r)，令

ci,j = ci1,j1ci2,j2 · · · cir,jr ∈ C[c11, c12, c21, c22]r，

这是一个 r 次齐次多项式。例如当 r = 2 时，c11,11 = c2
11，c11,12 = c11c12 =

c12c11 = c11,21，事实上 (11, 12)和 (11, 21) ∈ I(2, 2) × I(2, 2)在同一个 Σ2 轨道
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中。则余代数 C[c11, c12, c21, c22]r 有整基 {ci,j : (i, j) ∈ Ω2(2, r)}，对偶的，Schur

代数 SA(2, r)有整基

{ξij = (ci,j)
∗ : (i, j) ∈ Ω2(2, r)}。

对任意正整数 a, b，我们记 1a2b = (1, . . . , 1, 2, . . . , 2) ∈ I(2, a + b)，其中有 a个 1

和 b个 2。

命题 5.2: 设 r > 1是一个正整数。

（1）作为 Schur代数 SA(2, r)的子代数，SD(2, r)有 C-基

{ξ1r−i2i,1r−i2i : i = 0, 1, . . . , r}。

作为一个 C-代数，SD(2, r)同构于 C⊕(r+1)。特别的，dimSD(2, r) = r + 1。

（2）作为 SA(2, r)的子代数，SD′(2, r)有 C基

{ξ1r−i2i,1r−i2i , ξ1r−i2i,2r−i1i : i = 0, 1, . . . , r}。

作为一个 C-代数，

SD′(2, r) ∼=




(M2(C))⊕
r+1
2 如果 r是奇数；

(M2(C))⊕
r
2 ⊕ C⊕2 如果 r是偶数。

特别地，dimSD′(2, r) = 2(r + 1)。

证明: 设 {v1, v2} 是线性空间 C2 的标准基。当 r > 1 时，对于 i =

(i1, i2, . . . , ir) ∈ I(2, r)，我们记 vi = vi1 ⊗ vi2 ⊗ . . . ⊗ vir，则 {vi : i ∈ I(2, r)}是
张量积空间 (C2)⊗r 的一组基。对于 i, j ∈ I(2, r)，我们记 Ei,j 为 EndC((C2)⊗r)

中把 vj 映到 vi，把 vk （k 6= j 时）映到零的元素。视 Schur 代数 SA(2, r) 为

EndC((C2)⊗r)的子代数时，根据文献 [2, pp. 29]，

ξi,j =
∑

σ

Eiσ,jσ，

其中
∑

σ 对那些使得 (iσ, jσ) 互不相等的 σ ∈ Σr 求和。例如，当 r = 1 时，

74



第 5章 关于若干典型群和正交群的 Schur代数的计算

对任意 i, j ∈ I(2, 1) = {1, 2}，ξij = Eij。当 r = 2时，ξ11,11 = E11,11，ξ11,12 =

E11,12 + E11,21，ξ12,12 = E12,12 + E21,21，ξ12,21 = E12,21 + E21,12。

我们记特殊正交群 SO2(C)的标准表示的表示映射为

ρ : CSO2(C) −→ EndC(C2)，

它把矩阵M ∈ SO2(C)映到自身。对于正整数 r > 1，r次张量积的表示映射

ρr : CSO2(C) −→ EndC((C2)⊗r)

把矩阵M ∈ SO2(C)映为M 的 r次张量积矩阵M⊗r。该表示映射经过 SA(2, r)

分解，并且其像集为 SD(2, r)。

通过对正整数 r做归纳，不难证明对任意非零复数 a ∈ C∗，

ρr(Ma) = (Ma)
⊗r =

r∑
i=0

ar−2iξ1r−i2i,1r−i2i ∈ SA(2, r)。

注意到等式右端的元素 ξ1r−i2i,1r−i2i（i = 0, 1, . . . , r）是 Schur代数 SA(2, r)中两

两相互正交的幂等元，因此对正整数 s > 1，有

(M⊗r
a )s =

r∑
i=0

a(r−2i)sξ1r−i2i,1r−i2i ∈ SA(2, r)。

由于 SD(2, r) 是 SA(2, r) 的由 ρr(Ma)（a ∈ C∗）生成的子代数，所以
(M⊗r

a )s（a ∈ C∗，s > 1）属于 SD(2, r)。对于不同的 i ∈ {0, 1, . . . , r}，r − 2i

两两互异，因此存在 a0 ∈ C∗ 使得 ar−2i
0 两两互异。这样通过求解一个 Vander-

monde矩阵，ξ1r−i2i,1r−i2i（i = 0, 1, . . . , r）可以表达成 (M⊗r
a0

)s（s = 0, 1, . . . , r）

的线性组合，因此属于代数 SD(2, r)。另一方面，以 {ξ1r−i2i,1r−i2i : i =

0, 1, . . . , r} 为一组基的 SA(2, r) 的线性子空间实际上已经是一个子代数，因

此它就是 SD(2, r)。

对正交群 O2(C)我们进行类似的计算。对正整数 r > 1，记其表示映射为

%r : CO2(C) −→ EndC((C2)⊗r)，

75



第 5章 关于若干典型群和正交群的 Schur代数的计算

则 ∀ a ∈ C∗，

%r(Ma) = (Ma)
⊗r =

r∑
i=0

ar−2iξ1r−i2i,1r−i2i ∈ SA(2, r)，

%r(Na) = (Na)
⊗r =

r∑
i=0

ar−2iξ1r−i2i,2r−i1i ∈ SA(2, r)。

Schur代数 SD′(2, r)是 SA(2, r)的由M⊗r
a 和 N⊗r

a （a ∈ C∗）生成的子代数。由
前面的计算可知，对于 i = 0, 1, . . . , r，元素 ξ1r−i2i,1r−i2i 属于 SD′(2, r)；从而

ξ1r−i2i,1r−i2i 与 %r(Na)的乘积 ξ1r−i2i,2r−i1i 也属于 SD′(2, r)。而以

{ξ1r−i2i,1r−i2i , ξ1r−i2i,2r−i1i : i = 0, 1, . . . , r}

为一组基的线性子空间对 SA(2, r)的乘法封闭，因此它就是代数 SD′(2, r).

最后，Schur代数 SD(2, r)和 SD′(2, r)的代数结构由这些基立得。 ¥

5.2 若干 Schur代数的结构（基域 K）

本节中基域为特征不等于 2 的代数封闭域 K。我们将计算 SO2(K) 和

O2(K)的 Schur代数，并比较SP2(K)、SO3(K)和 SL2(K)的 Schur代数，它们

是上一节中例 5.2、例 5.3和命题 5.2的推广。

例 5.4: 代数群

SP2(K) = {M ∈M2(K) : M trJ ′M = J ′ = MJ ′M tr}

可以被视为是类型为 C1的典型群，其中矩阵

J ′ =

(
0 1

−1 0

)
。

注意到对矩阵M ∈ M2(K)，M trJ ′M = J ′ = MJ ′M tr 当且仅当 det(M) = 1，

所以辛群 SP2(K)就是一般线性群 SL2(K)。特别的，对任意非负整数 r > 0，

有SC(2, r) = SA(2, r)。 ¥
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例 5.5: 特殊正交群

SO2(K) = {M ∈M2(K) : M trJM = J = MJM tr，det(M) = 1}

可以被视为是类型为 D1的典型群，其中矩阵

J =

(
0 1

1 0

)
。

代数群 SO2(K)的仿射坐标环为 K[SO2(K)] = K[c11, c12, c21, c22]/I(SO2(K))，

其中理想 I(SO2(K))由

{c11c22 − c12c21 − 1, c11c22 + c12c21 − 1, 2c11c12, 2c21c22, 2c11c21, 2c12c22}

生成。由此可得齐次理想

I(SO2)
0 ,

⊕

r>0

(K[cij]r ∩ I(SO2(K))0 = 〈c12, c21〉，

及余代数

K[SO2(K)]0 , K[cij]/I(SO2(K))0 = K[cij]/〈c12, c21〉 ∼= K[c11, c22]，

并且对非负整数 r > 0，齐次部分 K[SO2]
0
r 有整基 {ci

11c
r−i
22 : i = 0, 1, . . . , r}。因

为 SO2(K)的 Schur代数 SD(2, r)同构于 (K[SO2]
0
r)
∗（根据推论 3.1），因此有

对偶整基

{ξ1i2r−i,1i2r−i = (ci
11c

r−i
22 )∗ : i = 0, 1, . . . , r}。

由此可得，SD(2, r)是 SA(2, r)的同构于 K⊕(r+1)的半单子代数。 ¥

例 5.6: 特殊正交群

SO3(K) = {M ∈M3(K) : M trJM = J = MJM tr，det(M) = 1}
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可以被视为是类型为 B1的典型群，其中矩阵

J =




0 0 1

0 1 0

1 0 0


。

当 r = 0 时，Schur 代数 SB(3, 0) = K；当 r = 1 时，Schur 代数 SB(n, 1) =

M3(K)。我们将证明对任意正整数 r > 2，Schur 代数 SB(3, r) 同构于

SA(2, 2r)。根据例 5.3，这两个代数在复数域 C 上同构，因此它们有相等的
维数。下面我们来构造它们的线性对偶 K〈SO0

3(K)〉r 和 K〈GL2(K)〉2r 之间的作

为余代数的满射，从而两个 Schur代数同构。

特殊正交群 SO3(K)的相似群为

SO0
3(K) = {M ∈M3(K) : M trJM = sJ = MJM tr, det(M) = t, t, s ∈ K∗}。

余代数 K〈SO0
3(K)〉 = K[cij]i,j=1,2,3/I〈SO0

3(K)〉，其中理想 I〈SO0
3(K)〉由如下的

二次关系生成：

{c1(i, j), c2(i, j) : ∀ j 6= i′} ∪ {c1(i, i
′)− c1(1, 3), c2(j, j

′)− c1(1, 3) : ∀ i, j}，

其中 i′ = 4 − i，这些关系形如：c1(1, 1) = 2c31c11 + c2
21，c1(1, 2) = c31c12 +

c21c22+c11c32，c2(1, 1) = 2c13c11+c2
12，c2(2, 1) = c32c11+c22c21+c12c31，c1(2, 2)−

c1(1, 3) = c12c32 + c22c22 + c32c12 − c11c33 − c21c23 − c31c13 等。为了与相似群

SO0
3(K)区分开来，我们记 {dij}i,j=1,2为特殊线性群 GL2(K)的坐标函数，这样

K〈GL2(K)〉 = K[dij]i,j=1,2。

把矩阵 


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33




的每个分量映到矩阵




d2
11 −√2d11d12 −d2

12

−√2d11d21 d11d22 + d12d21

√
2d12d22

−d2
21

√
2d21d22 d2

22



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的相应分量，我们就得到一个从K[cij]1到K[dij]2的线性映射，记为 φ。事实上

不难验证 φ是一个余代数映射，即∆(φ(cij)) = φ(∆(cij))，对任意 i, j = 1, 2, 3。

以 i = j = 1为例：

∆(φ(c11)) = ∆(d2
11) = (∆(d11))

2 = (d11 ⊗ d11 + d12 ⊗ d21)
2

= d2
11 ⊗ d2

11 + 2d11d12 ⊗ d11d21 + d2
12 ⊗ d2

21，

φ(∆(c11)) = φ(c11 ⊗ c11 + c12 ⊗ c21 + c13 ⊗ c31)

= φ(c11)⊗ φ(c11) + φ(c12)⊗ φ(c21) + φ(c13)⊗ φ(c31)

= d2
11 ⊗ d2

11 + (−
√

2d11c12)⊗ (−
√

2d11d21) + d2
12 ⊗ d2

21

= d2
11 ⊗ d2

11 + 2d11d12 ⊗ d11d21 + d2
12 ⊗ d2

21。

对任意 c1,c2 ∈ K[cij]1，通过定义 φ2(c1c2) = φ(c1)φ(c2)，我们可以将余代数映射

φ : K[cij]1 −→ K[dij]2 延拓为余代数映射 φ2 : K[cij]2 −→ K[dij]4。断言：映射

φ2是满射。

余代数 K[dij]4 中的单项式 d 都是乘积 d1d2 的形式，其中 d1 =

di1j1di2j2，d2 = dk1l1dk2l2 是 2次齐次单项式。如果 d1 = d11d22，并且 d2 = d2
11，

则 d1d2 = φ2(c11c22 − 1
2
c12c21) 落在像集 Im(φ2) 中。如果 d1 = d11d22，并且

d2 = d2
22，则 d1d2 = φ2(c22c33 − 1

2
c23c32)落在像集 Im(φ2)中。如果 d1 = d11d22，

并且 d2 6= d2
11 或者 d2

22，则或者 d11dk1l1 和 d22dk2l2，或者 d11dk2l2 和 d22dk1l1 落

在像集 Im(φ)中，从而乘积 d1d2落在像集 Im(φ2)中。类似地如果 d1 = d12d21，

则 d1d
2
12 = φ2(−c22c13 + 1

2
c12c23)，和 d1d

2
21 = φ2(−c22c31 + 1

2
c21c32)均落在像集

Im(φ2)中。如果 d1 = d12d21，并且 d2 6= d2
12 或者 d2

21，那么通过调整乘积 d1d2

中元素的顺序，不难发现 d1d2一定落在像集 Im(φ2)中。最后如果 d1和 d2都不

属于集合 {d11d22, d12d21}，则乘积 d1d2 一定落在像集 Im(φ2)中。这样我们就证

明了映射 φ2是满射。

归纳地，对任意 r > 2，我们都可以将映射 φ 延拓为余代数的满射 φr :

K[cij]r −→ K[dij]2r。现在我们需要逐一地验证理想 I〈SO0
3〉中的二次生成关系

均落在映射 φ2的核中。例如

φ2(2c31c11 + c2
21) = −2d2

21d
2
11 + (−

√
2d11d21)

2 = 0，
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φ2(c31c12 + c21c22 + c11c32) = (−d2
21)(−

√
2d11d12) + (−

√
2d11d21)(d11d22 + d12d21)

+d2
11(
√

2d21d22) = 0。

因为 φr 被定义为保持乘法的映射，因此对任意正整数 r > 2，齐次部分

I〈SO0
3(K)〉r 都落在映射 φr 的核中。这样对任意 r > 2，我们都得到了余代数的

满射 φr : K〈SO0
3(K)〉r −→ K〈GL2(K)〉2r。 ¥

下面我们来考虑正交群 On(K)（n > 2）的 Schur代数。根据定义

On(K) = {M ∈Mn(K) : M trJM = J = MJM tr}，

其相似群为

O0
n(K) = {M ∈Mn(K) : M trJM = sJ = MJM tr，0 6= s ∈ K}，

其中 J 为在所有 (i, n + 1− i)-位置取 1，在其余位置取 0的对称矩阵。作为一般

线性群 GLn(K)的子群，正交群 On(K)和相似群 O0
n(K)作用在 n维列向量空

间 E 及其张量积空间 E⊗r（r > 1）上。相应的 Schur代数，记为 SD′(n, r)，定

义为表示映射

KOn(K) −→ EndK(E⊗r)

的像集，也等于表示映射

KO0
n(K) −→ EndK(E⊗r)

的像集。当 r = 0时，约定 SD′(n, 0) = K。我们记 K[On(K)]0r 和 K〈O0
n(K)〉r

分别为多项式表示 E⊗r 在正交群 On(K) 和相似群 O0
n(K) 上的系数空间，它

们也是齐次多项式环 K[cij]r 分别到 On(K) 和 O0
n(K) 上的限制。根据引理

2.3，SD′(n, r)等于余代数 K[On(K)]0r 和 K〈O0
n(K)〉r 的线性对偶。

特殊正交群 SOn(K)是正交群 On(K)的行列式为 1的子群，比较二者的

Schur代数，我们有如下命题。

命题 5.3: 当 n为奇数时，对任意 r > 0，我们有 SD′(n, r) = SB(n, r)。当 n为

偶数且 r < n/2时，我们有 SD′(n, r) = SD(n, r)。
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证明: 记 I(O0
n)为多项式环 K[cij]的由

{c1(i, i
′)− c2(j, j

′) : ∀ i, j} ∪ {c1(i, j), c2(i, j) : ∀ j 6= i′}

生成的理想。这是一个齐次理想，即

I(O0
n) =

⊕

r>0

I(O0
n)r =

⊕

r>0

(I(O0
n) ∩K[cij]r)。

余代数 K〈O0
n〉r 就是 K[cij]r 模去余理想 I(O0

n)r 得到的。通过比较 On(K) 和

SOn(K)的理想，我们发现当 n为奇数时，对任意 r > 0，I(O0
n)r = I(SO0

n)r；

当 n为偶数时，对任意 r < n/2，I(O0
n)r = I(SO0

n)r。命题成立。 ¥

例 5.7: 当 n = 2时，理想 I(O0
2) = 〈c11, c22〉 · 〈c12, c21〉，因此

K[O0
2]
∼= K[cij]/〈c11, c22〉 ⊕K[cij]/〈c12, c21〉 ∼= K[c12, c21]⊕K[c11, c22]。

因此对任意正整数 r > 1，余代数 K[O0
2]r 有整基

{ci
12c

r−i
21 , ci

11c
r−i
22 : i = 0, 1, . . . , r}，

从而 Schur代数 SD′(2, r)有对偶整基

{ξ1i2r−i,2i1r−i , ξ1i2r−i,1i2r−i : i = 0, 1, . . . , r}。

这是 SA(2, r)的 2(r + 1)-维的子代数，并且

SD′(2, r) ∼=




(M2(K))⊕
r+1
2 如果 r是奇数；

(M2(K))⊕
r
2 ⊕K⊕2 如果 r是偶数。

¥

5.3 Schur–Weyl对偶（基域 K）

本节中基域为特征不等于 2的代数封闭域 K。我们来证明当参数 r = 2时
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正交群、辛群和 Brauer代数之间的 Schur–Weyl对偶，同时我们还将得到 Schur

代数 SX(n, 2)的代数结构（X = B、C、D），特别地，它们都是有限表示型

的拟遗传代数。需要指出的是，任意参数下辛群的 Schur–Weyl 对偶最近由

Dipper，Doty和胡峻证明 [12]。

当基域 K 的特征不等于 2时，（特殊）正交群、辛群及其相似群和李代数

的定义均不依赖于矩阵 J 和 J ′ 的选取（注 2.1），从而相应的 Schur代数也不

依赖于矩阵 J 和 J ′的选取。本节中我们将取 J 为恒等矩阵来定义（特殊）正交

群，而 J ′ 如 2.1节中定义，即 J ′ 是一个 n = 2m阶的反对称、可逆矩阵，在所

有 (i, n + 1 − i)位置取 1、在所有 (n + 1 − i, i)位置取 −1（i = 1, 2, . . . , m），

在其余位置取零。回顾 n 是典型群 G 中矩阵的阶，E 是 G 的标准表示。记

{vi : i = 1, 2, . . . , n}为 E 的自然基，那么 {vi ⊗ vj : i, j = 1, 2, . . . , n}就是张量
积空间 E ⊗ E 的一组基。我们简记 vij = vi ⊗ vj。

Brauer代数是由 Brauer于 1937年引入的 [10]，在这篇文章中他在特征零的

域上对正交群和辛群实现了 Schur–Weyl对偶。我们这里仅限于讨论参数 r = 2

的 Brauer 代数 B2(δ)，其中 δ ∈ K，这是一个三维的交换 K-代数，有 K-基

{∆0, ∆1, ∆2}，其中 ∆0为单位，乘法由

∆2
1 = ∆0, ∆2

2 = δ∆2, ∆1∆2 = ∆2∆1 = ∆2，

给出。在类型为 Bm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，参数 δ = n，Brauer代数

B2(n)通过

(vij)∆0 = vij, (vij)∆1 = vji, (vij)∆2 = δij

n∑

k=1

vkk

右作用在张量积 E ⊗ E 上。在类型为 Cm（m > 2）时，n = 2m，参数 δ =

−n，Brauer代数 B2(−n)通过

(vij)∆0 = vij, (vij)∆1 = −vji, (vij)∆2 = ε(i)δji′

n∑

k=1

ε(k′)vkk′

右作用在 E⊗E上，其中 i′ = n+1− i，当 1 6 i 6 m时 ε(i) = 1，当m ≤ i 6 n

时 ε(i) = −1。
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本节的主要结果如下：

定理 5.1: 设 G是一个类型为 Bm（m > 2）、Cm（m > 2）或者 Dm（m > 4）

的典型群。那么 G在张量积空间 E ⊗E 上的左作用与 B2(δ)在 E ⊗E 上的右作

用可交换，并且双中心性质（即 Schur–Weyl对偶）成立：

SX(n, 2) = EndB2(δ)(E ⊗ E)，

B2(δ) = EndKG(E ⊗ E) = EndSX(n,2)(E ⊗ E)。

注记 5.1: 根据命题 5.3，将 B、D 型的典型群（即特殊正交群）换成正交群

时，定理 5.1同样成立。事实上我们还证明了 Brauer代数在 E ⊗ E 上的作用是

忠实的，因为双中心性质仅断言 Brauer代数在表示映射下的像等于自同态代数

EndKG(E ⊗ E)。 ¥

引理 5.2是有限维代数的表示理论中的自然结果，可参见 [60]。

引理 5.2: 设 B 是一个单位元为 1 的 K-代数，设 e1, . . . , el 是 B 的两两相互

正交的中心幂等元，且满足 1 = e1 + e2 + · · · + el。则代数 B 有块分解 B =

B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bl，其中对每个 1 6 i 6 l，Bi = Bei = eiB。从而每个右 B-模

V 都同构于 V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vl，其中 Vi = V ei，Bi 非平凡的作用在 Vj上当且仅

当 i = j，并且 EndB(V ) ∼= ⊕l
i=1 EndBi

(Vi)。

我们记 p (6= 2)为域 K 的特征。下面的引理 5.3–5.6和命题 5.4、5.5证明了

特殊正交群（即类型为 Bm和 Dm的典型群）的情形。

引理 5.3: （1）当 p 不能整除 n 时，B2(n)是一个同构于 K ⊕ K ⊕ K的半单

代数，有三个本原的中心幂等元：e1 = 1
2
∆0 + 1

2
∆1 − 1

n
∆2，e2 = 1

n
∆2 和

e3 = 1
2
∆0 − 1

2
∆1。

（2）当 p整除 n时，B2(n)作为K-代数同构于K[X]/(X2)⊕K，并且有两

个本原幂等元：ẽ1 = 1
2
∆0 + 1

2
∆1和 ẽ2 = 1

2
∆0 − 1

2
∆1。

证明: （1）只需直接验证 e1、e2和e3是中心幂等元、两两正交，并且 e1 + e2 +

e3 = ∆0。我们记 L(1)、L(2)和 L(3)分别为 B2(n)的相应于 e1、e2和 e3的右单

模，它们同时也是射影模。
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（2）易见 ẽ1 + ẽ2 = ∆0。由 ẽ1 生成的子代数 B2(n)ẽ1 = K{1
2
∆0 +

1
2
∆1, ∆2}，它作为 K-代数同构于 K[X]/(X2)（把 ∆2 映为 X）。由 ẽ2 生成

的子代数 B2(n)ẽ2 = K{1
2
∆0 − 1

2
∆1}同构于 K本身。我们记 L̃(1)和 L̃(2)分别

为相应于 ẽ1 和 ẽ2 的右单模，记 P̃ (1) , B2(n)ẽ1 为 L̃(1)的射影闭包（也称投射

盖）。注意单模 L̃(2)自己就是射影模。 ¥

引理 5.4: （1）当 p不整除 n时，我们有右 B2(n)-模的同构

E ⊗ E ∼= L(1)⊕(n2+n
2

−1) ⊕ L(2)⊕ L(3)⊕
n2−n

2 。

（2）当 p整除 n时，我们有右 B2(n)-模的同构

E ⊗ E ∼= L̃(1)⊕(n2+n
2

−2) ⊕ P̃ (1)⊕ L̃(2)⊕
n2−n

2 。

证明: （1）通过计算可得，(E ⊗ E)e1的维数为
n2+n

2
− 1，有 K-基

{vii − 1

n

n∑

k=1

vkk′ : 1 6 i 6 n} ∪ {1

2
(vij + vji) : 1 6 j < i 6 n}；

(E⊗E)e2的维数为 1，有K-基 { 1
n

∑n
k=1 vkk′}；而(E⊗E)e3的维数为

n2−n
2
，有

K-基 {1
2
(vij − vji) : 1 6 j < i 6 n}。根据引理 5.2和引理 5.3（1）可知，作为右

B2(n)-模，

E ⊗ E ∼= (E ⊗ E)e1 ⊕ (E ⊗ E)e2 ⊕ (E ⊗ E)e3

∼= L(1)⊕(n2+n
2

−1) ⊕ L(2)⊕ L(3)⊕
n2−n

2 。

（2）此时 (E⊗E)ẽ2的维数为
n2−n

2
，有K-基 {1

2
(vij−vji) : 1 6 j < i 6 n}。

而 (E ⊗ E)ẽ1 的维数为
n2+n

2
，有 K-基 {1

2
(vij + vji) : 1 6 j 6 i 6 n}，其中有

n2+n
2
− 2个直和项同构于 L̃(1)，它们的基为

{1

2
(vij + vji) : 1 6 i < j 6 n} ∪ {vii − vnn : 1 6 i 6 n− 2}，

余下的直和项同构于 P̃ (1)，基为 {vnn,
∑n

k=1 vkk′}。类似于（1）的情形，由引
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理 5.2和引理 5.3（2）可得结论。 ¥

引理 5.5: （1）当 p不整除 n时，自同态代数 EndB2(n)(E ⊗ E)是半单代数并且

同构于Mn2+n
2

−1
(K)⊕K ⊕Mn2−n

2

(K)。

（2）当 p整除 n时，自同态代数 EndB2(n)(E ⊗ E)是拟遗传代数，它的箭

图为

•
1

•
2

-
¾

α

β
•
3

关系为 β ◦α = 0，偏序关系为 1 > 2（3任意），相应的单模 S(1)、S(2)和 S(3)

的维数分别为 n2+n
2
− 2、1和 n2−n

2
。

（3）无论在哪种情况下，自同态代数 EndB2(n)(E ⊗ E)的维数都等于

(
n2 + n

2
− 1)2 + 1 + (

n2 − n

2
)2 =

(
n2 + 1

2

)
− (n + 2)(n− 1)。

证明: 由引理 5.4直接计算可得。 ¥

引理 5.6: 正交群 On(K)在张量积空间 E ⊗ E 上的左作用和 Brauer代数 B2(n)

在 E ⊗ E 上的右作用可交换。

证明: 根据定义可知：对任意 g ∈ On(K) 和 i, j = 1, 2, . . . , n，有 (gvij)∆1 =

g(vij∆1)。下面来验证对任意 g ∈ On(K) 和 i, j = 1, 2, . . . , n，(gvij)∆2 =

g(vij∆2)。设群元素 g = (aij)n×n。根据定义 g ∈ On(K) 当且仅当 gtrg = I =

ggtr，即
∑n

k=1 aikajk = δij =
∑n

k=1 akiakj。因此

(gvij)∆2 = (g · (vi ⊗ vj))∆2 = (gvi ⊗ gvj)∆2 = (
n∑

k,l=1

akialjvkl)∆2

=
n∑

k,l=1

akialj(vkl∆2) =
n∑

k=1

akiakj(vkk∆2)

=
n∑

k=1

akiakj(
n∑

l=1

vll) = δij

n∑

l=1

vll，

g(vij∆2) = g(δij

n∑

k=1

vkk) = δij

n∑

k=1

gvk ⊗ gvk = δij

n∑

k=1

n∑
p,q=1

apkaqkvpq
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= δij

n∑
p,q=1

(
n∑

k=1

apkaqk)vpq = δij

n∑
p=1

vpp = (gvij)∆2。

证毕。 ¥

命题 5.4: 当类型为 Bm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，我们有

SX(n, 2) = EndB2(n)(E ⊗ E)。

证明: 根据命题 5.3，Schur代数 SX(n, 2)等于表示映射KOn(K) −→ EndK(E ⊗
E)的像。再根据引理 5.6，SX(n, 2)是自同态代数 EndB2(n)(E ⊗ E)的子代数。

而根据引理 5.5和命题 5.1，这两个代数的维数相等，因此它们必然相等。 ¥

命题 5.5: 当类型为 Bm（m > 2）和 Dm（m > 4）时，我们有

EndSX(n,2)(E ⊗ E) = B2(n)。

证明: 当 p不整除 n时，由引理 5.5（1）和命题 5.4可知 EndSX(n,2)(E ⊗ E)同构

于 K ⊕K ⊕K，从而根据引理 5.3（1）同构于 B2(n)。当 p整除 n时，作为右

SX(n, 2)-模，E ⊗ E 同构于

S(2)

S(1)
⊕

S(3)

S(2)

故 EndSX(n,2)(E ⊗ E) 同构于 K[X]/(X2) ⊕ K，从而根据引理 5.3（2）同

构于 B2(n)。另一方面，由引理 5.6知，Brauer 代数 B2(n) 是自同态代数

EndSX(n,2)(E ⊗ E)的子代数，因此二者相等。 ¥

下面我们不加证明地列出相应于辛群的证明步骤（引理 5.7–5.9和命题

5.6）。

引理 5.7: 当 p不整除 n时，以下结论成立：

（1）Brauer代数 B2(−n)是同构于K ⊕K ⊕K 的半单代数，有三个本原的

中心幂等元：e1 = 1
2
∆0 + 1

2
∆1 + 1

n
∆2，e2 = − 1

n
∆2和 e3 = 1

2
∆0 − 1

2
∆1。
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（2）记 L(1)、L(2)和 L(3)分别为对应于 e1、e2 和 e3的一维的右 B2(−n)-

单模，它们同时是射影模。我们有作为右 B2(−n)-模的同构：

E ⊗ E ∼= L(1)⊕(n2−n
2

−1) ⊕ L(2)⊕ L(3)⊕
n2+n

2 。

（3）自同态代数 EndB2(−n)(E⊗E)是同构于Mn2−n
2

−1
(K)⊕K⊕Mn2+n

2

(K)

的半单代数。

引理 5.8: 当 p整除 n时，以下结论成立：

（1）Brauer代数 B2(−n)同构于 K[X]/(X2)⊕K，并且有两个本原的中心

幂等元：ẽ1 = 1
2
∆0 + 1

2
∆1和 ẽ2 = 1

2
∆0 − 1

2
∆1。

（2）记 L̃(1)和 L̃(2)分别为相应于 ẽ1 和 ẽ2 的一维的右 B2(−n)-单模，记

P̃ (1) = B2(−n)ẽ1为单模 L̃(1)的 2维的射影闭包，单模 L̃(2)同时是射影模。我

们有作为右 B2(−n)-模的同构：

E ⊗ E ∼= L̃(1)
n2−n

2
−2 ⊕ P̃ (1)⊕ L̃(2)⊕

n2+n
2 。

（3）自同态代数 EndB2(−n)(E ⊗ E)是拟遗传代数，其箭图为

•
1

•
2

-
¾

α

β
•
3

关系为 β ◦α = 0，偏序关系为 1 > 2（3任意），相应的单模 S(1)、S(2)和 S(3)

的维数分别为 n2−n
2
− 2、1和 n2+n

2
。

引理 5.9: 自同态代数 EndB2(−n)(E ⊗ E)的维数等于

(
n2 − n

2
− 1)2 + 1 + (

n2 + n

2
)2 =

(
n2 + 1

2

)
− (n− 2)(n + 1)。

命题 5.6: 设m > 2，n = 2m，则以下结论成立：

（1）辛群 SPn(K)在张量积空间 E ⊗ E 上的左作用与 Brauer代数 B2(−n)

在 E ⊗ E 上的右作用可交换。
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（2）作为 K-代数，我们有 SC(n, 2) = EndB2(−n)(E ⊗ E)，并且

EndSC(n,2)(E ⊗ E) = B2(−n)。

根据定理 3.1，当 X = B、C 和 D时，权集 πX(n, 2) = {2ε1, ε1 + ε2, 0}，
且在支配序下 2ε1 > ε1 + ε2 > ε1 + ε2 > 0。根据引理 5.1给出的 Weyl模的维

数公式可知，在 Schur代数 SB,D(n, 2)的箭图中顶点 1、2、3分别对应于支配权

2ε1、0、ε1 + ε2，在 Schur代数 SC(n, 2)的箭图中顶点 1、2、3分别对应于支配

权 ε1 + ε2、0、2ε1。

回顾对于代数群 G的支配权 λ和 µ，[λ : µ]代表以 µ为最高权的单模在以

λ为最高权的Weyl模中的重数。通过考虑 Schur代数的标准模，我们得到如下

关于分解数的结论。

推论 5.1: 设 p 6= 2。对于特殊正交群 SOn(K)（n = 5 或者 n > 7）和正交群

On(K)（n = 5或者 n > 7），我们有 [2ε1 : ε1 + ε2] = 0，[ε1 + ε2 : 0] = 0；并且

当 p不整除 n时 [2ε1 : 0] = 0，当 p整除 n时 [2ε1 : 0] = 1。

对于辛群 SPn(K)（n > 4，偶数），我们有 [2ε1 : ε1 + ε2] = 0，[2ε1 : 0] =

0；并且当 p不整除 n时 [ε1 + ε2 : 0] = 0，当 p整除 n时 [ε1 + ε2 : 0] = 1。

等价的，对于（特殊）正交群的相似群，有 [2ε1 : ε1 + ε2] = 0和 [ε1 + ε2 :

ε0] = 0。并且当 p不整除 n时 [2ε1 : ε0] = 0，当 p整除 n时 [2ε1 : ε0] = 1。对

于辛群的相似群，有 [2ε1 : ε1 + ε2] = 0和 [2ε1 : ε0] = 0。并且当 p不整除 n时

[ε1 + ε2 : ε0] = 0，当 p整除 n时 [ε1 + ε2 : ε0] = 1。根据推论 4.2，我们可以得到

关于 C 型和 D型的分解数的更多的信息。
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第 6章 结 论

6.1 论文的主要结果

本文研究了特征不等于 2的代数封闭域K上典型群的 Schur代数 SX(n, r)，

在 SX(n, r)的结构以及与典型群的超代数之间的关系方面取得了如下结果：

1. 计算了 Schur代数 SX(n, r)的权集 πX(n, r)，从而在复数域 K = C上决
定了半单代数 SX(n, r)的分块情况。

2. 证明了集合 πX(n, r)是饱和的当且仅当 X = A、C 或 D，并且此时 Schur

代数 SX(n, r)是相应典型群的由 πX(n, r)定义的广义 Schur代数。这就延

拓并重新证明了 J. A. Green [2]在 A型和 Donkin [3]在 C 型的结果。同时本

文对相似群证明了类似的结论。

3. 把 Schur代数 SX(n, r)（r > 0）纳入逆系统，并证明了相应典型群的超代

数作为子代数整性地包含在其逆极限中。这推广了 Beilinsion，Lusztig和

MacPherson [4]关于 A型的结论。并且在 B、C、D型时构造了两种彼此相

容的逆系统。

4. 当 K = C为复数域时，利用 Schur代数的半单性，显示地给出了 Schur

代数的逆极限。

5. 计算了若干当参数 n = 2、3或者 r = 2时的 Schur代数。

6. 证明了当参数 r = 2时，正交群、辛群和 Brauer代数之间的双中心性质。

6.2 进一步可展开的工作

在此论文的基础上，进一步可考虑的问题和展开的工作有如下几个方面：

1. 本文证明了 B型权集 πB(n, r)不是饱和的，从而 Schur代数 SB(n, r)不是

广义 Schur代数，但是其拟遗传性既未被否定也未被证明。事实上我们猜

测 SB(n, r)是拟遗传代数，πB(n, r)是其单模同构类的集合。

2. 注意到 B、D 型时涉及到分数系数的支配权并未在 πB, D(n, r)中出现，

它们对应的是特殊正交群的旋量表示（spin representation）。是否可以考
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虑一个比标准表示更大的表示以包含旋量表示，并建立起相应的双中心性

质？

3. 整篇论文我们要求基域特征不等于 2，以使得（特殊）正交群和辛群的定

义不依赖于对称矩阵 J 和反对陈矩阵 J ′ 的选取。事实上特征 2时，辛群

退化为特殊正交群且依赖于 J 的选取，此时将定义出许许多多互不同构的

Schur代数，它们之间有何关系？

4. 特征零时，通过典型李代数的泛包络代数到 Schur代数的满射，可否将

Lusztig的半典范基（semi-canonical bases） [61]定义到 Schur代数上？

5. 将所得结果推广到量子 Schur代数，证明 B、C、D型的量子包络代数包

含在 q-Schur代数的逆极限中。
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