H. Schmidli Einfithrung in die stochastische Finanzmathematik SS 16

Nachklausur 27.9.2016

1. Ein Markt ist gegeben durch q = (5,5) 7, und die méglichen Preise zur Zeit 1 durch

4 2 6
b= (5 1 8> ‘
Ein Héndler hat das Einkommen e = (2,0, 1) und die Nutzenfunktion
Ule) = —e 1 —3e 2 —2e 4.

Finden Sie alle optimalen Portfolios.
Hinweis: In der Notation des Skriptes erhilt man die Losung A ~ 0.40706, die Sie
verwenden diirfen, wenn Sie 6 (oder ¢1) als Funktion von X\ berechnet haben.

2. Seien {Zj : k € IN} identisch verteilte und unabhéngige Variablen. Wir nehmen an,
dass es Zahlen —0o < 7_ < 0 < ry < oo gibt, so dass m(r) = logIE[e"?!] < oo fiir
r € (r—,r4) gilt und

lim m(r) = lim m(r) = oo .
rlr— rTry

Wir nehmen r; —r_ > 1 an. Es gilt, dass die Funktion m : (r_,r4) — R, r — m(r)
strikt konvex und unendlich oft differenzierbar ist (Sie brauchen dies nicht nachzuwei-
sen).

In einem Markt haben wir die folgenden Aktiven: einen risikolosen Aktiv S = 1 und
einen riskanten Aktiv S} = exp{>_r_, Zi}.

a) Zeigen Sie, dass es ein § € (r—,r4) gibt, so dass m(5) = m(1 + j) gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Prozesse

n n

Lo=exp{d_(6Z ~m(3)} und M, =exp{ Y (8 +1)Z: — m(5))}

k=1 k=1
Martingale sind.

c) Zeigen Sie, dass der Markt arbitragefrei ist.



3. Betrachten wir das Black—Scholes Modell. Ein Investor beschliesst, zur Zeit ¢ jeweils
einen festen Anteil 8V; des Portfolio-Wertes V; in den riskanten Aktiv zu investieren.
Hier ist 6 € (0,1) eine Konstante. Zeigen Sie:

a) Der Wert des Portfolios erfiillt

dVi = (r+0(p — 7))V dt + o6V, AWy .

b) Der Prozess {M; = V;" 7} mit v = 2(r+0(u—r))/(6262) ist ein lokales Martingal.

Nehmen wir nun v € (0,1) an. Dann lésst sich zeigen, dass M ein Martingal ist (Sie
miissen dies nicht nachweisen).

c) Berechnen Sie ]E[VTlf'Y], wenn der Investor das Kapital x zur Zeit 0 zur Verfiigung
hat.



