H. Schmidli Einfithrung in die stochastische Finanzmathematik SS 19

Losung der Klausur

1. a) Wir miissen die Gleichung D1 = q l6sen. Aus den ersten beiden Gleichungen

erhalten wir ¢ = (%, %)T Dann miisste der Preis des dritten Aktivs % -60+ % -66 =
64 sein. Somit kann der Markt nicht arbitragefrei sein.

b) Der Preis miisste 64 lauten.

c) Der Gewinn ist 12, falls Zustand 1 eintritt. In Zustand 2 wird die Option nicht
ausgeiibt. Somit muss der faire Preis % - 12 = 4 sein.

2. a) Es gilt wegen der Martingaleigenschaft
Si—1 =IE*[Sy | Fimr] = Se—i(pre + (1 —pfle™) .
Somit folgt
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Somit héngt p; nicht von ¢ ab.

b) Der Wert zur Zeit 2 ist Uy = Zo = (1 — S2)*. Die moglichen Werte fiir Sy sind
{e?,1,e72}. Somit ist Zz > 0 nur falls Sy = e~2. Zur Zeit 1 erhalten wir
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Im Zeitpunkt 0 ist Zg = 0, und
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Somit sind alle Strategien optimal, bei denen man in 1 oder 2 stoppt.

3. a) Wir erhalten die Ableitungen
f'(u) = exp{2u + 2u~'} , f(u) =2(1 —u™?) exp{2u + 2u~'} .

Wir haben dann
(1= ) f'(w) + 22" (u) = 0.
Nach der Ito-formel ist
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flr(ry At)) = flz) + /OT r(s) exp{2r(s) + 2(r(s)) "'} AW .

Da der Integrand auf [y, z] beschrinkt ist, ist die linke Seite ein Martingal.
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Nach der Ito-Formel erhalten wir
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wobei

g(r) = 21 =) f' () f(r) + [F" () f(r) + (F ()1 = (' (r)?r

Letzterer Ausdruck ist von 0 wegbeschrinkt und das stochastische Integral ist ein
Martingal, da der Integrand auf [y, z] beschréinkt bleibt. Somit ist

BLP (A 0)] = £+ B[ [ () as].

Lassen wir ¢ — o0, so bleibt die linke Seite beschrinkt. Somit muss die rechte
Seite auch beschréinkt bleiben. Dies ist nur méglich, falls 77 (f.s.) endlich ist.

Da der Prozess auf [y, z] beschrénkt bleibt, haben wir
f(z) = f)P[T* < 1]+ f(y)P[ry < 7°] = f(2)(1-TP[r, < 7°])+ f(y)P[r, < 77] .

Dies ergibt
z f(Z) — f
P[Ty <T ] = W
Lassen wir y \, 0, erhalten wir wegen f(y) — —oo, IP[ry < 77] = 0. Mittels z — oo
folgt die Aussage.



