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A. Stochastische Prozesse und Stoppzeiten

In dieser Vorlesung arbeiten wir immer auf einem Massraum (€2, F), der gross genug
ist, um alle definierten Objekte zu tragen. Ist nichts anderes gesagt, ist der Raum
mit einem Wahrscheinlichkeitsmass IP versehen. Wir nehmen an, dass F vollsténdig
ist, das heisst, alle Mengen A enthélt, fiir die es ein B € F gibt, so dass A C B und
IP[B] = 0.

A.1. Stochastische Prozesse

Wir werden in dieser Vorlesung stochatische Prozesse sowohl in diskreter Zeit als
auch in stetiger Zeit betrachten. Sei daher I = IN = {0, 1,2, ...} (diskrete Zeit) oder
I =R, =10,00) (stetige Zeit).

Definition A.1. FEin stochastischer Prozess ist eine Familie X = {X;}er von
Zufallsvariablen in RY. Ist I = IRy so heisst ein stochastischer Prozess cadlag, falls
die Abbildung t — X, fast sicher rechtsstetig ist und alle Grenzwerte X;_ = limg X
existieren. Ist X cadlag, so schreiben wir AX; = X; — X;_.

Falls nichts anderes gesagt wird, nehmen wir in dieser Vorlesung an, dass alle stocha-
stischen Prozesse in stetiger Zeit cadlag sind. Im weiteren werden wir den Ausdruck
“fast sicher” weglassen, das heisst, alle Aussagen gelten mit Wahrscheinlichkeit 1

und nicht unbedingt fiir alle w € 2.

Definition A.2. Fine wachsende Familie {F;}e; von o-Algebren mit Fy C F
heisst Filtration. Wir nehmen an, dass die Filtration vollstindig ist, das heisst,
dass Fo alle Mengen A € F enthdlt, fir die IP[A] = 0. Ist I = IR, so heisst eine
Filtration rechtsstetig, falls F;y = ﬂs>t F, = F;. Sei X ein stochastischer Prozess
(in diskreter oder stetiger Zeit). Ein stochastischer Prozess heisst adaptiert, falls
fir alle t die Variable X, F;-messbar ist. Die kleinste (rechtsstetige) Filtration, so

dass X adaptiert ist, heisst natiirliche Filtration und wird mit {FX} bezeichnet.

Es ist einfach zu sehen, dass F;, eine o-Algebra ist. Nehmen wir den Durchschnitt
aller rechtsstetigen Filtrationen, fiir die X adaptiert ist, erhalten wir eine rechtsste-
tige Filtration. Daher existiert {JF;X}.
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A.2. Stoppzeiten

Definition A.3. Sei {F;} eine Filtration. Eine {F;}-Stoppzeit ist eine I U{oco}-
wertige Zufallsvariable T, so dass {T < t} € F; fiir allet € 1. Falls die Filtration

gegeben ist, sagen wir kurz Stoppzeit.

Sei I = Ry. Ist T' eine Stoppzeit, dann ist {T' < t—1/n} € F;_1/, C F; und deshalb

{T<ty= |J {T<t-1n}er.

nelN\{0}

Falls {T < t} € F; fiir alle ¢, dann ist fiir jedes s > ¢
{T<t}yc{T <s}eF;.

Daher ist T eine {Fy} = {F;}-Stoppzeit.

Die letzte Aussage gilt nicht fir diskrete Zeit. Da {T' < t} = {T <t — 1}, gilt
fiir jede Stoppzeit {T' < t} € F;_1 C F;. Wir kénnen aber nicht daraus schliessen,
dass aus {T' < t} € F; folgt, dass T eine Stoppzeit ist. Im Gegenteil, {T" < t} =
{T < t+ 1} € F;41 ist nicht notwendigerweise in F;.

Sei T' =t fiir ein tn € IR,. Dann ist

(T<t) =ty <t) {Q falls to < t,
Sty=qo=ty=
0 falls to >t
und somit {7 < t} € Fy C F;. Daher ist T = t, eine Stoppzeit.

Sind S und T Stoppzeiten, dann sind auch S+7, S AT und S VT Stoppzeiten.
In der Tat,

{S+T>t}:{S>t}U( g ({S>u}ﬂ{T>t—u})) e F,

o<u<t
eF ve EFuCF: EFi_uCTFy

(SAT <t} ={S<HU{T <t} eF, {SVI<tl={S<t}n{T<t}eF.

Definition A.4. Sei T eine Stoppzeit. Die o-Algebra der Ereignisse bis zur Stopp-
zeit T' ist
Fr={AeF: An{T <t}e F,vte R, }.

Man kann zeigen, dass Fr wirklich eine o-Algebra ist.
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Hilfssatz A.5. Secien S und T Stoppzeiten und A € Fg. Dann ist
AN{S<T} e Fr.
Insbesondere ist {S < T} € Fp. Weiter gilt {S < T} € Fs N Fr = Fsar.
Beweis. Wir schreiben

(AN{S<THN{T <t} =(An{S<tHN{SAt<T At} N{T <t} .
—_——— ———
€Ft eFt
Wir miissen also noch zeigen, dass {T'At < S At} € F;. Dies folgt aus

{Trat<Snth= | {TAt<gnt<SAt}).

~
9€Q+ EFgntCFt

Sei A € Frps. Dann folgt aus dem soeben Bewiesenen
A=AN{SANT <T} e Fr
und analog A € Fg. Sei A € Fr N Fg. Dann ist
AN{SAT <t} =(AN{S<tHUAN{T <t}) e kK
und A € Frag folgt. Schliesslich gilt

{S<T}={S<(TAS)}€Frrs-

Hilfssatz A.6. Sei X ein adaptierter (cadlag) stochastischer Prozess und B eine
Borel-Menge.

i) Falls I = IN, dann ist T = inf{t > 0: X; € B} eine Stoppzeit.
ii) Falls I =Ry und B offen ist, dann ist T = inf{t > 0: X; € B} eine Stoppzeit.

iii) Sei I = R,. Falls B kompakt ist oder falls d = 1 und B = [u,00), dann ist
T =inf{t > 0: X; € B oder X, € B} eine Stoppzeit.
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Beweis. i) Wir haben
n—1

(T=n)={X, ¢ B}ﬂ(ﬂ{Xi ¢ B}) cF,.

i=0
Daher ist {T' < n} = U {T =i} € F,.
i) Sei @ = {w : X(w) ist cadlag}. Da P[QY] = 1 ist Q' € Fy. Daher kénnen wir
2 = Q) annehmen. Wegen der Rechtsstetigkeit und da B offen ist, gilt

{T<ty= |J {X.eB}eFr.

s€QN[0,t)
Daher ist {T' <t} ={T <t} U{X; € B} € F; und T eine F;-Stoppzeit.
iii) Fiir € > 0 definieren wir die e-Umgebung B. = {z : inf{|z — y| : y € B} < ¢}.
Da X cadlag ist, gilt
(r<ti= ( U {XSGB€}>U{XteB}EE.
e€eQn(0,1) seQNIo,t)

Daher ist T" eine Stoppzeit. 0

Definition A.7. FEin adaptierter stochastischer Prozess {Y;} heisst stiickweise

konstanter Prozess, falls er in der Form
Yy = Z YTi]I[Ti,TiH)(t)
=0

geschrieben werden kann, wobei {1,} eine wachsende Folge von Stoppzeiten ist mit

0=7<mn <...undlim, ,o 7 = 00. Die Variablen Y, sind F,, -messbar.

A.3. Prozesse von beschrankter Variation

Wir betrachten hier Prozesse in stetiger Zeit.

Definition A.8. Sei f : IRy — IR eine cadlag Funktion. Wir definieren die Va-

riation von f als
V(e = 1FO)]+ lim S [f(th/n) — f(t(k —1)/m)].

Wir sagen, f hat beschriankte Variation, falls V(f); < oo fir alle t > 0.

Man kann zeigen, dass der Grenzwert in [0, co| existiert. Ein stiickweise konstanter
Prozess ist immer von beschriankter Variation (da cadlag, miissen die Spriinge auf

endlichen Intervallen addierbar sein).
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Hilfssatz A.9. Sei f eine Funktion von beschrankter Variation. Dann gibt es ein

eindeutiges Paar (g, h) von positiven wachsenden Funktionen, so dass f = g—h und

V(f)=g+h

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f(0) = 0. Sei

9(t) = D Lsttipmy>sieti-1m) (f (ti/n) = f(t(i = 1)/n)),

hn(t) = Z Wy tifmy<sei-1ym) (f (@ —1)/n) — f(ti/n)).

Es ist klar, dass ¢,(t) — h,(t) = f(t), und dass lim, o gn(t) + hn(t) = V(f):.
Wir wollen zeigen, dass g, und h,, konvergieren. Die Folgen gon(t) und hon(t) sind
wachsend in n und durch V(f); beschrinkt. Daher existieren die Grenzwerte g(t)
und h(t), und es gilt V'(f): = g(t)+h(t). Sei nun k,, eine Folge, so dass lim,,_, gx,, ()
existiert. Dann ist

lim hy, (t) =V (f): — nh_g)lo gk, (1) .

n—oo

Es folgt einfach, dass gong, (t) > gon(t) und hong, (t) > hon(t). Da
T gony,, (t) + hon, (1) = V(f)i

muss jede konvergente Teilfolge gegen ¢(t), beziechungsweise gegen h(t) konvergieren.
Das gleiche Argument zeigt, dass gong, () gegen lim,,_, gk, (t) konvergiert. Daher
ist lim,, o g, (t) = g(t). Da f cadlag ist, folgt sofort, dass g und h cadlag sind. Es

ist klar, dass g und h wachsend sind.

Sei nun (go, ho) ein weiteres Paar mit f = go — ho und V(f) = go + ho. Dann ist
ho=go—f=g0—g+h

und
Ggo=V(f)—ho=g+h—(90—9g+h)=29—g0.

Das beweist, dass go = g und hg = h. ([l

Hilfssatz A.10. Sei f eine Funktion von beschrdnkter Variation und
A={(g,h) : g,h wachsende positive Funktionen, f = g— h} .

Sei go = inf 4 g und hg = inf 4 h. Dann gilt (go, ho) € A und V(f) = go + ho.
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Beweis. Esist klar, dass gy und hy wachsend sind. Da h = g— f folgt (go, ho) € A.
Es folgt sofort, dass go(0) = (f(0))" und ho(0) = (f(0))~. Wir koénnen also im
weiteren annehmen, dass f(0) = 0. Seien nun g,, h,, die Funktionen, die im Beweis

von Hilfssatz A.9 konstruiert wurden. Setzen wir «; = go(ti/n) — go(t(i — 1)/n) und
Bi = ho(ti/n) — ho(t(i — 1)/n). Dann haben wir

Z ]Ial>51 ﬁz < Z ]Ia >B; < Z o = gO

Daher gilt lim,, ;o gn(t) < go(t). Somit muss lim,, o g, (t) = go(t) gelten. O
Beispiel A 11. Sei f fot a(s) ds eine absolut stetige Funktion. Dann sind
fo +ds und h fo |

A.4. Quadratische Variation

Definition A.12. Se:r f : Ry — IR eine cadlag Funktion. Die quadratische

Variation st definiert als
Q(f)e = f2(0) + lim Z (tk/n) — f(t(k —1)/n))?.

Wir sagen f hat beschrinkte quadratische Variation, falls Q(f); < oo fiir alle
t.

Man kann zeigen, dass der Grenzwert in [0, co] existiert.

Hilfssatz A.13. Sei f eine Funktion von beschrinkter Variation. Dann ist

QUi =Y (Af(9)?,

wobei Af(s) = f(s) — f(s—) und f(0—) = 0.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f(0) = 0. Nehmen wir zuerst an, dass f
stetig ist. Dann ist f auf [0,¢] gleichméssig stetig. Fiir n gross genug ist |f(t;) —
f(ti—1)| < &, wobei t; = ti/n. Somit haben wir

n

> [ () = f )] <6Z|ftk Flte)] .

k=1
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Das bedeutet, dass Q(f); < eV(f):. Da ¢ beliebig war, haben wir Q(f); = 0.
Falls f nicht stetig ist, bemerken wir zuerst, dass V(f); > > ., |Af(s)], und

hmz IAF(8)[Tjaf(s)<e =0 .

s<t

Sei
g9:(t) = f(t) = > Af()Lap(s)<e -

s<t
das heisst, wir entfernen alle Spriinge, die kleiner als ¢ sind. Sei h. = f — g.. Dann
ist
(f(te) = f(te-1))* = (9e(tr) = ge(tra1))? + (he(ti) — he(te1))?
+ 2(ge(tk) - ga(tk—l))(hfs(tk) - ha(tk—l)) :
Wir haben |h.(ty) — he(ti—1)| < V(he); und

n

> " (he(ty) — he(tir) <Z|h (tk) = he(ti—1)|V (he): -

k=1
Somit ist

JEI;OZ ()P < (V(h))?

Da ¢ beliebig ist, kann die rechte Seite beliebig klein gemacht werden. Weiter gilt

D19 (th) = ge(tiea)) (he(ti) = he(tia \<Z|ge tk) = ge(ti-1) |V (he): ,

T Y [(ge(te) = ge(to-1)) (he(tr) = he(tia))| < V(ge)eV (he)s -

Hier kann die rechte Seite auch beliebig klein gemacht werden. Wir schliessen daraus,
dass Q(f); = lim.0Q(g:)¢- Da f nur endlich viele Spriinge hat, die grosser als e
sind, folgt dass, fiir n gross genug, jedes interval (¢_1,t;] hochstens einen Sprung

von ¢. enthélt. Damit folgt

Qo=) = D (Ag()* =Y Tagze(Af(5))° .

s<t s<t

Lésst man € — 0 folgt das Resultat. O
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B. Die Brownsche Bewegung
Sei I = ]R,+.

Definition B.1. FEin (cadlag) stochastischer Prozess B auf IR heisst standard

Brownsche Bewegung, falls
l) BO — 0,
ii) B unabhingige Zuwdchse hat und

iii) Byys — Bs normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz t ist.

Ein d-dimensionaler Prozess B, wobei (B") unabhingige Brownsche Bewegungen

sind, heisst d-dimensionale Brownsche Bewegung.

Man kann zeigen (Wiener, 1923), dass es einen Wahrscheinlichkeitsraum gibt, auf
dem eine Brownsche Bewegung existiert. Man kann weiter zeigen, dass eine Brown-
sche Bewegung stetige Pfade hat, und dass die Pfade nirgends differenzierbar sind.

Die Vorraussetzung der cadlag Pfade ist wichtig.

Hilfssatz B.2. Se: B eine Brownsche Bewegung und Wy = tBy, falls t > 0. Wir

setzen Wy = 0. Dann ist W eine Brownsche Bewegunyg.

Beweis. Wir miissen zuerst zeigen, dass W in 0 stetig ist. Wir haben
Wim = 1B ! zn:(B B; 1)
1/n — nor - i i—1) -

n <
i=1

Das starke Gesetz der grossen Zahl zeigt, dass lim,,_,o, Wy, = 0. Weiter haben wir
1
Wije = (Bl + (Be = Bly)) -

Wir miissen daher zeigen, dass ¢~*(B; — B|y|) gegen Null konvergiert. Sei {¢,} ei-

ne Folge, die gegen Unendlich konvergiert. Wir kénnen annehmen (Teilfolge), dass

Yo @(—+/t,) < 0o. Dann gilt

PlIBr, — Byl > Vi) = 2@(—%) < 20(~VE) .

Das Lemma von Borel-Cantelli besagt, dass {|By, — Bjt,| > v/t } nur endlich oft

eintritt. Dies zeigt, dass lim; o W; = 0. Insbesondere ist W cadlag.
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Da B unabhéngige Zuwéchse hat, hiangt fiir s > ¢t der Zuwachs Wy — W, von der
Vorgeschichte nur von W; ab. Wir zeigen nun, dass W, — W; bedingt auf B,/ eine
N(0,s — t) Verteilung hat. Dann hat W insbesondere unabhingige Zuwichse. Die

gemeinsame Dichte von (B, By/s) ist

e )
r,y) = expy —=|—+—-—""—1¢.
fe.) 2my/1/s(1/t — 1/s) P12 /s 1/t—1/s
Somit wird die bedingte Dichte von B/, gegeben By, = x

2

#Q—t)e}q’{ N 2(58— ) (y N ?)2} '

Das heisst, die bedingte Verteilung von By, ist eine Normalverteilung mit Mittelwert

tBy /s und Varianz (s — t)/s?. Fiir die momentenerzeugende Funktion erhalten wir

nun

Elexp{r(sBi/s — tBi)} | Bij] = exp{rstBi/s + sr’s*(s — t)/s* — rt By}
_ 2 (s—t)/2
=e :

Somit hat W, die geforderte Verteilung. OJ

Hilfssatz B.3. Fine Brownsche Bewegung hat in jedem Interval [0,¢e] unendlich

viele Nullstellen.

Beweis. Betrachten wir die Brownsche Bewegung W = {tB;;}. Wir miissen da-
her zeigen, dass {W,;} auf dem Interval [1/e, 0o) unendliche viele Nullstellen hat. Da
der Prozess {W, : n € IN} eine Irrfahrt ist, folgt —lim, ,. W; = lim; ., W; = oo.
Da W stetig ist, muss W unendlich viele Nullstellen haben. 0

Hilfssatz B.4. Die Brownsche Bewegung hat quadratische Variation Q(B), = t,

und damit unendliche Variation.

Beweis. Sei t, = tk/n. Wir wissen, dass B, — By, , normalverteilt ist mit Varianz

t/n. Wegen der unabhéngigen Zuwichse haben wir fiir h > k

]E[{(Btk - Btk—l)Q - t/n}{(Bth - Bth—1)2 - t/n}]
= E[{(Btk - Btk71)2 - t/n}lE[(Bth - Bth71)2 - t/n | ftk“ =0.
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Somit ist

n

n 2
E|(Y(Bi ~ By )* —t) | = B[> 1B, — By )* —t/n}2] = 2nt/n* .
k=1 k=1
Wir sehen, dass Y ,_, (B, — By, _,)* in £?, daher fast sicher gegen t konvergiert.
Daher ist Q(B); = t. Dass V(B), = oo folgt aus Hilfssatz A.13. O

C. Martingale

Definition C.1. Fin (cadlag) Prozess M heisst {F;}-Submartingal falls

i) M ist adaptiert,
i) E[|M]] < oo,
iii) E[M; | Fs] > My fir alle s < t.

M heisst {F;}-Supermartingal falls {—M,;} ein Submartingal ist. Ist M sowohl
ein Sub- als auch ein Supermartingal, so nennt man M ein {F;}-Martingal. Wir
sagen kurz (Sub-, Super-)Martingal, falls M ein (Sub-, Super-)Martingal beziglich

seiner natirlichen Filtration ist oder die Filtration gegeben ist.

Beispiel C.2. Sei B eine Brownsche Bewegung und {F;} die natiirliche Filtration.
Dann ist fir ¢t > s E[B; | Fs] = IE[B, — Bs | Fs] + Bs = Bs und B ist ein
Martingal. Der Prozess { B? —t} ist ein Martingal, da IE[B? —t | F,| = IE[(B, — B;)? |
Fs] + 2B,E[B; — Bs | Fs] + B> —t = B2 — 5. Sei r > 0. Dann folgt &hnlich, dass
{exp{rB; — r*t/2}} ein Martingal ist. |

Das folgende Kriterium ist oft niitzlich.

Hilfssatz C.3. Sei [ = IN. Ein Prozess M st genau dann ein Martingal, falls
fiir jeden vorhersehbaren Prozess {H,} (das heisst H, ist F,_1-messbar) und jedes

N eN
N

IE[Z H, (M, — M,_1)| =0 (C.1)

n=1

qgilt.
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Beweis. Sei M ein Martingal. Dann gilt

E [ﬁj Hy(My = My ) | Fav

=2

H,(M, — M, 1)+ HyIE[My — Myn_1 | Fn_1]

ol
Ll

H,(M, — M,_4) .

n=1

(C.1) folgt nun mit Induktion nach N.

Nehmen wir an, dass (C.1) gilt. Sei A € F;, j € IN und H,, = I41,—;;;. Dann
gilt IE[T4(M;41 — M;)] = 0. Das impliziert IE[M; 1 — M, | F;] = 0, und M ist ein
Martingal. 0

Die folgenden beiden Sitze sind die Hauptresultate iiber Martingale.

Satz C.4. (Konvergenzsatz) Sei M ein Submartingal, so dass sup,-IE[M;"] <
00. Dann existiert My, = limy_,oo My fast sicher. Weiter gilt IE[|M|] < oo. O

Satz C.5. (optionaler Stoppsatz) Sei M ein Submartingal und seien T und S
Stoppzeiten. Dann gilt fiirt > 0

E[Mgpt | Fr] > Mrasac -

Korollar C.6. Sei M ein von unten beschrinktes Supermartingal. Dann existiert
My, E[|My|] < 0o und My > E[My | F.

Beweis. —M erfiillt die Bedingungen des Konvergenzsatzes und somit existiert
M. Weiter gilt

M > h_>m E[M; | 7] > E[li)m M, | Fi] = E[My | F]

wobei wir Fatous Lemma verwendet haben. O
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Beispiel C.7. Seien o, > 0 und X; = 0B, — ut fiir eine Brownsche Bewegung
B. Da M; = exp{(2u/0c?)X;} ein von unten beschrinktes Martingal ist, existiert
M. Da wegen den stationédren und unabhingigen Zuwéchsen von X die Gleichung
Var[M,y1 | Fi] = M? Var[M] erfiillt ist, muss M., € {0,00} gelten. Da IE[M,)]
existiert, ist nur M., = 0 moglich. Somit gilt lim; ,, 0 B; — ut = —oo. Wir sehen,

dass das Martingal nicht gleichméssig integrierbar ist. Namlich,

lim B[M,] = E[Mo] = 1 # 0 = E[lim M,] .

t—o00

Beispiel C.8. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und M; = [E[X | F;]. Dann
gilt fiir t > s

und M ist ein Martingal.
Weiter gilt

E[M;] < E[|M]] = E[|B[X | 7]l] < BE[X] | £]] = B[ X[} < oo

und es folgt, dass M, existiert. Wir wollen nun zeigen, dass M gleichméssig inte-

grierbar ist, das heisst, dass

lim sup IE[|M;|1jrs,5n] = 0. (C.2)

n—00 ¢>(

Wir schreiben
E[| M| L 5n] = BIEX | B[ Twxz)se) < EE[|X] [ 5] Tegx)z)sn)
und somit geniigt es, positive Zufallsvariablen X zu betrachten. Weiter gilt
E[ELX | F]y,>n] = EIE[X Ty, | 5] = EX Ty, 0]
Sei M = sup, M; < oo, da M, fast sicher existiert. Dann ist

SUPIE[X]IMt>n] < E |:X sup ]IMt>n] = IE[X]I]W>7L] :

>0 >0

Da E[X13;.,,] < E[X] < oo, gilt

n—oo n—0o0
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und {M,;} ist gleichméssig integrierbar.
Wir versuchen nun M., zu bestimmen. Sei F,, die kleinste o-Algebra, so dass
Fi C F fur alle t. Dann ist M; Fo,-messbar und daher ist M., auch F,,-messbar.
E[M, | ;] = E[lim M, | F]| = lim E[M, | ;] = M,
S$—00 S5—00
=E[X | 7] = E[E[X | F] | 7]

Da F,, von den o-Algebren Fy erzeugt ist, muss die obige Gleichung auch fiir t = oo

gelten. Das bedeutet

My =E[My | Fol = E[E[X | Fuol | Fool = E[X | Fs -

Proposition C.9. Sei M ein Submartingal.

i) Firz, T >0 gilt
IP[ sup M, > x] < x_llE[M;f] .

0<t<T

ii) Ist M positiv oder ein Martingal und IE[M2] < oo, dann gilt

]E[ sup Mf} < 4IE[M7].

0<t<T

Beweis. i) Da {M,"} ein Submartingal ist (Jensens Ungleichung), kénnen wir
annehmen, dass M positiv ist. Sei F' C [0,7] eine endliche Teilmenge. Setzen wir
7 =inf{t € F': M; > x}. Dann gilt

E[MrL.<p| + E[MplL,or] = E[Mr] > E[M ar| = E[M, L <r] + EMpL 7] .
Dies zeigt

E[M; 1 o7] > E[M,1,7] > 2P[r < T] = 2IP [sup M, > x} .

teF

Somit gilt IP[sup,cp M; > x] < 2 'E[M,]. Sei nun F abzihlbar. Wir wihlen eine
Folge Fy C F5 C --- von endlichen Mengen mit UF,, = F. Dann folgt aus monotoner
Konvergenz fiir y < z,

]P[sup M, > :c] < lim ]P[sup M, > y] <y 'E[M]].

teF Nn—00 teF,
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Da y beliebig ist, gilt IP[sup,cr M; > ] < 27 'IE[M;]. Wihlen wir F' = @ folgt das
Resultat.
ii) Auch hier kénnen wir annehmen, dass M positiv ist, da {|M;|} ein Submartingal

ist, falls M ein Martingal ist. Sei Z = supy<,<r M;. Dann ist fiir z > 0,

E[(Z Ax)*] = Q/OOO/OMy dy dFz(2) = 2/: yIP[Z > y] dy < 2/036 E[Mr1z>,] dy
_OE[M(Z Ax)] < 2E[M2ZE[(Z A2))? .

Hier benutzten wir ein Teilresultat aus dem Beweis von i) in der ersten Ungleichung,
und die Cauchy—Schwarz-Ungleichung in der zweiten Ungleichung. Dies beweist die
Behauptung. OJ

Satz C.10. (Doob-Zerlegung) Jedes Submartingal {U,} in diskreter Zeit hat
eine eindeutige Zerleqgung U, = M, + A,, wobei {M,} ein Martingal ist, und {A,}

ist ein vorhersehbarer wachsender Prozess mit Ag = 0.
Beweis. Da Ag = 0 haben wir My = U,. Aus
An+1 - An - ]E[An—l-l - An | fn] - IE[Un—l-l ‘ fn] - Un
folgt
AnJrl = An + IE[UnJrl ‘ fn] - Un )
und die Zerlegung ist eindeutig. Definieren wir {A,,} wie oben, so ist {4, } wachsend
und vorhersehbar. Fiir den entsprechenden Prozess {M,,} folgt
]E[Mn-l—l ‘ «Fn] = ]E[Un+1 ’ fn} - An+l = Un - An = Mn )

und {M,} ist ein Martingal. O

In stetiger Zeit ist die Zerlegung etwas komplizierter. Sei 7 die Klasse aller
Stoppzeiten. Wir nennen einen Prozess X von der Klasse DL, falls fiir jedes ¢ die

Familie {X;n, : 7 € T} gleichmaéssig integrierbar ist.

Satz C.11. (Doob—Meyer-Zerlegung) Sei U ein Submartingal der Klasse DL.
Dann gibt es ein Martingal M und einen wachsenden Prozess A mit Ay = 0, so
dass Uy = M;+ Ay mit der Eigenschaft, dass fiir jedes positive Martingal V' und jede
Stoppzeit T

tAT
E[[ Ve dA] =Bl
0
qgilt. ([l
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Man kann zeigen, dass ein Martingal immer von der Klasse DL ist.

Definition C.12. Fin adaptierter stochastischer Prozess M heisst lokales Mar-
tingal, falls es eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten {T,,} mit lim, ,. T,, = o0
gibt, so dass fiir jedes n der Prozess { My, s} ein Martingal ist. Eine solche Folge

{T},} nennt man Lokalisierungsfolge.

Es ist klar, dass jedes Martingal ein lokales Martingal ist. Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel C.13. Sei X eine Zufallsvariable, die nicht integrierbar ist (IE[| X |] = 00),
und B eine Brownsche Bewegung, die unabhéngig von X ist. Sei M; = X B;. Da
E[| M;|] = oo ist M kein Martingal. Betrachten wir die Filtration F;, = FZ V o(X).
Sei T,, = inf{t : |M;| > n}. Dann ist My, o beschrinkt und daher integrierbar. Wir
haben

E[M, | FJ] = XE[B, | FJ] = XB, = M, .

Daher ist M ein lokales Martingal. [

Hilfssatz C.14. Sei M ein von unten beschrdanktes lokales Martingal. Dann ist M

ein Supermartingal.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass M > 0. Sei {7},} eine Lokalisierungsfolge.
Wir bemerken, dass IE[My] existiert. Dann ist fiir ¢ > s

E[M, | F) =E[lim Mg | Fs) < lim E[Mg, ¢ | Fs) = lim Mp as = M.
n—o00 n—oo

n—oQ

Insbesondere ist M; integrierbar. O

Hilfssatz C.15. FEin stetiges lokales Martingal von beschrdnkter Variation ist kon-

stant.

Beweis. Wir kénnen M, = 0 annehmen. Sei T = inf{t > 0 : |[M,| + V (M), > 1}.
Wegen der Stetigkeit ist |Mp|+ V(M)r = 1 falls T < oo. Betrachten wir nun den
Prozess {Mru:}. Wegen der Beschrianktheit ist dies ein Martingal. Sei t; = ti/n. Es
gilt

IE[MT/\tiMT/\tFl] = ]E[E[MT/\ti ‘F.tifl]MT/\tifl] - ]E[(MT/\tifl)z] .

Daher gilt
E[(Mr, — Mrn,_,)?) = B[(Mpa,)? = (Mras_, )% -
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Dies impliziert

n n

E[(Mrn)] = B Y (Mrn)” = (Mrn )] = B Y (Mra, = Mrwi, )]

n

Z(MT/\ti - MTAti,1)2 S Z 2|MT/\ti - MT/\ti,1| S 2‘/(]\4)’11/% S 2

k=1 k=1

konnen wir Grenzwert und Integral vertauschen. Wir schliessen, dass

n

B{(Mrp)?] = B lim 3™ (Mra,, — Mrpe, )2 = 0.

k=1

Daher gilt My = 0. Wir schliessen, dass M; = 0 fiir ¢ < T. Insbesondere ist
V(M)ra = 0 und | Mrppe| +V (M)7ra = 0. Das bedeutet, dass T' > ¢. Also ist M; =0
fur alle t. O

Definition C.16. FEin Semimartingal ist ein stochastischer Prozess X wvon der
Form X = Xo+ M + A, wobei M ein lokales Martingal ist und A ein Prozess mit
beschrdankter Variation mit My = Ay = 0.

Beispiel C.17. Sei B eine standard Brownsche Bewegung. Da {B? — t} ein Mar-

tingal ist, ist {B?} ein Semimartingal. Betrachten wir nun den Prozess { B}}. Da
E[B; | F)| = E[(B; — Bs+ B)* | F,] =3(t — s)> + 6(t — s) B + B .

Betrachten wir 6 f, B2 dv. Aus Fubinis Theorem schliessen wir
t s t
]E[G/ Bgdv’]-"s} :6/ Bgdv+6/(33+(v—s))dv
0 0 s
:6/ B2 dv +6(t — s)B> + 3(t — s)*.
0

Wir sehen, dass
t
{Bf —6 / B2 ds}
0

ein Martingal ist. Da 6 [, B2 ds ein Prozess von beschrinkter Variation ist, ist { B}

ein Semimartingal. [ |
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D. Anderung des Masses

Sei {F;} eine Filtration und betrachten wir einen endlichen Zeithorizont 7. Wir
nehmen F = Fr an. Ein dquivalentes Mass IP* ist dann definiert durch eine Radon—
Nikodym-Ableitung Lz > 0. Das heisst, ist X Fp-messbar, dann haben wir IE*[X] =
[E[LrX]. Fiir X =1 erhalten wir IE[Ly] = 1.

Ist 0 <t < T und X F;-messbar, so haben wir
E*[X] = E[LrX] = E[E[LrX | F]] = E[E[Ly | ] X] .
Betrachten wir das Martingal {L; = IE[Ly | F;]}, haben wir also die Formel
E*[X] = E[LX] . (D.1)

Ist 7 eine Stoppzeit, folgt dhnlich fiir eine F,,r messbare Variable X, E*[X] =
E[L,ArX]. Wir bemerken, dass Ly = IE[Ly | Fo] = E[Ly] = 1.

Wir wollen nun die bedingte Erwartung unter IP* finden. Sei A € F = Fr und
B € F;. Dann haben wir
P*[AN B| = E[Lp1a15] = E[AIE[Lr1,4 | F|| = E*[1gE[Ly14 | F]/Li] -
Wir schliessen, dass
P*[A| F| =E[Lr14 | Fi]/Ls . (D.2)

Ist A e Ffir 0 <t<s<T,sogilt P[A | F] = E[LA, | F]/L. Ist W eine
Brownsche Bewegung, dann ist L; = exp{rW; — r?t/2} ein Martingal. Unter IP*
bleibt Wy = 0 und die Pfade sind stetig. Es folgt dann fiir s < ¢ und z € IR
P*[W, — W, <z | F,] = Blexp{r(W; — W,) — r*(t — 8) /2w, _w.<z | F)
_ / Doz L e g,
oo 27 (t — S)

Somit ist W, — W, unabhéngig von F,; und normalverteilt mit Mittelwert r(t — s)

—(y—r(t—s))*/(2(t— S))dy.

Varianz t — s. Dies bedeutet, dass W unter IP* eine Brownsche Bewegung mit Drift

r wird. Also ist W} = W, — rt unter IP* eine standard Brownsche Bewegung.
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Hilfssatz D.1. Sei X; = oW, +ut eine Brownsche Bewegung mit Drift. Wir setzen
M, = sup,; Xy. Dann gilt fiir a > max{b, 0}

P[M, > a, X, < b] = e*&((b— 2a — pt)/Vo3t) |
wobei ®(y) die Verteilungsfunktion der standard Normalverteilung bezeichnet.

Beweis. Wir kénnen 0> = 1 annehmen. Sei zuerst g = 0. Sei T = inf{t > 0 :
W, > a}. Dann ist Wy, — W eine Brownsche Bewegung, und somit ist auf {7 < ¢}
PW, —Wr <b—a|Fr]=P[W, —Wr >a—>b| Fr|. Also haben wir

P[M, > a, W, < b] = P[M, > a, W, > 2a — b] = P[W; > 2a — b] = &((b— 2a)/V1) .

Dies ist die Behauptung fiir ;= 0.

Ist 1 # 0, so dndern wir das Mass mit dem Martingal
Ly = exp{—uW,; — p*t/2} = exp{—uX, + p*t/2} .
Dann wird X eine Brownsche Bewegung unter IP*. Somit erhalten wir
IP[M, > a, X, < b] = E*[exp{uX; — p*t/2}; M; > a, X; < b]

b
1 2
— ety—1t/2__—  —(y=2a)%/(2t) 4

/_Oo \ 27t Y

b
1 2
_ ~2ua —(y—=2a—pt)*/(2) q
=e e

/Oo V2t Y

= e2P((b—2a — pt) V1) .

Dies beweist die Formel. O

E. Trennung von konvexen Mengen

Hilfssatz E.1. Seien U und V konvexe Mengen in IR", so dass UNV = (). Dann
gibt es eine lineare Funktion f : R"™ — R, so dass f(u) > f(v) fir alle u € U und
velV. U
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F. Gronwalls Lemma

Hilfssatz F.1.  Sei f(t) eine lokal beschrankte Funktion, so dass

t
flt) < a+b/ f(s)ds
0
fiir Konstanten a,b > 0. Dann gilt fir alle t,

f(t) < ae™.

Beweis. Wir konnen |f(s)| < 1 annehmen. Wir zeigen nun, dass fiir alle n € IN

n

) < a3 00)") + g0

k=0

gilt. Die Aussage ist fiir n = 0 trivial. Sei n > 1 und nehmen wir an, die Behauptung

sei fiir n — 1 bewiesen. Dann erhalten wir

—_

£(8) < a+b/tf(s) ds < a+b/0t [a<n_ H(bs)’f) + %(bs)”} ds

0

0

B
Il

— a(l + Z m<bt)k+l> + ﬁ(bt)“+1 :

Wir bemerken, dass m(bt)’”rl fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Lassen wir nun

n — oo, folgt die Behauptung. 0



