H. Schmidli Einfiihrung in die Stochastik WS 08/09

1. a)

b)

b)

Losung der Klausur

Es wurden insgesamt 95 Réader bestellt. Also sind die Wahrscheinlichkeiten,
ein Rad aus einer bestimmten Gruppe zu wihlen Anzahl Réder/95. Die
unbedingte Wahrscheinlichkeit wird also

21 14 25 35
—0.1 + —0. —0. —0.25 =0. 4.
950 + 9502+ 950 06 + 950 25 = 0.15947

Nach der Formel von Bayes ist die Wahrscheinlichkeit eines Billigrades

4 3
0.2+ 220.25
0.159474
Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um ein Rad des Verteilers X handelt ist

= 0.762376 .

21 14
20.1+ 0.2

= 0.323432 .
0.159474 052343

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Qualitdtsrad vom Verteiler X stammt, ist
21/46. Also ergibt sich aus der Formel von Bayes

21
20,1

= 0.583333 .
2£0.1+ 220.06

Der Punkt k + 1 entspricht dem Punkt (k+1) —n = —(n — k — 1) der
Irrfahrt. Wir miissen also die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass ein Spieler
mit Anfangskapital n — k — 1 vor einem Spieler mit Anfangskapital k£ — 1
ruiniert wird. Diese Wahrscheinlichkeit ist (k —1)/(n — 2).

Das Ereignis, die Punkte 1,2, ..., n—2 werden vor dem Punkt n—1 besucht,
entspricht einer Irrfahrt, die den Wert n — 2 vor dem Wert —1 erreicht.
Das entspricht dem Ruinproblem, wo Spieler A Kapital 1 hat, Spieler B
Kapital n — 2. Die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler B zuerst ruiniert wird,
ist somit 1/(n — 1). Dies ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Die gleiche
Wahrscheinlichkeit hat man aus Symmetriegriinden fiir £ = 1.

Damit k£ der letzte Punkt ist, der erstmals besucht wird, muss entweder
k41 vor k — 1 besucht werden, und dann muss k — 1 vor k besucht werden.



Oder k£ — 1 muss vor k 4+ 1 besucht werden. Danach muss k£ + 1 vor k
besucht werden. k£ + 1 vor k — 1 zu besuchen, entspricht dem Ruinproblem
mit Anfangskapitalien n — (k + 1) und k& — 1. Die Wahrscheinlichkeit ist
(k—1)/(n — 2). Danach muss k — 1 vor k besucht werden. Fiir die Irrfahrt
ist k 4+ 1 der Anfangswert. Also miissen wir n — 2 vor —1 zu besuchen. Die
Wabhrscheinlichkeit ist 1/(n — 1). Somit erhalten wir fiir den beschriebenen
Weg die Wahrscheinlichkeit (k — 1)/((n — 1)(n — 2)). Analog folgt fir die
Wahrscheinlichkeit £ — 1 vor k£ + 1, und danach k 4+ 1 vor k£ zu besuchen,
(n—(k+1))/(n—1)(n —2)). Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass k der

letzte Punkt, der erstmals besucht wird,

k—1 n—(k+1) n—2 1

D=2 n—)n=2 (m-Dn=2) n-1"

Starten wir in k, so gehen wir mit Wahrscheinlichkeit % zu k + 1 oder zu
k — 1. Die verbleibende mittlere Zeit nach dem ersten Schritt, um 0 zu
erreichen ist dann e(k + 1) bzw. e(k — 1). Hier setzen wir e(0) = e(n) = 0,
da wir in diesem Falle 0 erreicht haben. Diese Uberlegungen fithren zu den
Gleichungen

e(k) = %[(1 +ek+1)+(1+ek—1)).
Dies koénnen wir als
2e(k) —e(k+1)—e(k—1) =2

schreiben. Zahlen wir die Gleichungen von k£ = 1 bis £k = n — 1 zusammen,
erhalten wir

e(l)+e(n—1)=2(n-1).
Also ist die mittlere Riickkehrzeit n — 1.

Alternativ schreiben wir
e(k+1)=2e(k)—e(k—1)—2.

Da e(0) = 0, haben wir e(2) = 2¢e(1) — 2 = 2(e(1) — 1). Weiter erhalten wir
(3) = 22(e(1) = 1) —e(1) — 2 = 3e(1) — 6 = 3(e(1) — 2) ,
e(4) =23(e(1) —2) — 2(e(1) = 1) —2 =4e(1) — 12 = 4(e(1) — 3) ,

(5) = 24(e(1) = 3) — 3(e(1) — 2) =2 =5e(1) — 20 = 5(e(1) — 4) .
Wir erraten daher e(k) = k(e(1) — (k — 1)). In der Tat ist

2[k(e(1) = (k=) = (k= De(1) = (k =2)] =2 = (k+ De(1) — k(k + 1)

= (k+1)(e(1) — k).

(
Setzen wir 0 = e(n) = ne(l) — n(n — 1), erhalten wir e(1) = n — 1, also
e(k) = k[(n—1)—(k—1)] = k(n—k). Insbesondere ist e(1) = e(n—1) = n—1.

Der gesuchte Erwartungswert wird dann n — 1.
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3.

a) Die Randdichte von X ist fiir z > 0

2 1 * 1

fx(x)_/o mdyz—m g0 (L+x)2°

Man konnte noch die Verteilungsfunktion berechnen. Fiir z > 0,

v 1
Fy(z) = 1 .
x(@) /0 1+ 2)2 dz 1+2

Die Randverteilung von Y ist die gleiche, da die Dichte symmetrisch in z
und y ist.

b) Fiir den Erwartungswert erhalten wir

]E[X]:/Omﬁdx:/om(lix—(1_:x)2> dz = o0,

da das erste Integral divergiert, und das zweite Integral die Dichte ist, also
1 ergibt. Natiirlich ist auch E[Y] = co.

c) Wir haben

/°° 2 d 1
- r = — ,
o (I4+z+1y)? (1+yo)?
was wir schon in a) berechnet haben. Also ist die bedingte Dichte von X
gegeben {Y = yo}

2
_ (+z+y)? _ 2(1+w)
fX\Y=y0(x) - 1 - <1+y0+l‘>3 .
(1+v0)?

Man konnte auch hier die Verteilungsfunktion berechnen,

Y RO ) T S
FX\Y=yo(~’U) /0 (1+yo+2)3 =1 +w) ((1—|—yo)2 (1+y0—|—£6)2)
()

(14+yo+2)2°

d) Den bedingten Erwartungswert erhalten wir aus

o 2%(1 + y0>2
0 Yo

© 91 2 © 91 3
:/ (1+ o) dx_/ (1+ o) e
o (14 yo+x)? o (I4+yo+x)3

=2(14+yo) —(1+w) =1+yo.



4.

a)

b)

Die Dichte der Verteilung ist fiir x > 0
F'(x) = 2Bz(1 +22)71.
Also erhalten wir fiir die gesuchten Momente

E[X7] = /Ooo< 2627 4, = 2P0+ 0/2)T(5 — a/2)

1+ 22)fH 0T oT (3 + 1)
T+ /203 - a/2)
I'(B)

Das Integral ist endlich, falls der Exponent kleiner als —1 ist, also o + 1 —
2(B+1) < —1, oder a < 2. Die gleiche Folgerung ldsst sich aus dem Hinweis
erhalten. Es gilt also oy = 20.

Der Log-Likelihood wird

L =nlog2+ Y logX;+nlogB— (B+1)> log(l+X7) .

=1 =1
Nullsetzen der Ableitung fiihrt zu

n

3 Zlog(l + X} =0.
i=1

Da die zweite Ableitung —n/3? ist, handelt es sich wirklich um das Maxi-
mum. Somit wird der Maximum-Likelihood-Schétzer

n 1

B = = .
— “log(1 + X7)
n =1

> i log(1 4+ X7)

Da log(1 + X?) > 0, ist auch 8 > 0.
Damit das erste Moment existiert, miissen wir 3 > % annehmen. Das erste

Moment ist [(3/9\T .
EIOELCLICEL)

Also miissen wir die Gleichung

Ly, GRNG ) VG-

Lo 21°(B)

=1

losen.



d) Das zweite Moment existiert, falls 3 > 1. Das zweite Moment wird

, _TEIG-1)_ rE-n
S T AN RSV Y ES A

Der Momentenschatzer aus dem zweiten Moment wird also
. 1

2 X

a) Die Daten sind abhéngig, da X; und Y; die selbe Probe analysieren. Ist
der Mittelwert gleich, so hat die Differenz X; — Y; den Mittelwert 0. Ver-
schiedene Proben sind unabhéngig. Wir wenden daher den ¢-Test auf eine
Normalapproximation an. Der empirische Mittelwert ist

1 3609 — 3654 9
= = SX —Y) = 2
m 352( ) 35 7

Die empirische Varianz wird

35

1 9\2
O
o MCIRNE
377181 + 389388 — 2- 382531 35 81

o —3—44—9:42.6218.

Die ¢-Statistik wird dann

9/7
T=—vV3——=—-1.1651.
\v/42.6218

T ist t-verteilt mit 34 Freiheitsgraden. Aus der Tabelle sehen wir, dass unter
der Nullhypothese, der Mittelwert ist 0

IP[|T| > 2.032] = 0.05 .
Da hier T' < 2.032, wird die Nullhypothese nicht verworfen.

b) Als Mittelwert konnte man den Mittelwert von (X; 4+ Y;)/2 wéhlen, da wir
von jeder Probe ja zwei Messungen haben

1 3609 + 3654
= — X;+Y)=————=103.757.
=70 ;< 1) 70
Eine andere Moglichkeit wire 3609/35 = 103.114 oder 3654 /35 = 104.4. Die-
se Messungen haben aber unter der Annahme, dass die richtigen Mittelwerte
gleich sind, eine hohere Varianz, da die Messfehler in der vorgeschlagenen

Variante gemittelt werden.



c)

d)

Die Daten sind abhéngig. Jede Probe hat einen korrekten Wert p;, der un-
bekannt ist. Die vorgeschlagennen Variablen sind

(Xi—)* = {(Xi—ps) = (r—pa) }* = (Xi—pa)*+ (fo—p13)* = 2( X — pua) (fo— ) -
Der vorgeschlagende Test vergleicht also
(Xi = ) = 2(X; — i) (o — pi) und (Y; — p)* = 2(Y; — i) (fo — pi) -

Ist also |1 — ;] klein, so dominiert der erste Term, also wird die Variable mit
der grosseren Varianz den grosseren Wert ergeben. Ist hingegen i — p; gross
(oder p; — f1 gross), so entscheiden die Vorzeichen von X; — p; und Y; — p;,
welche der vorgeschlagenen Variablen grosser ist. Der Vorzeichentest kann
also nicht die Varianzen vergleichen.

Es gilt

lox (M)])? = (Elcos(rX)])* + (IE[sin(rX)])? < Elcos*(rX)] + E[sin?(rX)]
= Elcos®(rX) + sin*(rX)] = 1.

Wir haben 1+ a? = ||px(r)]|> < 1. Also muss a® < 0 gelten, woraus a = (
folgt.

Ist X € Z, soist cos(2rX) = 1 (und sin(27X) = 0). Also ist [E[cos(2nX)] =
1 (und E[sin(27X)] = 0).

Die Funktionen cos(rz) und sin(rz) sind stetig und beschriankt. Somit folgt
aus Hilfssatz 3.3, dass E[cos(rX,)] — IE[cos(rX)] und E[sin(rX,)] —
[E[sin(rX)]. Dies ist dquivalent zur Konvergenz von ¢y, (r) nach ¢x(r).



