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1. a)

b)

d)

Losung der Klausur

Man aus jeder Urne kann vier verschiedene Farben ziehen, und mit jeder
Farbe 6 Zahlen wiirfeln. Wir haben somit die Elementarereignisse

Q={(f1,z1, fo,x2) : fi € {1,2,3,4},2;, € {1,2,3,4,5,6}} .

Die Farbe und die Zahl sind unabhéngig. Somit ist die Wahrscheinlichkeit
eines Elementarereignisses

1 1 1 1 1
p(w): ....... —

Die Farben spielen hier keine Rolle. Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir zwei
Sechsen % . % = %.

Die Farben spielen hier keine Rolle. Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
eine Sechs ist

IP[6 € {X}, X,}] = P[X, = 6] + IP[X; = 6] — IP[X; = X, = 6]
2 1 _1u

6 36 36

Somit ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir zwei Sechsen, wenn mindestens
eine Sechs gewdiirfelt wurde

P[X, =X, =6 1/36 1
PIX, = X5 — X1, X5} = _ _ b
X=X =616 X Xl = pocx o1 " 11/36 - 11

Hier spielen die Farben eine Rolle. Wir erhalten (Rot=1)

P[(1,6) € {(F1,X1), (Fy, X5)] = IP[Fy = 1, X, = 6] + IP[F, = 1, X, = 6]
—]P[FleQI 1,X1:X2:6]
2 1 47

T 24 576 576
Die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Sechsen, wovon eine mit einem roten Wiirfel,
wird
P[1 € {Fy, F>}, X7 = X5 = 6]
=2IP[F1 =1, X; =X, =6] - P[F; =F,=1,X; = Xy = 0]
2 1 7
4-6-6 576 576




Somit wird die begingte Wahrscheinlichkeit
7/576 7

47/576 47

IP[XI =X;=6 | 1e {Fl,FQ},Xl =X, :6] =
Die Farbe des Wiirfels ist somit eine wirkliche Information.

a) Die k 1-en konnen wir auf (}) Arten auf die n Plitze verteilen, die ¢ —1-

en auf (”;k) Arten auf die restlichen n — k Pliatze. Damit ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit

PIK =k L=1= (Z) (n ; k)(%)n " Ko ﬁ!k - E)!B_n ‘

b) Wir haben dann S, = K — L. Damit S,, = b gilt, muss K — L = b sein.
Insbesondere ist K + L > |b]. Wegen der Symmetrie spielt es keine Rolle,
ob mehr 1 oder —1 vorkommen. Wir erhalten daher

(n+10])/2 ol

= 2 ROk — = 2k £ )

k=|b|

c) Wir spiegeln den Pfad ab dem Zeitpunkt, wo a < n erreicht wird. Sei ¢ > 0.
Endet der urspriingliche Pfad in a — ¢, so endet der gespiegelte Pfad in a+c.
Da +1 und —1 die selben Wahrscheinlichkeiten haben, haben der Pfad und
der gespiegelte Pfad die gleichen Wahrscheinlichkeiten. Da aber ein Pfad,
der in a + ¢ endet auch a erreichen muss, erhalten wir

PT, <n,S,=a—c|=P[S,=a+].

Wir haben dann fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

n

P(T,<n]= Y P[T,<n,S, =1

b=2a—n
a—1 n
= > P, <nS,=b+Y PIT,<nS, =0
b=2a—n b=a
a—1 n
= ) P[S,=2a-0b+) IP[S, =1b|
b=2a—n b=a

=P[S, ¢ [-a,a —1]] .



a)

b)

b)

Die Ereignisse A,, sind unabhéngig. Wir haben
IP[A,] = P[X, > alnn] =e ™" =n~*

Damit ist

= - falls « <'1
P[A,] = az{w =

< oo falls a> 1.

Somit treten unendlich viele A,, ein, falls @ < 1 und endlich viele, falls o > 1.

Da X, /Inn > 1 fiir unendlich viele n, muss lim, .. X,/Inn > 1 gelten.
Ist @ > 1, gilt X,,/Inn > a nur endlich oft, also X,,/Inn < « fir n gross
genug. Somit muss lim, ., X,/Inn < a gelten. Da o > 1 beliebig ist, gilt
lim,, 0o X,/ Inn < 1. Damit ist lim, . X,,/Inn = 1.

Da > P[X, <2] =53 (1—e?) = oo, sind unendlich viele X,, klei-
ner als Zwei. Dies folgt auch aus dem starken Gesetz der grossen Zahl,
da n7'>0 | Xy — E[X;] = 1. Insbesondere gibt es unendlich viele n,
fur die X,,/Inn < 2/Inn. Da letzterer Ausdruck nach 0 konvergiert, muss
lim X,/ Inn = 0 gelten.

Esgit PIX <2,V <y|<PX<z]=zund PIX <z,V <y] <IP[Y <
y| = y. Somit ist F(x,y) < min{z,y}.

Wir haben

P[X <2,V <y

=PX <2]+PlY <y - {P[X <z2]+P[X >z Y <y[}.

Die Erreignisse {X < z} und X > z,Y < y} sind disjunkt, also ist die
Summe der Wahrscheinlichkeiten durch 1 beschrankt. Somit erhalten wir
F(z,y) > x +y — 1. Dass F(x,y) > 0 folgt aus der Definition des Wahr-
scheinlichkeitsmasses.
Nehmen wir z € (0,1) und ¢ < min{z, 1 — 2} an. Dann ist

PlY <y, X € (z —
PY <y|Xe(@—ca+e)= Y<yXec@—cate)

2¢e
o ” \ 0 falls y <z — ¢,
_mlnx €, 2€m1n93 &Y _ %5—5) falls r —e <y < x +¢,
1 falls y > = +¢.

Lassen wir € — 0, so erhalten wir den Grenzwert

0 fallsy <z,

]P[YS‘MXZI]:{l falls y > x

(Fir y = « ist der Grenzwert %, was in der Grenzverteilung wegen der

Rechtsstetigkeit 1 sein muss). In der gemeinsamen Verteilung ist somit Y =
X.



d) Nehmen wir z € (0,1) und ¢ < min{z,1 — 2} an. Dann ist

PlY <y, X € (x—e,x+¢)

PY<y|Xe(x—cz+e)=

2
max{x+5+y—1,()}—max{x—5+2—1,0}
B 2
0 fallsy <1—2x —¢,
= %fl) falls 1l —x —e<y<1l—x+e¢,
1 fallsy > 1 —x +«.

Lassen wir € — 0, so erhalten wir den Grenzwert

0 fallsy <1 —ux,

PY syl X =4 {1 falls y > 1 — .

(Fir y = 1 — z ist der Grenzwert %, was in der Grenzverteilung wegen

der Rechtsstetigkeit 1 sein muss). In der gemeinsamen Verteilung ist somit
Y=1-X.

a) Der Likelihood ist [];_, 0‘1]ka§9 = 07" Imax{az}<6- Also muss 0 > M, gel-
ten. Der Likelihood ist fallend in 6, also muss # so klein wie moglich gewéhlt
werden. Dies zeigt, dass M,, der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6 ist.

b) Die Verteilungsfunktion von M, ist
Py[M, < a] = Py[X; <, Xp <, , X, <a] = 0"a"
Der Erwartungswert von M, ist dann

en—‘rl n

n—|—1:n+1 '

0
Ey[M,] = / anf """t de = nd "
0

Um einen erwartungstreuen Schétzer zu erhalten, miissen wir 6 = ”T“Mn
wéhlen.

c) Es ist klar, dass IPy[M,, < 0] = 1. Also miissen wir k,(a) so bestimmen,
dass IPyl0 < k,(a)M,] > 1 — «. Also
Py[0 < k(o) M,) = Py[M, > 0/k,(a)] =1 — (W)”
=1-k,"(a)>1—q.

Das heisst, k,(a) > a~/". Das Konfidenzintervall wird also [M,,, o~/ M,,].



6. Wir wollen den Wilcoxon-Test anwenden. Ordnen wir die Daten, erhalten wir

Xe Y3 Y5 Xo Yo Xz Xoo Vi X5 Yo Xo Xeo X
31 32 33 35 36 37 38 39 41 42 43 45 47
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Die Rangsumme der Y ist 28, und damit die Rangsumme der X %-13~ 14—-28 = 63.
Die Statistik fiir den Wilcoxon-Test ist somit 28 — % -5 -6 = 13. Der Mittelwert
unter der Hypothese ist %-8 -5 = 20, die Varianz % -8:5-14 = %O. Die normierte
Abweichung vom Mittelwert ist also

13 — 20
140/3

= —1.0247 .

Dieser Wert liegt im Intervall (—1.96,1.96). Somit wird die Hypthese beibehalten.
Der Wert liegt auch im Intervall (—1.64,1.64). Daher wiirde die Hypothese auch
auf dem 10% Niveau beibehalten.

Die exakte Wahrscheinlichkeit, dass die Statistik einen Wert annimmt, der min-
destens so stark vom Mittelwert abweicht, ist

456
— 20| > 7 = ——= = 0.354312 .
P[|U — 20| > 7] 1287 0.3543
Wir kénnten also auch auf dem Niveau o = 0.35 die Hypothese nicht verwerfen.

Dies liegt vor allem daran, dass wir nur wenige Daten haben.



