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Nachklausur 27.3.2014

1. In einer Stadt werden 3 Arten von Schwangerschafts-Selbstests verkauft. Die
folgende Tabelle gibt die relativen Haufigkeiten, mit denen die Tests verkauft
werden und die Wahrscheinlichkeiten, dass das Resultat positiv ist:

Test 1 | Test 2 | Test 3
Verkaufshiufigkeit 60% | 30% 10%
positiv (schwanger) 092 | 0.96 | 0.98
positiv (nicht schwanger) | 0.07 | 0.05 | 0.01

Wir fassen die relativen Haufigkeiten im weiteren als Wahrscheinlichkeiten auf.
Erfahrungsgeméss sind % der Frauen schwanger, die einen Schangerschaftstest
kaufen. Wir nehmen an, dass die Tatsache, dass eine Frau schwanger ist oder
nicht, keinen Einfluss darauf hat, welchen der Tests sie verwendet.

Eine Frau kommt zum Arzt, weil sie einen positiven Schwangerschaftstest hat.
a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Frau wirklich schwanger ist?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat die Frau Test 1, 2, 3 verwendet?

c) Der Arzt stellt fest, dass die Frau nicht schwanger ist. Wie gross ist nun die
Wahrscheinlichkeit, dass die Frau Test 1, 2, 3 verwendet hat?

2. Drei Spieler A, B und C zahlen den Einsatz a, beziehungsweise b und ¢. Danach
werfen sie abwechslungsweise zwei faire Miinze, wobei zuerst Spieler A, dann
Spieler B und als drittes Spieler C wirft. Danach beginnt die Reihenfolge wieder
von vorne. Der erste Spieler, der zweimal Kopf wirft, gewinnt den Einsatz a+b+c.

a) Wie gross ist der mittlere Gewinn jeweils fiir Spieler A, B und C?

b) Wie gross sind a, b, ¢, wenn der Gesamteinsatz a + b + ¢ = 74€ betragt und
das Spiel fair sein soll?

c) Spieler A wirft zuerst die eine Miinze und erzielt Kopf. Wie gross ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dass A gewinnt, und wie gross ist der bedingte
mittlere Gewinn?



3. Die gemeinsame Verteilung der Variablen X und Y sei gegeben durch
2 4+ y? -2

Ia =1-

, T,y >1.

a) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X und Y.

b) Bestimmen Sie die bedingte Verteilung (oder bedingte Dichte) von X gege-
ben {Y = y}.

4. Die Variablen {X}, : 1 < k < n} seien unabhéngig mit der gleichen Verteilungs-
funktion gegeben durch die Dichte

VB
= — >0.
a) Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir # durch die eindeu-
tige Losung der Gleichung

1 i( 1 ) 1
n<=\1 + X2/ 2
gegeben ist.

b) Existiert der Erwartungswert IE[X,]?

c) Berechnen Sie E[/|Xy]|].
Hinweis: [ v2z/(1+ ) dz = .

d) Geben Sie ein Schétzverfahren fiir 5 an, das dhnlich zur Momentenmethode
funktioniert.

5. Die Variablen {X; : 1 < k < n} seien unabhéngig und identisch verteilt.
Ein Forscher behauptet, die Daten seien standard normalverteilt, eine Forscher-
kollegin behauptet, die Daten seien zweiseitig exponentialverteilt mit Dichte
exp{—v/2|z|}/V/2. Zeigen Sie, dass der kritische Bereich des optimalen Tests
der Hypothese “normalverteilt” gegen die Alternative “zweiseitig exponential-

verteilt” von der Form
n

K= {Z(|Xk| —V2)? > c(n)}

k=1
ist.

6. Die Variablen {X} : k € IN} seien unabhéngig mit P[X; = 1] = P[X; = —1] =
5. Wir setzen Y, = [];_, Xj. Zeigen Sie:
a) IP[Y, = 1] = P[Y, = —1] = ; (z.B. mit Induktion).
b) Die Variablen {Y} : k € IN} sind unabhéngig.



