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1.

a)

b)

Losung der Nachklausur

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine schwangere Frau einen positiven Test hat
ist 0.6-0.9240.3-0.96+0.1-0.98 = 0.938. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
nicht schwangere Frau einen positiven Test hat ist 0.6-0.07+0.3-0.05+0.1-
0.01 = 0.058. Somit wird die Wahrscheinlichkeit, dass die Frau Schwanger

1st
0.75-0.938

~ 0.979805 .
0.75-0.938 4+ 0.25 - 0.058

Die Wahrscheinlichkeit eines positiven Test bei Test 1 ist 0.75-0.92 + 0.25 -
0.07 = 0.7075, bei Test 2 0.75 - 0.96 + 0.25 - 0.05 = 0.7325 und bei Test 3
0.75-0.98 4+ 0.25-0.01 = 0.7375. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass Test
1 verwendet wurde nach der Bayes-Formel

0.6 -0.7075

~ (0.591226 .
0.6-0.7075+0.3-0.7325+0.1-0.7375
Die Wahrscheinlichkeit fiir Test 2 ist
0.3-0.7325 ~ 0.306058 .

0.6-0.7075+ 0.3 - 0.7325 + 0.1 - 0.7375

Somit ist die Wahrcheinlichkeit, dass der dritte Test verwendet wurde 1 —
0.591226 — 0.306058 = 0.102716.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht schwangere Frau mit einem positiven
Test den ersten Test verwendet hat, ist

0.6-0.07
0.6-0.07+0.3-0.0540.1-0.01

~ 0.724138

den zweiten Test verwendet hat

0.3-0.05
0.6-0.07+0.3-0.0540.1-0.01

und den dritten Test 1 — 0.724138 — 0.258621 = 0.017241.

~ 0.258621 ,



2.

3.

Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A gewinnt, und ¢ die Wahrscheinlich-
keit, dass Spieler B gewinnt. Wirft Spieler A die beiden Miinzen und gewinnt
nicht, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass er gewinnt 1 — p — ¢ und die
Wahrscheinlichkeit, dass B gewinnt ist p. Also erhalten wir die Gleichungen

p=3+3l-p—q),
q=73p.

Dies ergibt p = 16/37 und ¢ = 12/37.

a) Der mittlere Gewmn fiir A wird 32(b+ ¢) — 2a. Der mittlere Gewmn fir B
ist 32(a + ¢) — 22b. Der mittlere Gewmn fiir C ist 5x(a +b) — 2c.

b) Spieler A sollte %74‘% = 32€ bezahlen, Spieler B sollte §74€ = 24€ Einsatz
zahlen. Damit bleiben fiir Spieler C 18€.

c) Wirft er mit der anderen Miinze auch Kopf, so gewinnt A, ansonsten ist die
Wahrscheinlichkeit (1 —p —q) = %. Somit ist die begingte Wahrscheinlich-

keit, dass A gewinnt
1,19 _ 23
+ 2 37 37
Der bedingte mittlere Gewinn wird nun

23 14 018
—42€ — —32€ = € = 14€ .
37 373 37

a) Lassen wir y — oo, erhalten wir

2
—1
Fx(e) = =——=1-2a~"

Damit ist X Paretoverteilt. Wegen der Symmetrie hat Y die selbe Randver-
teilung.

b) Die Dichte von Y ist fy(y) = 2y~ fiir y > 1. Die gemeinsame Dichte wird

0 0 @-1)A—-1) 0 2y(a?y?—1) —2ya?(a? +y* — 2))
gﬁ_y x?y? —1 T oz (z2y? —1)?
8 (22 —1)2 B dr(x? — 1) (2%y? — 1) — 4(x? — 1)22y?
Ow (a2 =12~ (a2 — 1)?
 Say(e? — 1) - 1)
(z2y2 — 1)3

Die bedingte Dichte wird also

Szy(z2—1)(y2—1
S dayt(a? — 1) (y? — 1)

2y~3 B (z2y2 — 1)3

flz]y) =



Integrieren wir, erhalten wir

Fzly) =

(Fiir die Losung reicht die Dichte).

4. a) Der log-Likelihood wird

> {410g 5~ logm — log(5 + af)} =  log § — nlogm — S log(6 -+ 42)

k=1 k=1

Ableiten und Nullsetzen ergibt
1
_ S
; B+ a2

Dies ist dquivalent zur Behauptung. Die Losung ist eindeutig, da die linke
Seite stetig wachsend in S ist, Null in Null und Eins in Unendlich.

b) Wir haben fiir z = 22

| s =
0 (6"’%2 6—1—2 ’

S
w(G+a7)

und wegen der Symmetrie f dxr = —oo. Daher existiert der Er-

wartungswert nicht.

c) Setzen wir z = 2+/f3, so erhalten wir
/°° Volel 4 / _VEPE WEEE m—w
oo T(B + 2?) o (B + Bz%) 0 1+22
2612

dz

d) Wir kénnen IE[/X}] schitzen durch £ 7 | /| X;|. Setzen wir das empiri-

sche Moment gleich dem geschétzten, so erhalten wir den Schétzer

= (g V)

5. Wir verwenden den Likelihood-Quotiententest. Der Likelihood-Quotient fiir ei-
nen Datenpunkt ist

exp{—v2|z[}v2m
V2exp{—a2/2}

— Vrexp{i(a? — 2V2Je))} = Ve expl(lr] — v2)% .



Somit wird der Likelihood Quotient fiir die gesamte Stichprobe

a/2em exp{% Zn:(|;1;k| — \/5)2} .

k=1

Der Likelihood-Quotiententest ist damit von der Form

n

K = {7‘('”/26_” exp{% Z(|Xk| — \/5)2} > E} :

Da die Exponentialfunktion monoton steigend ist, konnen wir K als

n

K = {Z(|Xk| — \/5)2} > 2log(6e”7r’”/2)}

k=1

ausdriicken, was die verlangte Form ist.

6. Die Variablen Y,, nehmen die Werte 1 an.

a)

b)

Wir zeigen mit Induktion, dass IP[Y,, = 1] = % Da Y, = X, gilt dies fiir
n = 1. Da Y,, nicht von X, abhéngt, sind Y,, und X,,;; unabhéngig. Also
erhalten wir

IP[Yn+1 - ]_] -

~

[

1 1 —
2 + 2 -

= 1]+ P[Y, = —1]P[X,;1 = —1]

DO = %

n — 17)(n+
1
2

= =

Somit ist P[V,41 = —1] =1 —-P[V,4 = 1] = 3.

Wir miissen zeigen, dass die Ereignisse {Y,, = 1} unabhéngig sind (HS
1.27), also dass IP[Y}, = 1,k € J] = ()| Sei J C IN endlich. Wir zeigen die
Behauptung mit Induktion nach der Méchtigkeit |J| von J. Ist |J| = 1, so ist
nichts zu zeigen. Ist J = {Jj1, Jo, -+, Jn, Jua1} Mit j1 < jo < -+ < Jn < Jnat,
so 1st

PY;, =1,1<k<n+]1]

= IP[Xjn-l—lXjn-l-? v 'Xjn+1 17}61@ = 171 < k < TL]
=PIXj, 11X, 12 Xj,, = 1PV, =1,1 <k <n]
=P, —, = 1P, =1,1<k<n]=3(5)"= ()",

Hier haben wir verwendet, dass {Y; : 1 <k <n}und {X,:7,+1< /(<
Jn+1} unabhéngig sind, und dass X, 11X, 42+ X, ,, die selbe Verteilung

In+1
hat wie Y;, ;.. Damit ist die Aussage bewiesen.



