
H. Schmidli Einführung in die Stochastik WS 16/17

Nachklausur 30.3.2017

1. In einem Forschungslabor werden zwei Krankheiten untersucht. Man hat heraus-
gefunden, dass ein Zusammenhang zu einer bestimmten Genmutation besteht.
Die folgende Tabelle gibt die relative Häufigkeit in der Bevölkerung, sowie die
Häufigkeit der Genveränderung bei kranken bzw. nicht-kranken Personen an:

Krankheit 0 A B A B
Häufigkeit 0.96 0.022 0.015 0.003
Genmutation 0.05 0.30 0.20 0.60

Hier bedeutet 0, dass keine Krankheit vorliegt und A B, dass beide Krankheiten
aufgetreten sind. Wir fassen die Häufigkeiten nun als Wahrscheinlichkeiten auf.
Ein Gentest zeigt bei einer Person, dass eine Genmutation vorliegt. Wie hoch
sind die Wahrscheinlichkeiten für jede der Krankheitskategorien, dass die Person
zu dieser Kategorie gehört?

2. Eine fairer Würfel wird solange geworfen, bis zum ersten Mal zweimal hinterein-
ander eine 6 auftritt.

a) (2 P) Zeigen Sie, dass das Spiel in endlicher Zeit endet.

b) (4 P) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Experiment nach 5
Würfen endet?

c) (6 P) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Experiment mit einer
geraden Anzahl von Würfen endet?
Hinweis: Überlegen Sie, was nach dem ersten bzw. nach dem zweiten Wurf
passiert.

3. Seien X und Y unabhängige standard-normalverteilte Zufallsvariablen. Wir set-
zen Z = X/Y .

a) (8 P) Zeigen Sie, dass Z absolutstetig verteilt ist mit der Dichte fZ(z) =
(π(1 + z2))−1.

b) (4 P) Was können Sie über den Erwartungswert von Z sagen?
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4. Die Variablen X und Y haben die gemeinsame Verteilung

F (x, y) =
xy

x+ y − xy
,

für 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ 1.

a) (6 P) Zeigen Sie, dass es sich um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt,
und dass die Verteilung absolutstetig ist.

b) (2 P) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X und Y .

c) (4 P) Bestimmen Sie die beste Prognose von X gegeben {Y = y} im Sinne
des minimalen erwarteten quadratischen Abstandes. Es reicht das Resultat
in Integralform anzugeben.

5. Die Variablen {Xk : 1 ≤ k ≤ n} werden als unabhängig Γ(γ, 1) verteilt model-
liert, also mit der Dichte

fγ(x) =
1

Γ(γ)
xγ−1e−x .

Schätzen Sie den Parameter γ mit der

a) (2 P) Momentenmethode,

b) (4 P) Maximum-Likelihood Methode. Sie müssen nur die zu lösende Glei-
chung explizit angeben.

c) (6 P) mit der Bayes’schen Methode, wobei γ apriori die Verteilung Fγ(g) =
1Ig∈(1,e) log g hat. Sie müssen die Integrale nicht explizit berechnen.

6. Bei einem Versuch sind die Werte 0, 1, 2, 3, 4 möglich. In 100 unabhängigen Ver-
suchen traten folgende Werte auf:

Wert 0 1 2 3 4
Anzahl 26 49 17 7 1

Es wird vermutet, dass die Daten von einer Binomialverteilung mit n = 4 und
p = 1/3 stammen. Testen Sie dies auf dem 5% Niveau mit einem passenden Test.
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Untere Quantile der χ2-Verteilung

1

2ν/2Γ(ν/2)

∫ q(P)

0

xν/2−1e−x/2 dx =
P

100
.

ν\P 0.1 0.5 1 2.5 5 10 15 20 25 50
1 1.6 · 10−6 3.9 · 10−5 1.6 · 10−4 9.8 · 10−4 0.0039 0.1579 0.0358 0.0642 0.1015 0.4549
2 0.0020 0.0100 0.0210 0.0506 0.1026 0.2107 0.3250 0.4463 0.5754 1.3863
3 0.0243 0.0717 0.1148 0.2158 0.3518 0.5844 0.7978 1.0052 1.2125 2.3660
4 0.0908 0.2070 0.2971 0.4844 0.7107 1.0636 1.3665 1.6488 1.9226 3.3567

5 0.2102 0.4117 0.5543 0.8312 1.1455 1.6103 1.9938 2.3425 2.6746 4.3515
6 0.3811 0.6757 0.8721 1.2373 1.6354 2.2041 2.6613 3.0701 3.4546 5.3481
7 0.5985 0.9893 1.2390 1.6899 2.1673 2.8331 3.3583 3.8223 4.2549 6.3458
8 0.8571 1.3444 1.6465 2.1797 2.7326 3.4895 4.0782 4.5936 5.0706 7.3441
9 1.1519 1.7349 2.0879 2.7004 3.3251 4.1682 4.8165 5.3801 5.8988 8.3428

10 1.4787 2.1559 2.5582 3.2470 3.9403 4.8652 5.5701 6.1791 6.7372 9.3418
11 1.8339 2.6032 3.0535 3.8157 4.5748 5.5778 6.3364 6.9887 7.5841 10.341
12 2.2142 3.0738 3.5706 4.4038 5.2260 6.3038 7.1138 7.8073 8.4384 11.340
13 2.6172 3.5650 4.1069 5.0088 5.8919 7.0415 7.9008 8.6339 9.2991 12.340
14 3.0407 4.0747 4.6604 5.6287 6.5706 7.7895 8.6963 9.4673 10.165 13.339

15 3.4827 4.6009 5.2293 6.2621 7.2609 8.5468 9.4993 10.307 11.037 14.339
16 3.9416 5.1422 5.8122 6.9077 7.9616 9.3122 10.309 11.152 11.912 15.338
17 4.4161 5.6972 6.4078 7.5642 8.6718 10.085 11.125 12.002 12.792 16.338
18 4.9048 6.2648 7.0149 8.2307 9.3905 10.865 11.946 12.857 13.675 17.338
19 5.4068 6.8440 7.6327 8.9065 10.117 11.651 12.773 13.716 14.562 18.338

20 5.9210 7.4338 8.2604 9.5908 10.851 12.443 13.604 14.578 15.452 19.337
21 6.4467 8.0337 8.8972 10.283 11.591 13.240 14.439 15.445 16.344 20.337
22 6.9830 8.6427 9.5425 10.982 12.338 14.041 15.279 16.314 17.240 21.337
23 7.5292 9.2604 10.196 11.689 13.091 14.848 16.122 17.187 18.137 22.337
24 8.0849 9.8862 10.856 12.401 13.848 15.659 16.969 18.062 19.037 23.337

25 8.6493 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 17.818 18.940 19.939 24.337
26 9.2221 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 18.671 19.820 20.843 25.336
27 9.8028 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 19.527 20.703 21.749 26.336
28 10.391 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 20.386 21.588 22.657 27.336
29 10.986 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 21.247 22.475 23.567 28.336

30 11.588 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 22.110 23.364 24.478 29.336
31 12.196 14.458 15.655 17.539 19.281 21.434 22.976 24.255 25.390 30.336
32 12.811 15.134 16.362 18.291 20.072 22.271 23.844 25.148 26.304 31.336
33 13.431 15.815 17.074 19.047 20.867 23.110 24.714 26.042 27.219 32.336
34 14.057 16.501 17.789 19.806 21.664 23.952 25.586 26.938 28.136 33.336

35 14.688 17.192 18.509 20.569 22.466 24.797 26.460 27.836 29.054 34.336
36 15.324 17.887 19.233 21.336 23.269 25.643 27.336 28.735 29.973 35.336
37 15.965 18.586 19.960 22.106 24.075 26.492 28.214 29.635 30.893 36.336
38 16.611 19.289 20.691 22.878 24.884 27.343 29.093 30.537 31.815 37.335
39 17.262 19.996 21.426 23.654 25.695 28.196 29.974 31.441 32.737 38.335

40 17.916 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 30.856 32.345 33.660 39.335
50 24.674 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 39.754 41.449 42.942 49.335
60 31.738 35.534 37.485 40.482 43.188 46.459 48.759 50.641 52.294 59.335
70 39.036 43.275 45.442 48.758 51.739 55.329 57.844 59.898 61.698 69.334
80 46.520 51.172 53.540 57.153 60.391 64.279 66.994 69.207 71.144 79.334
90 54.155 59.196 61.754 65.647 69.126 73.291 76.195 78.558 80.625 89.334

100 61.918 67.328 70.065 74.222 77.929 82.358 85.441 87.945 90.133 99.334
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Obere Quantile der χ2-Verteilung

1

2ν/2Γ(ν/2)

∫ ∞
q(P)

xν/2−1e−x/2 dx =
P

100
.

ν\P 50 25 20 15 10 5 2.5 1 0.5 0.1
1 0.4549 1.3233 1.6424 2.0723 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349 7.8794 10.827
2 1.3863 2.7726 3.2189 3.7942 4.6052 5.9915 7.3778 9.2104 10.597 13.815
3 2.3660 4.1083 4.6416 5.3170 6.2514 7.8147 9.3484 11.344 12.838 16.266
4 3.3567 5.3853 5.9886 6.7454 7.7794 9.4877 11.143 13.277 14.860 18.466

5 4.3515 6.6257 7.2893 8.1152 9.2363 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515
6 5.3481 7.8408 8.5581 9.4461 10.645 12.592 14.449 16.812 18.475 22.457
7 6.3458 9.0372 9.8032 10.748 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 24.321
8 7.3441 10.219 11.030 12.027 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 26.124
9 8.3428 11.389 12.242 13.288 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 27.877

10 9.3418 12.549 13.442 14.534 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 29.588
11 10.341 13.701 14.631 15.767 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 31.264
12 11.340 14.845 15.812 16.989 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300 32.909
13 12.340 15.984 16.985 18.202 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 34.527
14 13.339 17.117 18.151 19.406 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 36.124

15 14.339 18.245 19.311 20.603 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801 37.698
16 15.338 19.369 20.465 21.793 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 39.252
17 16.338 20.489 21.615 22.977 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 40.791
18 17.338 21.605 22.760 24.155 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 42.312
19 18.338 22.718 23.900 25.329 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582 43.819

20 19.337 23.828 25.038 26.498 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 45.314
21 20.337 24.935 26.171 27.662 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 46.796
22 21.337 26.039 27.301 28.822 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268
23 22.337 27.141 28.429 29.979 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181 49.728
24 23.337 28.241 29.553 31.132 33.196 36.415 39.364 42.980 45.558 51.179

25 24.337 29.339 30.675 32.282 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 52.619
26 25.336 30.435 31.795 33.429 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 54.051
27 26.336 31.528 32.912 34.574 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645 55.475
28 27.336 32.620 34.027 35.715 37.916 41.337 44.461 48.278 50.994 56.892
29 28.336 33.711 35.139 36.854 39.087 42.557 45.722 49.588 52.335 58.301

30 29.336 34.800 36.250 37.990 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672 59.702
31 30.336 35.887 37.359 39.124 41.422 44.985 48.232 52.191 55.003 61.098
32 31.336 36.973 38.466 40.256 42.585 46.194 49.480 53.486 56.328 62.487
33 32.336 38.058 39.572 41.386 43.745 47.400 50.725 54.776 57.648 63.870
34 33.336 39.141 40.676 42.514 44.903 48.603 51.966 56.061 58.964 65.247

35 34.336 40.223 41.778 43.640 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275 66.619
36 35.336 41.304 42.879 44.764 47.212 50.998 54.437 58.619 61.581 67.985
37 36.336 42.383 43.978 45.886 48.363 52.192 55.668 59.893 62.883 69.346
38 37.335 43.462 45.076 47.007 49.513 53.384 56.896 61.162 64.181 70.703
39 38.335 44.539 46.173 48.126 50.660 54.572 58.120 62.428 65.476 72.055

40 39.335 45.616 47.269 49.244 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766 73.403
50 49.335 56.334 58.164 60.346 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490 86.660
60 59.335 66.981 68.972 71.341 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952 99.608
70 69.334 77.577 79.715 82.255 85.527 90.531 95.023 100.43 104.21 112.32
80 79.334 88.130 90.405 93.106 96.578 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84
90 89.334 98.650 101.05 103.90 107.57 113.15 118.14 124.12 128.30 137.21

100 99.334 109.14 111.67 114.66 118.50 124.34 129.56 135.81 140.17 149.45
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